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1 Einleitung

Zentrale Aufgaben der Bildverarbeitung liegen beim Beschreiben, Erzeugen, Spei-
chern und Erkennen von Bildern. Mit Ketten-Codes lieferte FREEMAN in den 60er
Jahren eine Beschreibungsmoglichkeit fiir Strichgraphiken [Fre61, Fre74]. Dabei ent-
steht ein Bild durch eine Folge von Zeichenbewegungen, die durch Symbole, z. B.
Buchstaben reprasentiert sind. Ein Wort beschreibt ein Bild, das durch Nacheinan-
derausfithrung der Zeichenschritte seiner Buchstaben entsteht. FREEMAN benutzt
ein achtelementiges Alphabet {0,...,7 }, dessen Elemente entsprechend folgender
Skizze interpretiert werden:

N Zum Beispiel entsteht das nebenstehende

2 Bild aus dem Wort 1261204153445672606:

5 |4 3 (Beim Nachvollziehen beginne man an der Nasenspitze.)

6

Dieser Zusammenhang von Wortern und Bildern legt es nahe, Bezichungen zwi-
schen formalen Sprachen und Bildmengen zu suchen. Fiir sprachentheoretische Be-
trachtungen geniigen die vier Richtungen {0,2,4,6 }, da die restlichen vier keine
andersartigen Resultate liefern [DH89]. In Anlehnung an Plotter-Befehle schreibt
man u,r,d,l fiir die Richtungen up, right, down, left. Auch andere Befehlssétze,
z. B. { F,+, — } mit den Bedeutungen

F:  zeichne eine Strecke in Blickrichtung,
+: drehe Blickrichtung um einen gewissen Winkel nach links,
—: drehe Blickrichtung um einen gewissen Winkel nach rechts

konnen als Ketten-Codes verstanden werden [PL90|. Eine zusétzlich eingefiihrte
Klammerung erméglicht es, Verzweigungen zu modellieren (s. Abbildung 1, rech-
tes Bild). Desweiteren kann ein Alphabet Buchstaben ohne graphische Bedeutung
enthalten; sie dienen zum Ableiten, werden aber beim Zeichnen iibergangen (s. Ta-
belle 1, Beispiel 3). Mittels Ketten-Codes lassen sich Muster — wie Fraktale, Kurven,
Folkloremuster, Pflanzen — beschreiben:

Abbildung 1: Ketten-Code-Anwendungen

Zur Erzeugung von Wortmengen stehen im wesentlichen zwei formale Mechanis-
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men zur Verfiigung: CHOMSKY-Grammatiken [Chob6] und LINDENMAYER-Syteme
[Lin68]. Grammatiken eignen sich durch ihr sequentielles Ableitungskonzept zum
Modellieren von natiirlichen Sprachen und ermoglichen die Entwicklung von Pro-
grammiersprachen. LINDENMAYER-Sytemen (L-Systemen) liegt ein Konzept des par-
allelen Ableitens zugrunde. Dadurch lassen sich mit ihnen Entwicklungsvorgéinge
bei Pflanzen beschreiben und simulieren [PL90]. Ketten-Code-Bild-Grammatiken
bzw. Ketten-Code-Bild-Systeme sind Grammatiken bzw. L-Systeme iiber Ketten-
Codes; in diesem Zusammenhang interessieren die generierten/generierbaren Bild-
sprachen. Beispiele fiir Ketten-Code-Bild-Systeme sind

1. S = ({r,ul,d}, P,w) mit dem Startwort w = ruld und der Regelmenge
P = {r — rdruurdr,u — wrulluru,l — lulddlul,d — dldrrdld}. Das Bild
der 2. Ableitung von w ist in Abbildung 1 — links — zu sehen.

2. Sy = ({r,u,l,d}, P,w) mit dem Startwort w = rdlu und der Regelmenge
P ={d — lulur,l — dldlu,r — ururd,u — rdrdl}. Abbildung 1 zeigt das
Bild der 4. Ableitung von w (2. von links).

3. S3 = ({X,F,+,—}, P,w,§) mit dem Startwort w = F+XF+F+XF, dem
Winkel 6 = 90° und der Regelmenge

P={X - XF-F+F-XF+F+ XF-F+F-X,F - F,+ —- 4+, — — —}.
Das Bild der 4. Ableitung von w ist in der 1. Abbildung (2. von rechts) zu
sehen.

4. Sy = {F,+,—,[,]}, P, F,6) mit dem Winkel § = 22.5° und der Regelmen-
ge P ={F — FF+[+F-F-F|-[-F+F+F,+ — +,— — —[=[]-]}
Abbildung 1 zeigt rechts das Bild der 4. Ableitung vom Startwort F'.

Tabelle 1: Beispiele fiir Ketten-Code-Bild-Systeme

Diese und weitere Beispiele sind in [PL90, DH89] zu finden.

Mittels Grammatiken und L-Systemen lassen sich aus einem Wort nach gewissen
Regeln andere Worter ableiten. Einer Ersetzung von Buchstaben durch Worter ent-
spricht bei Ketten-Code-Bild-Grammatiken und Ketten-Code-Bild-Systemen eine
Ersetzung von Bildkanten durch Bilder. Von besonderem Interesse sind Bildmengen
synchroner Ketten-Code-Bild-Systeme. Dabei sind jene Bilder, die eine Kante erset-
zen, in gewisser Weise einander dhnlich. Dies sei am Beispielsystem S; aus Tabelle 1
demonstriert. Das Startwort (Axiom) ist ruld; das ihm zugeordnete Bild ist links in
Abbildung 2 dargestellt. Die Bilder der ersetzenden Wérter sind

TJ_L fur die Worter rdruurdr und lulddlul sowie

I—I—H fir die Worter wurulluru und didrrdld.

Das Bild der 1. Ableitung des Axioms setzt sich aus diesen ersetzenden Bildern zu-
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sammen und ist in Abbildung 2 (rechts) zu sehen.

]

Abbildung 2: Ableitung eines Bildes

Die Kreise gehoren nicht zu den Bildern; sie sollen korrespondierende Eckpunkte
markieren. In diesem Beispiel entsteht bei jedem Ableitungsschritt ein flichenmé-
fig grofseres Bild; die Lange einer Kante ist jedoch konstant. Man kann einen Ab-
leitungsschritt auch so verstehen, daf der Abstand korrespondierender Eckpunkte
gleich bleibt. Dies hat unter Umstédnden eine Verkiirzung der Kantenléngen zur Fol-
ge. Damit kann die Ableitung eines Bildes als dessen Verfeinerung angesehen werden,
was die ersten Bilder des obigen Beispielsystems in folgender Abbildung zeigen sol-
len:

&,
nlt o
m% %m%
ﬁLT_IJ & Ths

Abbildung 3: Verfeinerung eines Bildes

Solche Sichtweise findet sich bei hierarchischen Entwicklungen, z. B. von VLSI-
Strukturen wieder [LW8&7].

Die Ergebnisse zu Problemen aus der Theorie der formalen Sprachen sind i. a. nicht
von Wortmengen auf Bildmengen iibertragbhar. Ein Wort beschreibt ein Bild eindeu-
tig, aber nicht notwendigerweise umkehrbar eindeutig: Unterschiedlichen Wortern
konnen iibereinstimmende Bilder zugeordnet sein (z. B. représentieren die Worter
ruld, wrdl, udruldr das Bild: [] ). Insbesondere kénnen unendliche Wortmengen
auch endliche Bildmengen darstellen.

Probleme zu Bildsprachen formaler Grammatiken sind in zahlreichen Arbeiten un-
tersucht worden, z. B. in

[M*82] Hierarchien, grundlegende Entscheidbarkeitsprobleme sowie eine Beschrei-
bungskomplexitat von Bildern,

[Wel83] Entscheidbarkeitsprobleme und deren Komplexitit,
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[SW85] das Mitgliedsproblem fiir regulére Bildsprachen und Entscheidbarkeitspro-
bleme,

[Das88] Konvex- und Einfachheit von Ketten-Code-Bildsprachen,

[DH93] Unterbild- und Mitgliedsprobleme fiir Mengen nichtzusammenhéngender
Bilder.

Kontextfreie L-Systeme werden nach [RS80] in folgende Klassen eingeteilt: DOL
(deterministisches Ersetzen von Buchstaben), OL (nichtdeterministisches Ersetzen),
DTOL (nichtdeterministische Auswahl einer Ersetzungstafel, deterministisches Er-
setzen entsprechend der Tafel) und TOL (sowohl die Tafelwahl als auch das Ersetzen
erfolgen nichtdeterministisch). Uber die Méglichkeit einer bildlichen Interpretation
von Wortern bzw. Wortsprachen ist in [RS80] jedoch nichts ausgesagt.

Im Gegensatz zu Grammatiken gibt es fiir L-Systeme noch keine Theorie der Ketten-
Code-Bildsprachen.

Die Arbeit [DHr92| zu synchronen Ketten-Code-Bild-Sprachen ordnet die Bildspra-
chen-Familien B(sDOL), B(sOL), B(sDTOL), B(sTOL) hinsichtlich ihrer Méachtigkeit
in die Hierarchie der Familien B(REG) reguldrer, B(CF) kontextfreier und B(CS)
kontextabhéngiger Bildsprachen ein. Aufserdem liefert sie Losungen zu einigen Ent-
scheidbarkeitsproblemen. Das Endlichkeitsproblem fiir sTOL-Systeme kann mit jener
Arbeit nicht als geldst betrachtet werden, da ein logischer Schlufs im Beweis von Satz
4 in [DHr92| falsch ist. Genaueres dazu steht im Abschnitt 3 (S. 26) der vorliegenden
Arbeit.

Fiir allgemeine synchrone Ketten-Code-Bild-Systeme (sT0L) stellt es sich als schwie-
rig heraus, die Entscheidbarkeit oder Unentscheidbarkeit zu beweisen. Die Entscheid-
barkeit der Endlichkeit ist jedoch grundlegend fiir weitere Entscheidbarkeitsproble-
me.

Die vorliegende Arbeit entwickelt eine Hierarchie, in der die Interpretation eines
Wortes als Bild einen mehrstufigen Abstrahierungsprozefs durchlauft. Auf unterster
Ebene werden Worter einer Sprache betrachtet. Ein Interpretieren der Worter als
gerichtete Graphen mit Mehrfachkanten fithrt auf die nichsthohere Stufe. Auf die
dritte Ebene gelangt man durch Abstrahieren von den Mehrfachkanten, d. h. jedem
gerichteten Graphen der zweiten Ebene ist sein schlichter gerichteter Graph auf
der dritten zugeordnet. Durch Abstrahieren von den Kantenrichtungen gelangt man
schlieflich auf die Ebene der Bilder. Da jeder Abstraktionsschritt eine eindeutige
Abbildung ist, gibt es zu jedem Wort der untersten Schicht einen eindeutigen ,Inter-
pretationsweg” zu einem Bild auf der obersten Stufe. Anhand dieses Modells wird die
Entscheidbarkeit der Endlich-/Unendlichkeit von Bildsprachen fiir eine Untermen-
ge der sTOL-Systeme, die deterministischen, synchronen Ketten-Code-Bild-Systeme
(sDOL) bewiesen. Das angegebene vollstandige System von Endlichkeitsbedingungen
liefert einen Algorithmus, der zu einem gegebenen sDOL-System entscheidet, ob die
erzeugte Bildsprache endlich oder unendlich ist.



2 Grundlagen

Die Endlichkeitsuntersuchungen zu Bildsprachen synchroner, deterministischer Ket-
ten-Code-Bild-Systeme im Abschnitt 3 beruhen auf einer Abstrahierungshierarchie.
Die unterste Schicht bilden Worter iiber dem Alphabet { 7,1, u,d }. Thnen sind Gra-
phen unterschiedlich hoher Abstraktion zugeordnet, die verschiedene Interpretatio-
nen der Worter darstellen. Zu jedem Ketten-Code-Bild-System iiber dem Alphabet
{r,l,u,d} existiert eine solche Hierarchie. Die unterste Ebene umfaft jeweils die
von dem System erzeugte Wortmenge. Die zugeordnete Graphenmenge der obersten
Schicht wird als generierte Bildsprache des Systems betrachtet.

2.1 Strukturen iiber einem Alphabet

Es sei A = {r,l,u,d} ein Alphabet. Die Menge A* aller Zeichenketten iiber dem
Alphabet A umfaft jene Worter, die durch Aneinanderreihung (Konkatenation) von
Buchstaben aus A entstehen. Ein Operationssymbol fiir die Aneinanderreihung wird
im allgemeinen nicht geschrieben. Die Wortmenge A* sei induktiv definiert:

1. Die atomaren Elemente sind das Leerwort A\ und die Buchstaben des Alpha-
betes A:

ANrlu,de A

2. Wenn v und w Wérter in A* sind, so liegt auch das zusammengesetzte Wort
vw in der Menge A*:

v,we A" = vw e A",

3. Jedes Wort aus A* entsteht durch wiederholtes Anwenden von 2. aus den
atomaren Elementen.

Aus dieser Definition folgt sofort die Abgeschlossenheit der Menge A* unter der
Konkatenation, sowie die Assoziativitit der Aneinanderreihung. Durch Verkniipfung
eines Wortes mit dem Leerwort d&ndert sich das Wort nicht, d. h. das Leerwort X ist
neutral. Damit ist (A, -) eine freie Struktur iiber dem Alphabet 4 mit der binéren
Operation der Konkatenation -, und es gilt

Lemma 2.1 Die freie Struktur (A,-) ist ein Monoid.

Die Menge A* ohne Leerwort sei durch A* symbolisiert:

AT = A7\ {\}



Die Léange #w eines Wortes w = wy ... w, (w; € A,i =1,...,n) ist die Anzahl der
Buchstaben in w:

W=w...w, = #wW =n.

Es sei A7 die Menge aller Worter aus A* mit der Lange n. Ein Wort w € A7 sei,
wenn nicht anders angegeben, aus Buchstaben wy, ..., w, zusammengesetzt:

W= wWi...W,.

Zu einem Wort w € A* und einem Buchstaben x € A sei #,w die Anzahl der
Vorkommen von z in w:

W=w...w, = #w=|{i|1<i<n und w;,=x}|.

Folgerung 2.2 FEs sei u = vw ein zusammengesetztes Wort mit v,w € A*. Die
Anzahl der Vorkommen eines Buchstaben x in u ist die Summe der Vorkommen von
z v und w:

#xu = #J:VW = #xv + #a:W-

Beweis: Es seien v =x1...2, und W = Ty 1 ... Ty (2 € Aji=1,....,n+m).
Dann gilt fiir die Gesamtzahl der Vorkommen eines Buchstaben z in u = vw

#.0 = |[{i|1<i<n+m und z; =z }|
= [{i|l<i<n und z;=z}U{i|n+1<i<n+m und x; =2z }|
= |[{i|1<i<n und z;=x}|+|{i|n+1<i<n+m und x; =z}

= F#V+ F#Hw.
*

Die Summe aller Buchstabenvorkommen bildet die Lange eines Wortes:

#W = #T‘W + #ZW =+ #uw =+ #dW-

Zu einem Wort w € A* sei [w] die Menge der in w auftretenden Buchstaben:
w={z|#w=1}.

Aus der der Definition von #,w resultiert
Folgerung 2.3 Fiir die Buchstaben-Mengen der Wérter aus A* gilt

1. Die Buchstaben-Menge der Leerwortes ist leer

(Al = 0.



2. Die Buchstaben-Menge eines Buchstaben enthdlt nur den Buchstaben selbst
Ve e A: [z] = {z}.
3. Die Buchstaben-Menge eines zusammengesetzen Wortes vw € A* ist die Ver-
einigung der Buchstaben-Mengen von v und w:
Yw,w e A" [vw] = [v] U [w].
Beweis:

1. Im Leerwort A tritt kein Buchstabe auf (#XA = 0).

2. Fiir alle Buchstaben x € A gilt #,x = 1 und fiir alle Buchstaben y € A mit
y # x gilt #,2 =0.

3. Es gilt

vw|] = {z|#,vw=1}
= {z|#Nv+Hw=1} (Folgerung 2.2)
{x|#NvZ21VH#Hw=1}
= {az|#Nvz21}U{z|H#w=1}
= [v]U[w].

Mit den Elementen aus A* seien Abbildungen auf dem Z? assoziiert:
w:Z?— 7% (wecA).
Die atomaren Abbildungen r, [, u, d ordnen einem Punkt q € Z? seine Nachbarn zu:

7’<C|) = q+(170)
I(q) = q—(1,0)
u(q) = q+(0,1)°
dq) = q—1(0,1)

(Die Funktionsnamen r, I, u, d stammen von den Richtungen right, left, up, down.)

I

Die Verschiebungen z(q) — q eines beliebigen Punktes q € Z* zu seinen Nachbarn
z(q) seien mit v, € Z* notiert:

(1,0), falls x = r

b — (—1,0), fallsz=1
) (0,1), falls v = u -~
(0,-1), fallsz=d

Damit ergibt sich fiir den z-Nachbarn z(q) eines Punktes q € Z:

7



Folgerung 2.4 Fiir alle Abbildungen x € A und Punkte q € Z* gilt
z(q) = q+ v,.

Die Abbildungen x aus A sind Translationen. Daher gilt

Lemma 2.5 Fiir jede Abbildung x € A und zwei Punkte p,q € Z* gilt
z(p) +q=xz(p+a)

Beweis: Es seien 2 € A eine Abbildung auf dem Z? und p, q zwei Punkte im Z2.
Dann gilt

z(p)+9q9 = p+v,+q (Definition)
= p+q+v, (Kommutativitit des Z*)
= z(p+4q) (Definition),

womit das Lemma bewiesen ist. *

Jede Abbildung = € A ist surjektiv (der Wertebereich stimmt mit Z? iiberein), in-
jektiv (aus z(p) = x(q) folgt stets p = q) und damit bijektiv (umkehrbar eindeutig).
Zwei Abbildungen x,y : D — W heifsen disjunktiv, wenn ihre Funktionswerte fiir
jedes Argument verschieden sind.

Je zwei verschiedene Abbildungen z,y € A, (r # y), liefern niemals denselben

Nachbarn: Vq € Z? : x(q) # y(q). Das bedeutet
Folgerung 2.6 Die Abbildungen in A sind paarweise disjunktiv.

Beweis: Fiir je zwei verschiedene Abbildungen z,y € A gilt v, # v,, woraus
q+ 0, 7 q+0,

fiir alle g € Z? und damit
z(q) # y(q)

fiir alle g € Z? folgt. %
Dem Leerwort entspricht die identische Abbildung

\:7% — 7% mit q— q.

Ein zusammengesetztes Wort vw € A* symbolisiert die verkettete Abbildung v o w:
vow:Z? — 7Z* mit q > w(v(q)).

Der Nullpunkt des Z? sei mit o notiert:
0o=1(0,0).

Auf verkniipfte Abbildungen erweitert, liefert das Lemma 2.5
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Folgerung 2.7 Fliir jede verkettete Abbildung w € A* und zwei Punkte p,q € Z*
qgilt

w(p +q) = w(p) +q.

Beweis: Esseiw =wjo...ow, (w; € A,i=1,...,n). Dann gilt
wip+aq) = (wio...owy)(p+a)
= (wpo...0wy)(wi(p+q))
= (wgo...0w,)(wi(p)+q) (Lemma 2.5)
= (wso...0w,)(wz(wi(p) + q))
= (wso...ow,)((wyows)(p)+q) (Lemma 2.5)

— (wio...ow)(p)+q
= w(p)+q. %

Insbesondere gilt damit auch

(vow)(o)

3

v(0))
+v(0))

0)+v(o) (Folgerung 2.7)

(0) +w(o) (Kommutativitit des Z?).

|
3
[5)

(
(
(

|
=

<

Die dargelegte Interpretation von Wortern als Abbildungen auf dem Z? ist ein Ho-
momorphismus von der freien Struktur (A4, -) in die freie Struktur (A4, o). Damit
ist (A, o) ebenfalls ein Monoid. Zu jeder Abbildung w € A* existiert eine inverse
Abbildung w™! € A* mit w' ow = wow™' = \. Das bedeutet

Lemma 2.8 Die algebraische Struktur (A, o) ist eine Gruppe.

Beweis: Obigen Uberlegungen zufolge ist nur noch zu zeigen, daf zu jedem Element
aus A* ein Inverses beziiglich der Verkettung o existiert.

e Die Inverse der identischen Abbildung ist die identische Abbildung
A=),
denn Ao A = \.
e Die Inversen der atomaren Abbildungen sind

rt=1 It=r ul=d dl'=u,



denn damit gilt

-1 = by
bzw. allgemein
b, = —0,-1

-0,

ODy-1 = Byg
(Definition) = —v, (Definition)
—b;1 = —bg41
(x € A),

und daher gilt fiir alle Abbildungen = € A und Punkte q € Z:

CEERIC)

Daraus folgt fiir alle z € A: Die verkniipften Abbildungen z oz~! und x~
bilden genau dann die identische Abbildung A\, wenn v,

v~ (x(q))

7 4q+ v,) (Folgerung 2.4)
r7(q) + v, (Lemma 2.5)
q+ 0,1+ 0, (Folgerung 2.4)
q+0,-1—0,1

q

q+0,-1 — 0,1

q-+ 0,1+ 0,

x(q+0,-1) (Folgerung 2.4)
z(x7(q)) (Folgerung 2.4)
(o o )(a).

log

—v,-1 gilt, d. h. die

inverse Abbildung 27! zu 2 € A ist jene Abbildung y € A mit v, = —v,. Zu
jedem x € A gibt es genau ein y € A, das diese Bedingung erfiillt.

e Esseiw=wjo...0ow, (w; € A,i=1,...,n) eine verkettete Abbildung. Dann
ist die inverse Abbildung

W—l 1

denn es gilt

WOWfl

=w, o...ow ,

1

wlo...ownowglo...owf1
wlo...own_lowgilo...owl_1
wlowfl

A

w,,~ © Wy,

1

W, OW, | O Ws_1 0 Wy,

o...o0w;

OCwyO...0wW,
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Der Operator o muf nicht geschrieben werden, wenn aus dem Zusammenhang her-
vorgeht, um welche Operation es sich handelt. So impliziert beispielsweise (z122)(0),
dak xixe die verkettete Abbildung x; o xo symbolisiert, wogegen 1z in [zq25] fir
das zusammengesetzte Wort x,xy steht.

Zu v € A seien z, o+, 7 wie folgt erklirt:
|z |at |zt
ril | u | d
Llr| d]| u
uldl| r [
dlul [ r

Als Abbildungen interpretiert, sind  und Z bzw. * und Z* zueinander invers. Die
Abbildungen zz* und z'z bilden einen Punkt q € Z? auf den Diagonalnachbarn
q+(1,1) (falls x = r) bzw. g — (1,1) (falls z = 1) ab.

2.2 Graphen

Fiir Graphen existieren unterschiedliche Definitionen. Mit den meisten sind jedoch
nur spezielle Graphen — wie reine gerichtete bzw. ungerichtete oder solche ohne Mehr-
fachkanten und Schlingen — erklért (z.B. in [M794]). Hinzu kommt, daf eine gewisse
Vereinigung von Graphen nicht oder nur umstandlich beschrieben werden kann. In
[Hol99] ist eine allgemeinere Definition zu finden, die auch gemischte Graphen mit
Mehrfachkanten und Schlingen zulafst, sowie auf einfache Weise erméglicht, Graphen
um neue Kanten zu erweitern. Aus diesem Grunde wird sie in der vorliegenden Ar-
beit verwendet. Im folgenden seien die hier benotigten Begriffe zusammengestellt.
Ein Graph ist eine Struktur

G = <V7 R, Rg)

mit einer endlichen Menge V', einer endlichen Menge R,, von symmetrischen Relatio-
nen auf V' und einer endlichen Menge IR, von asymmetrischen Relationen auf V. Die
Elemente aus V heifsen Knoten. Eine Zweiermenge {(z,y), (v, z)} heifst ungerichte-
te Kante, wenn die Paare (x,y) und (y,z) in der gleichen symmetrischen Relation
stehen. Eine Einermenge {(z,y)} heift gerichtete Kante, wenn das Paar (z,y) aus
einer asymmetrischen Relation ist. Sind alle definierenden Relationen symmetrisch,
heifst der Graph ungerichtet; sind alle definierenden Relationen asymmetrisch, heifst
der Graph gerichtet. Ein Graph heifst schlicht, wenn alle definierenden Relationen
irreflexiv und je zwei von ihnen elementfremd sind. Der Adjazenzgrad a(z,y) ist die
Anzahl der Kanten vom Knoten x zum Knoten y, d.h. die Anzahl der definierenden
Relationen, die das Paar (z,y) enthalten. Sollte es zu einem Knoten z keine Kante
geben, die zu x hin- oder von x wegfiihrt, heifst der Knoten x isoliert. Ein Graph
heiftt zusammenhéangend, wenn er genau einen Knoten oder keine isolierten Knoten
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enthélt. Der Schatten G" eines Graphen G ist ein ungerichteter Graph mit der glei-
chen Knotenmenge wie GG, wobei fiir die Anzahl a*(z,y) der Kanten zwischen zwei
beliebigen Knoten z,y gilt

a*(z,y) = max { a(z,y), a(y, z) } ,

wobei a(p, q) die Anzahl der Kanten vom Knoten p zum Knoten ¢ im Graphen G
darstellt.

Zu jedem Punkt a € Z? sei g° eine Funktion, die einem Wort w € A% den gerichteten
Graphen

ga(W) = ({a7 wl(a)v (wle)(a)7 SR ’W(a)}a
{(a,wi(a))} {(wi(a), (wrws)(a))}, ... {((wi ... wn1)(a),w(a))})

zuordnet.

Als Beispiel sei der Graph ¢%(w) zu dem Wort w = rudlrud und dem Bezugspunkt a = o

angegeben:

Die Knoten sind
ki = Xo) = 0,
ky = T(O) - (17 0)7
ks = (ru)(o) = (1,1,
o= (ud(o) = (L0)
ks = (rudl)(o) = 0,
ks = (rudlr)(o) = (1,0),
kz = (rudlru)(o) = (1,1),
ks = (rudlrud)(o) = (1,0),

d.h. die Knotenmenge ist { 0, (1,0), (1,1) }. Die Kanten entstehen durch aufeinanderfol-

gendes Verbinden der Knoten e1 = (k’l,kg) = (ko,k3), ..., er = (kr, kg). Entspre-
chend der obigen Schreibweise kann der Graph angegeben Werden durch

g° (rudlrud) = ({k1,ko,k3}, {e1},...,{er})
= ({o,(1,0),(1, 1)} {(0, (1,0))}, {((1,0), (1, 1))},
{((1,1),(1,0))},{((1,0),0)}, {(0, (1,0))},
{((1,0), (1L, 1)}, (1, 1), (1,0))})
oder auch bildlich: (1,1)
eq
0 ~311,0)

Die textuale Angabe ist keine Minimalbeschreibung im Sinne von [Hol99]; eine Zusammen-
legung von Einerrelationen ist im allgemeinen nicht verlustfrei (Kanten zwischen gleichen
Knoten gehen verloren oder werden zu ungerichteten Kanten). Das vorstehende Beispiel
soll die Definition veranschaulichen; daher bildet auch hier jede Kante eine Relation.
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Aus der obigen Definition erkennt man sofort

Folgerung 2.9 Zu jedem Punkt a € Z* und jedem Wort w € A* ist der Graph
g%(w) zusammenhdngend.

Nach Folgerung 2.7 kann man fiir einen Graphen ¢g%(w) auch schreiben:

g*(w) = ({o+a,wi(o)+a, (wiwy)(o)+a,...,w(o)+a},
{(o +a,wi(0) +a)}, {(wi(0) + a, (wws)(0) +a)},...,
{((wr .. wy—1)(0) + a,w(o) +a)}),

d.h. g%(w) geht aus ¢g°(w) durch Translation um a hervor. Stimmt der Bezugspunkt
mit dem Nullpunkt iiberein, muf er nicht angegeben werden: ¢° = g.
Die Vereinigung zweier gerichteter Graphen

g=V,Ry,...,R,) und f=(U,Q1,...,Qn)

sei wie folgt erklért:

gUf:(VUU,Rl,...,Rn,Ql,...,Qm).

Dies ermoglicht eine Verkettung zweier gerichteter Graphen:

Folgerung 2.10 Der Verkniipfung von Wortern ist eine Vereinigung von gerichte-
ten Graphen zugeordnet: Fiir jeden Punkt a € Z* und zwei beliebige Worter v,w € A*
qgilt

g°(vw) = g°(v) U "% (w).

Beweis: Es seien v ein Wort aus A’ und w ein Wort aus A’ . Fiir die Vereinigung
von ¢%(v) und gv(“) (w) gilt:

g*(v) U g" @ (w)
= ({a vi(a), (viv2)(a), ..., v(a)}
U{v(a), wi(v(a)), (wiws)(v(a
{(a,v1(a))}, {(v1(a), (v1v2)(a)
{(v(a), wr(v(a)))}, {(wi(v(a)), (wrwz)(v(a)))}, ..,
{((w1 ... wm-1)(v(a)), w(v(a)
= ({a,v1(a ) (viv2)(a), ..., v(a), (vwr)(a), (vwrws)(a), ..., (vw)(a)},
{(a, vi(a))}, {(vi(a), (viv2
{(v(a), (vwr)(a))}, {((var
{((vwr .. wm—1)(a), (vw)(a))})

= g"(ww),

womit die Folgerung bewiesen ist. %
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Man kann sich den Zusammenhang anhand der Arbeitsweise eines Plotters veran-
schaulichen: Der Zeichenstift steht auf dem Punkt a eines Rasters. Nacheinander

werden die Buchstaben eines Eingabewortes in Befehle umgesetzt und diese ausge-

fiihrt:
r: zeichne einen Pfeil nach rechts zum néchsten Rasterpunkt,
l: zeichne einen Pfeil nach links zum nédchsten Rasterpunkt,

u : zeichne einen Pfeil nach oben zum néchsten Rasterpunkt,
d: zeichne einen Pfeil nach unten zum néchsten Rasterpunkt.

Je ofter der Stift iiber einen bereits gezeichneten Pfeil gefiihrt wird, desto dicker ist
der Pfeil. Dies entspricht den Mehrfachkanten. Angenommen, das Eingabewort ist
rudlrud; der Plotterstift moge auf dem Nullpunkt stehen (s. obiges Beispiel). Zuerst
zeichnet der Stift einen Pfeil vom Nullpunkt o nach rechts zum Punkt r(o) = (1,0);
dann von dort nach oben zum Punkt u(1,0) = u(r(0)) = (ru)(e) = (1,1), danach
nach unten zum Punkt d(1,1) = (1,0) usw. Nachdem alle Befehle ausgefiihrt wurden,
steht der Stift auf dem Punkt (rudlrud)(o) = (1,0), oder allgemein: Nach der Abar-
beitung eines Wortes w steht der Zeichenstift auf dem Punkt w(a). Angenommen das
Wort w besteht aus zwei Teilwortern u, v. Der Graph zum Wort u wird im Punkte a
beginnend gezeichnet; der Zeichenstift steht am Ende auf dem Punkt u(a). Dies ist
der Startpunkt fiir den Graphen von v. Am Ende des Wortes w steht der Stift auf
dem Punkt v(u(a)) = (uv)(a) = w(a). Damit sind einem Graphen ein wohlbestimmter
Start- und ein wohlbestimmter Endpunkt zugeordnet. Der Graph eines zusammen-
gesetzten Wortes uv entsteht, indem die Graphen der Einzelwoérter u, v so zueinander
verschoben werden, dafs der Endpunkt vom ersten Graphen mit dem Startpunkt des

zweiten Graphen zusammenféllt.

Zu jedem Punkt a € Z2 sei s¢® eine Funktion, die einem Wort w € A* jenen schlichten
gerichteten Graphen sg®(w) zuordnet, der aus dem Graphen g%*(w) durch Streichen
der Kantenwiederholungen entsteht, d. h. sg*(w) hat die gleiche Knotenmenge wie
g%(w), und fiir die Anzahl a¥(z,y) der Kanten von einem beliebigen Knoten x zu
einem Knoten y gilt

g —
(2, y) = { 0, falls a?(z,y) =0

1, sonst
wobei a¥(z,y) die Anzahl der Kanten von = nach y im Graphen ¢%(w) ist. Der
Bezugspunkt mufs nur angegeben werden, wenn er vom Nullpunkt abweicht: s¢° = sg.

=min{1,a’(z,y) } <1,

Der gerichtete Graph zum obigen Beispielwort rudirud enthilt Mehrfachkanten; die-
se sind die doppelt auftretenden Kanten (o,(1,0)), ((1,0),(1,1)) und ((1,1),(1,0)).
Der schlichte gerichtete Graph sg®(rudlrud) entsteht daher durch Streichen einer Kante
(0,(1,0)), einer Kante ((1,0),(1,1)) und einer Kante ((1,1),(1,0)):

(11)

sg* (rudlrud) :
— €3
e
0 (1,0)
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Von jeder Kante in einem Graphen g%(w) bleibt beim Abstrahieren zu sg®(w) ein
Repréasentant erhalten. Damit gilt

Folgerung 2.11 Zu jedem Punkt a € Z? und einem beliebigen Wort w € A* stim-
men die Kantenmengen der Graphen g*(w) und sg*(w) dberein.

Beweis: Es seien w ein Wort aus A*, g%(w) der gerichtete Graph zu w und R%(w)
dessen Kantenmenge:

9°(w) = (V. Ry,....R,), R'(w)=[]JR;,
sowie sg*(w) der schlichte gerichtete Graph zu w mit der Kantenmenge Q%(w):
Sgu(w) = (V7 Qla ) Qm)a Qu(w> = U QZ
i=1

Jedes Knotenpaar (z,y), das in einer Relation R; (i = 1,...,n) steht, ist durch eine
Kante verbunden, d.h. a?(z,y) > 1. Damit ist a¥(z,y) = 1, d. h. im Graphen sg®(w)
gibt es eine Kante von z nach y: (z,y) € Q%w). Das bedeutet, daf jede Kante von
g%(w) auch in sg*(w) auftritt:

R (w) € Q%w).

Angenommen, es gibt ein Element (x,y) € Q%(w), welches nicht in R*(w) vorkommt.
Dann gibt es eine Relation Q;, j € {1,...,m}, aber keine Relation R;, i =1,...,n,
die das Knotenpaar (z,y) enthilt:

a¥(z,y) =1 und a’(z,y) =0.

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von s¢%; somit gilt
Q°(w) € B(w)

und insgesamt

a _ a

Q%(w) = R*(w). *
Es sei sg®(w) = (V, Ry, ..., R,,) der schlichte gerichtete Graph zu einem Wort w € A*
und einem Bezugspunkt a € Z2 Im Falle w = X besteht der Graph sg®(w) aus dem
Knoten a (n = 0); in jedem anderen Falle enthélt er mindestens zwei Knoten, und
keiner ist isoliert (nach Folgerung 2.9). Von einem Knoten zu einem anderen in
sg®(w) fiihrt hochstens eine Kante. Folglich wird der Graph vollstdndig durch seine
Kantenmenge
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beschrieben. Die Kantenmenge K ®(w) ist genau dann leer, wenn w das Leerwort ist:
Kw) =0 <= w=A\.

Alle Kanten in K*(w) haben die Form (q,z(q)) mit ¢ € V und x € |w]| (folgt aus den
Definitionen von ¢® und sg®). Das bedeutet: Zu jeder Kante (q,q) € K%(w) gibt es
mindestens ein z € A mit z(q) = q. Auf Grund der Disjunktivitdt der Abbildungen
in A (Folgerung 2.6) gibt es hochstens ein x € A mit 2(q) = q. Somit 1&t sich jeder
Kante (q,q) € K%w) umkehrbar eindeutig das Paar (q,x) mit z(q) = q zuordnen.
Dem Graphen sg*(w) ist daher die Menge

I*w = {(a,2) | (a,2(a)) € K(w) }

umkehrbar eindeutig zugeordnet. Diese Menge wird im folgenden Kantenmenge von
w beziiglich a genannt (eine Kante ist durch ihren Anfangspunkt q und die Richtung
v, bestimmt). Der Bezugspunkt mufs nicht angegeben werden, wenn es sich um den
Nullpunkt handelt: ||° = ||.

Es sei w ein Wort aus A7 . Dann sind

ga(W) = ({Cl, wl(a)v (wle)(a)7 s ,W(ﬂ)},
{(a,wi(a))}, {(wi(a), (wiw2)(a))}, ..., {((w1 ... wa1)(a), w(a))})

der zugeordnete gerichtete Graph und

HaW = { (Cl, w1)7 (wl(a)7 w2)’ ((wle)(a)v w3)’ T ((wl . 'wn—l)(a>7wn) }

die zugeordnete Kantenmenge beziiglich a € Z2.

Die Kantenmenge zum obigen Beispiel w = rudirud, a = o lautet

HTU‘leUd - { (U,T'), ((170)7u)a ((17 1)v d)a ((170)a l) } :

Eine Graphenverkettung schlichter gerichteter Graphen soll einen schlichten gerich-
teten Graphen liefern. Bei der oben eingefiihrten Graphenvereinigung ist dies nicht
gewihrleistet; es entstehen moglicherweise Mehrfachkanten (Folgerung 2.10). Das
geschieht nicht bei der Vereinigung von Kantenmengen. Somit wird eine Verkettung
schlichter gerichteter Graphen als Vereinigung der entsprechenden Kantenmengen
erklart:

Folgerung 2.12 Der Verkniipfung von Wortern ist eine Vereinigung von schlichten
gerichteten Graphen zugeordnet: Fir zwei beliebige Warter v,w € A* und jeden
Punkt a € Z? gilt

|®vw = || U H"(a)w.
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Beweis: Es seien v ein Wort aus A’ und w ein Wort aus A’ . Fiir die Vereinigung
der Kantenmengen zu v beztiglich a und w beziiglich v(a) gilt

1% U [ @w

= {(a,v1), (1(a), v2), ((0102)(a),v3), -, (01 vna) (@), 0n) }

U{(v(a), wr), (wi(v(a)), wa), ((wriws)(v(a)), ws), ...,

(w1 wm1)(v(a)), W) }

= {(a,v1), ( 1(a), 0), ((v1v2) (@), vs), -, (V1 V1) (@), vn),
(a)

(v(a),w), (vwy)(a), ws), ((vwiws)(a), ws), ..., ((vwy ... wy_1)(a), wy,)}

v

Dieser Abstraktion entspricht ein Plotter Py, der so arbeitet wie der Plotter P, auf
der vorherigen Stufe (der die Graphen g®(w) zeichnet) — Py, zeichnet genau dann
einen Pfeil, wenn P, es tut (Folgerung 2.11). Bei Py, sind die Pfeile jedoch gleich
dick, d. h. an einem Graphen ist nicht mehr zu erkennen, wie oft der Stift einen Pfeil
gezeichnet hat. Unterschiedliche Zeichenrichtungen auf einer Rasterstrecke sind aber

nach wie vor zu sehen (die Strecke hat an beiden Enden eine Spitze).

Zu jedem Punkt a € Z? sei p® eine Funktion, die einem Wort w € A* den Schatten
p*(w) des schlichten gerichteten Graphen sg®(w) zuordnet, d. h. p®*(w) ist ein un-
gerichteter Graph mit der gleichen Knotenmenge wie sg®(w), wobei fiir die Anzahl
aP(z,y) der Kanten zwischen zwei beliebigen Knoten z, y gilt

a’(z,y) = max{a¥(z,y),a¥(y,z)}
{ 0, falls a¥(z,y) =0 und a¥(y,z) =0

1, sonst

Der Graph p®(w) heift Bild von w beziiglich a. Im Falle a = 0 mufs der Index nicht

geschrieben werden: p° = p.
Es sei w ein Wort aus A*. Dann ist das zugeordnete Bild beziiglich a € Z:

pa(w) = ({av wl(a)’ (w1w2>(a)’ S 7W(a)}v
{(a,w1(a)), (wi(a), (wrws)(a)), ..., ((wr ... wn1)(a), w(a)),
(w(a), (wr ... wn-1)(a)), ..., (wrw2)(a), wi(a)), (wi(a), d)}).
Das Bild zum obigen Beispiel w = rudlrud, a = o besteht aus den Knoten o, (1,0) und

(1,1), sowie den (ungerichteten) Kanten e14 = { e1,e4 } = { (0,(1,0)),((1,0),0) } und
€23 = {62,83 } = { ((1’0)7 (17 1))v ((17 1)’ (170)) }:

p(rudlrud) = ({o,(1,0),(1,1)},
{(0,(1,0)),((1,0),0),((1,0),(1,1)),((1,1),(1,0))})
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oder bildlich: (1,1)
€23

€14
0 (1,0)

Die Vereinigung zweier Bilder p = (V, R), ¢ = (U, Q) sei wie folgt erklért
pUgq=(VUURUQ).

Analog zu den Vereinigungen gerichteter und schlichter gerichteter Graphen kénnen
auch zwei Bilder verkettet werden:

Folgerung 2.13 Der Verkniipfung von Wortern ist eine Vereinigung von Bildern
zugeordnet: Fiir jeden Punkt a € Z? und zwei beliebige Worter v,w € A* gilt

p*(vw) = p(v) U p“¥(w).

Beweis: Es seien v ein Wort aus A7 und w ein Wort aus A},. Dann gilt fiir die
Verkniipfung der Bilder p®(v) und p"®(w):

PV Up @ (w) = ({a,v1(a), (v102)(a), ..., v(a)},
{(a,v1(a)), ..., ((vr.. vp-1)(a),
(v(a), (1. v 1)( ))a--w(vl(ﬂ),ﬂ
U ({v(a), wi(v(a)), (wiwz)(v(a)),. .., w(v(a))},
{(v(a),wi(v(a))),. .., (w1 ... wm-1)(v(a)), w(v(a))),
(w(v(a)), (w1 ... wp-1)(v(a))),...,(
= ({a,v1(a),...,v(a ) (vwy ) (a), ...,(VW)
{(a,v1(a)), ..., ((v1-.. va-1)(a), v(a))
(v(a), (vwl)(a)),...,((vwl...wm_l)
((vw)(a), (vws ... win-1)(a)), ..., ((vwi)(a), v(a)),
(v(a), (o1 vp—1)(@)), ..., (vi(a), @)}
(

*(vw),

=P

womit die Folgerung bewiesen ist. *

Das Plotter-Bild p®(w) zu einem Wort w sieht so aus wie der gezeichnete Graph sg®(w)
ohne Spitzen, d. h. am Bild ist nicht zu erkennen, wie oft und in welcher Richtung

der Stift zwei Rasterpunkte verbunden hat.

Einen Zusammenhang zwischen Kantenmengen und Bildern zweier Worter stellt das
folgende Lemma heraus:
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Lemma 2.14 Stimmen die Kantenmengen ||° und ||*w zweier Worter v,w € A*
beziiglich eines Punktes a € Z?* iiberein, so stimmen auch die Bilder p*(v) und p®(w)
iberein.

Beweis: Es seien a ein Bezugspunkt aus Z2 und v, w zwei Worter aus A*. Die Kan-
tenmengen ||%, ||°w sind umkehrbar eindeutig den schlichten gerichteten Graphen
sg*(v), sg*(w) zugeordnet; folglich gilt

I = [I*w <= sg™(v) = sg"(w).

Per Definition stimmen die Knotenmengen von s¢*(v) und p*(v) bzw. s¢*(w) und
p*(w) tberein. Es sei ai(z,y), al (z,y), a?(z,y) bzw. af, (x,y) die Anzahl der Kanten
von z nach y in den Graphen sg*(v), sg*(w), p*(v) bzw. p*(w). Stimmen s¢*(v) und
s¢®(w) iiberein, so stimmen die Knotenmengen von p®(v) und p%(w) iiberein, und fiir
die Kantenzahlen in den Bildern gilt

a(r,y) = max{a}(zy),ay7)} (Definition)
= max{ay(z,y),a,(y,2) } (s9°(v) = sg*(w))
= ab(z,y) (Definition)
fiir beliebige Knoten z,y; d. h. p®(v) und p*(w) stimmen {iberein:
sg(v) = sg"(w) == p°(v) = p*(w).
Damit gilt
I°v = [I*w = p*(v) = p*(w),

was das Lemma gerade besagt. %

Die Knotenmenge der Graphen ¢%(w), s¢®(w), p*(w) zu einem Wort w € A* und
einem Bezugspunkt a € Z? sei mit ®*(w) symbolisiert. Der Index kann entfallen,
wenn sich die Graphen auf den Nullpunkt beziehen: ©®° = ©.

Die Beispiele in Tabelle 2 sollen die Zusammenhénge veranschaulichen. Der umran-
dete Knoten markiert jeweils den Punkt w(a).

Die Mengen

o A* von Wortern,

o G={g%w)|we A* aeZ®} von gerichteten Graphen,

o S={s¢(w)|we A* a€ Z?} von schlichten gerichteten Graphen und
o P={p*w)|we A" a€cZ*} von Bildern
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bilden unterschiedliche Ebenen einer Abstrahierungshierarchie. Auf unterster Ebene
werden Worter einer Sprache betrachtet. Ein Interpretieren der Wérter als gerich-
tete Graphen mit Mehrfachkanten fiihrt auf die nachsthohere Stufe. Auf die dritte
Ebene gelangt man durch Abstrahieren von den Mehrfachkanten, d.h. jedem gerich-
teten Graphen der zweiten Ebene ist sein schlichter gerichteter Graph auf der dritten
zugeordnet. Durch Abstrahieren von den Kantenrichtungen gelangt man schliefslich
auf die Ebene der Bilder. Da jeder Abstraktionsschritt eine eindeutige Abbildung
ist, gibt es zu jedem Wort der untersten Schicht einen eindeutigen ,Interpretations-
weg" zu einem Bild auf der obersten Schicht. Das folgende Diagramm zeigt einen

w A T rudl rudlrud
a+(1,1) a+(1,1)
g% (w) )))
© Emm— O]
a a a+(1,0) a a+(1,0) a a+(1,0)
a+(1,1) a+(1,1)
sg°(w) )
© Emm— O
a a a+(1,0) a a-+(1,0) a a+(1,0)
o | Griomw
a a+(1,0),u), a+(1,0),u),
w0 @ G, | (),
(a+(1,0),0)} (a+(1,0),0)}
a+(1,1) a+(1,1)
pi(w)
g a a+(1,0) a a+(1,0) a a+(1,0)

Tabelle 2: Zusammenhang

Ausschnitt der Hierarchie:

Bilder:

Schlichte

gerichtete Graphen:

Gerichtete Graphen:

Worter:

SN

T
;

rllr

S

lrrl

!

ril

;

> >

|
T

rirll

Abbildung 4: Abstrahierungshierarchie
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2.3 Ketten-Code-Bild-Systeme

Allgemeine Definitionen von LINDENMAYER-Systemen sind in [RS80]; von Ketten-
Code-Bild-Systemen in [DHr92| zu finden. Die vorliegende Arbeit betrachtet die
spezielle Klasse sDOL der synchronen, deterministischen, kontextfreien Ketten-Code-
Bild-Systeme.

Ein synchrones, deterministisches, kontextfreies Ketten-Code-Bildsystem (sDOL-Sy-
stem) ist ein 5-Tupel

G= (A h,w,k,m)
mit dem in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Alphabet A = {r,[l,u,d}, einem Endomor-
phismus h auf dem Monoid (A, -) — s. Lemma 2.1 —, einem nichtleeren Startwort

(Axiom) w € A" und zwei natiirlichen Zahlen (Synchronisationsparametern) k € Ny
und m € Ny. Dabei unterliegt der Endomorphismus h folgenden Einschrankungen:

e Fiir alle Buchstaben = € A gilt
(h(x))(0) = ko,.

e Fiir alle Buchstaben x € A und alle Punkte q, € ®(h(x)) des Bildes zu h(z)

gilt
0,—m) = q, = (k,m), fallsx=r,
(=k,—m) = q, < (0,m), fallsx=1I,
(=m,0) < q. <= (m,k), fallsz=u,
(—m,—k) = q. = (m,0), fallsz=d,

wobei die Relation < komponentenweise gemeint ist:

(a,b) = (¢,d) <= a<cAb=d.
Der Synchronisationsbegriff soll an folgendem Beispiel erlédutert werden:

Es sei G = (A, h,ruld, 4,1) ein sDOL-System mit

h(r) = rdruurdr,
h(u) = wrulluru,
h(l) = lulddlul,
h(d) = dldrrdld.

Die Bilder vom Axiom ruld und dessen erster Ableitung sind in Abschnitt 1, Abbildung 2
dargestellt. Die Synchronisationsbedingungen seien an x = r erklart:
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Das Bild zu 7 ist » (1,0) mit dem Endpunkt (1,0), der eine Einheit nach
rechts vom Nullpunkt entfernt liegt. Die erste Synchronisationsbedingung
gibt an, wo der Endpunkt des Bildes von h(r) liegt: k Einheiten nach rechts
vom Nullpunkt entfernt; in diesem Falle bei 4v, = (4,0). Die zweite Be-
dingung bewirkt, daR das Bild zu h(r) in einem gewissen Rechteck liegt; in
diesem Falle zwischen den Eckpunkten (0,—1) und (4,1):

0 T L(4,O)

(0, -1)

(4,1)

Die Bedingungen gelten analog auch fiir die anderen Buchstaben. Damit ist eine ,,gleich-
maBige Entwicklung™ der Bilder vorgeschrieben (die Kanten wachsen ,synchron®).

Die n-stellige Verkettung des Endomorphismus A wird kurz h™ geschrieben:

h"=ho...oh.
—

n

Angewendet auf ein Wort w € A*, liefert sie die n-te Ableitung von w; geschrieben
w™ (W', w”, w” fiir die ersten drei Ableitungen, w(® = w). Der Ableitung eines
Wortes entspricht eine Ableitung der zugeordneten Graphen: Es sei w € A*. Dem
Wort w ist ein schlichter gerichteter Graph sg(w) zugeordnet. Diesen skaliere man
um den Faktor k, d. h. man bilde jeden Knoten q € ®(w) auf den Knoten kg
ab und verbinde zwei Knoten kp und kq genau dann durch eine Kante, wenn in
sg(w) eine Kante von p nach q fithrt; eine Kante sei auferdem mit x bezeichnet,
wenn x(p) = q ist. Nun ersetze man jede z-Kante im skalierten Graphen durch den
schlichten Graphen von h(z). Der so entstehende Graph ist der schlichte gerichtete

Graph zur Ableitung h(w).

Dies sei am vorhergehenden Beispielsystem demonstriert:

(0,4) l (4,4)

d u s
(0,1) (1,1)
Ly =
o (1,0 ° r (4,0)

Abbildung 5: Ableitung eines Graphen

Die von einem sDOL-System G erzeugte Bildsprache B(G) ist die Menge aller Bilder
von Ableitungen des Axioms w:

B(G) = {pw™)|neN,}.

Es sei G = (A, h,w, k,m) ein sDOL-System. Aus der ersten Synchronisationsbedin-
gung ergibt sich
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Folgerung 2.15 Fir die n-te Ableitung (n € N) eines Buchstaben x € A gilt

2™ (0) = k"0,

Beweis: Per Definition ist fiir jeden Buchstaben = € A
x(0) =v, und 2'(0)= kv,

festgelegt. Fiir jeden Buchstaben z € A gelte 2V (0) = k'v, fiir alle Ableitungen
héchstens n-ter Stufe. Die n-te Ableitung eines Buchstaben z sei

e =2 m (g EeAj=1,...1).

Fiir die (n + 1)-te Ableitung gilt damit

(o) = (h(z
E’(xl) ( 1))(0) (Operationstreue von h)

= Zx;(o) (Folgerung 2.7)
i:ll
= Z kv, (1. Synchronisationsbedingung)
z:ll
Y,
i:ll
= k Z z;(0) (Definition)
i=1
= k(xy...2)(0) (Folgerung 2.7)
= kz™(o)
= k(k"v,) (Induktionsvoraussetzung)
= k"ly,.

Das bedeutet: Es gilt
2™ (0) = k"v,

fiir alle Buchstaben = € A und Ableitungsstufen n € N. *

Daraus ergibt sich

Folgerung 2.16 Jede Ableitung eines Buchstaben x € A ist genau dann mit der
identischen Abbildung \ assoziiert, wenn k = 0 gilt:

Vagez?: s (q)=q) <= k=0 (z€ A neN).
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Beweis: Nach Folgerung 2.7 gilt 2™ (q) = 2™ (0) 4 q, woraus
(VgeZ*: 2(q) =q) <= 2™ (0) =0

folgt. Wenn k& = 0, so ist auch k" = 0 (fiir n € N). Nach Folgerung 2.15 gilt damit
2™ (0) = 0. Wenn k # 0, so ist auch k" # 0 (fiir n € N). Da v, # o (fiir 7 € A), ist
auch (™ (o) # 0. Das bedeutet

k=0 2"(0) =o.

Insgesamt gilt damit auch die Behauptung. *

Aus Folgerung 2.3 zur Entstehung von Buchstaben-Mengen schlieftt man fiir die
Ableitung eines Wortes w

Folgerung 2.17 Die Buchstaben-Menge [w'| der Ableitung eines Wortes w € A*
entsteht durch Vereinigung der Buchstaben-Mengen [2'] der Ableitungen jener x € A,
die im Wort w € A* auftreten:

w)=JR], weAa.

€ [w]

Beweis: Es sei w ein Wort aus A. Dann ist die Ableitung von w:

Stimmen zwei Buchstaben w; und w; aus dem Wort w iiberein, so stimmen auch
ihre Ableitungen iiberein (auf Grund der Determiniertheit des sDOL-Systems G)
und damit auch deren Buchstabenmengen. Folglich gilt

ze[w] *

Diese Folgerung stellt einen Spezialfall des nachstehenden, verallgemeinerten Lem-
mas dar.

Lemma 2.18 Die Buchstabenmenge der n-ten Ableitung eines Wortes w € A* ist
die Vereinigung der Buchstaben-Mengen der i-ten Ableitungen (i < n) jener x € A,
die in der (n — i)-ten Ableitung von w auftreten:

w = |J %], weA nieNy, i<n.

ze [W(nf'b)}

24



Beweis: Es sei w"™) € AF die (n—i)-te Ableitung eines Wortes w € A* (1 <i < n).
Dann lautet die n-te Ableitung von w
n) — wgi) . wl(i),

und fiir ihre Buchstaben-Menge gilt

l
W] = U[wj(l)] (Folgerung 2.3)
j=1
= U (2] (wenn Z = Z, so auch 2 = & und [2?)] = [#®)]).
z€w(n=1) %*

Mit diesem Ergebnis kann folgende Aussage iiber die Stabilitdt von Buchstaben-
Mengen getroffen werden:

Lemma 2.19 Wenn sich bei der Ableitung eines Wortes w € A* die Buchstaben-
Menge nicht dndert, so dndert sie sich bei keiner weiteren Ableitung:

W = [w] = [w] = w"™], we A" neN.

Beweis: Es mogen die Buchstaben-Mengen [w] und [w] fiir alle 4, 1 < i < n,
iibereinstimmen. Dann gilt

wr] = U [#'] (Lemma 2.18)
z€[w(n)]
= U [#']  (Induktionsvoraussetzung)
z€[w]
= [w] (Folgerung 2.17)
= [w] (Induktionsvoraussetzung),
d.h. aus [w] = [w] folgt [w] = [w(™)] fiir alle n € N. %

Damit ergibt sich

Lemma 2.20 Das Leerwort A stimmt mit seinen Ableitungen tiberein:

A=A" neN

Beweis: Nach Folgerung 2.17 gilt

€[N

d.h. X =\, woraus A\ = ) fiir n € N folgt (Lemma 2.19). %
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3 Endlichkeitsuntersuchungen

Bei vielen Aufgaben, in denen Ketten-Code-Bild-Systeme eine Rolle spielen, mufs
zunéchst geklart werden, ob ein gegebenes sDOL-System eine endliche oder unend-
liche Bildmenge erzeugt oder wie ein sDOL-System beschaffen sein muf, damit die
erzeugte Bildmenge gewisse Eigenschaften besitzt. In [DHr92| sind Bedingungen an-
gegeben, unter denen ein sTOL-System eine endliche bzw. unendliche Bildsprache
erzeugt (Satz 4). Aus dem zweiten Fall

Ji ki =ky=...=k.=1and d; 2 1 for some 7, 1 < ¢ < r, then we
obtain the infinity of B(G) by an analogous argument.*

im Beweis von Satz 4 (|[DHr92|) kann man nicht auf die Unendlichkeit der erzeugten
Bildsprache schliefsen; dies zeigt das folgende Beispiel:

Essei G = (A, h,r,1,1) ein sDOL-System mit h(r) = rud und h(x) = x fir z € A\ {r}.
Die Klasse sTOL schlieRt die Klasse sDOL ein (s. [RS80]). Damit ist G auch ein sTOL-
System; der obige Fall trifft zu wegen ¥ = 1 und m = 1 (der Parameter m entspricht
dem Parameter d in der Notation von [DHr92]). Die schlichten gerichteten Graphen sg(r),
sg(h(r)), sg(h?(r)) sind (ohne Knotenbezeichnungen):

D)

sg(r) sg(rud)  sg(rudud)

Die Kantenmengen der 1. und 2. Ableitung stimmen Uberein. Mit Lemma 3.9 der vorlie-
genden Arbeit wird gezeigt, daR auch die Kantenmengen hoherer Ableitungen mit ihnen
tibereinstimmen. Nach Lemma 2.14 heifit dies, daB ab der 2. Ableitung kein neues Bild
entsteht. Folglich ist die erzeugte Bildmenge endlich.

Auferdem wird im Beweis von Satz 4 in [DHr92| nichts tiber sTOL-Systeme mit
k; = 0 fiir ein oder alle i ausgesagt. Da Null als Wert fiir ein d; zuléssig ist (wird im
angesprochenen Beweis benutzt) und d; laut Definition in der gleichen Menge wie
k; liegt, muk Null auch fiir die Parameter k; zuldssig sein. Das bedeutet, daf der
angegebene Algorithmus nicht zu jedem System die Endlichkeit bzw. Unendlichkeit
der Bildsprache feststellt.

Die vorliegende Arbeit leitet Bedingungen her, anhand derer entschieden werden
kann, ob ein sDOL-System eine endliche Bildmenge erzeugt oder nicht.

Wie in Abschnitt 2.3 vorgestellt, ist der Synchronisationsparameter k ein ,Wachs-
tumsfaktor”. Daher ist es naheliegend, die Falle k < 1, k = 1 und k& > 1 gesondert
zu betrachten.
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3.1 sDOL-Systeme mit k£ < 1

Laut Definition in Abschnitt 2.3 ist k eine natiirliche Zahl. Daher gibt es fiir k < 1
nur eine Moglichkeit: £ = 0. Es sei G = (A, h,w, k,m) ein sDOL-System mit k = 0.
Das System G ist synchron; daraus ergibt sich

Folgerung 3.1 Fir alle x € A gilt
1. 2'(0) =0,
2. #,0' = #z0' = 0,
3. #Horx' = Hzxl.

Beweis:

1. Die erste Synchronisationsbedingung (Abschnitt 2.3) lautet
2'(0) = ko,.
Wegen k = 0 ist demzufolge
Z'(0) = o.

2. Die zweite Synchronisationsbedingung besagt, dafk in den Graphen zu " und
I' die erste Koordinate jedes Knotens und in den Graphen zu « und d’ die
zweite Koordinate jedes Knotens Null ist. Angenommen, es tritt x oder z im
Wort 2’ auf; dieser Buchstabe sei y. Dann enthélt die Knotenmenge ®(2') zwei
Knoten q und q = q+v,. Da v, # o ist, hat einer der beiden Knoten g, g eine
von Null verschiedene Komponente (im Falle x € {r, [} ist es die erste, sonst
die zweite). Dies ist ein Widerspruch zur Synchronisationsbedingung; daher
treten i