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Einleitung

Dieses Manuskript ist aus Vorlesungen zur Theoretischen Informatik hervorgegangen,
die ich fiir Studenten der Fachrichtung Informatik mehrfach an der Otto-von-Guericke-
Universitat Magdeburg gelesen habe. Es ist aber auch ein vollig neues Skript, da es diesmal
das Begleitmaterial zu der Vorlesung im Bachelor-Studium der Fachrichtungen Informa-
tik, Computervisualistik und Ingenieurinformatik ist, die bisher innerhalb des Diplomstu-
diums verschiedene Kurse mit unterschiedlicher Schwerpunktsetzung hatten. Schon der
Stundenumfang weicht in allen Féllen von den bisherigen Lehrveranstaltungen ab.
Daher werden in dieser Vorlesung einige Gebiete innerhalb dieser Vorlesung eine verkiirzte
Darstellung erfahren, die zum Teil dann fiir die Studierenden der Informatik im zweiten
Teil eine Ergéinzung finden wird. Zum anderen wird aber auch auf eine Vollstdndigkeit
in den Beweisen innerhalb der Vorlesung verzichtet, wenn die Beweismethodik vorher
schon exemplifiziert wurde; die (vollstéindigen) Beweise sind dann aber in diesem Skript
zu finden.

Die Informatik wird heutzutage oft in vier grofle Teilgebiete unterteilt: Theoretische In-
formatik, Technische Informatik, Praktische Informatik, Angewandte Informatik. Dabei
sind die Grenzen zwischen diesen Disziplinen flieend und nicht in jedem Fall ist eine
eindeutige Einordnung eines Problems oder Sachverhalts moglich.

Die Theoretische Informatik beschéftigt sich im Wesentlichen mit Objekten, Methoden
und Problemfeldern, die bei der Abstraktion von Gegenstdnden und Prozessen der an-
deren Teilgebiete der Informatik und benachbarter Wissenschaften entstanden sind. So
werden im Rahmen der Theorie der formalen Sprachen, einem klassischen Bestandteil
der Theoretischen Informatik, solche Grammatiken und Sprachen behandelt, die aus Be-
schreibungen der Syntax natiirlicher Sprachen und Programmiersprachen hervorgegangen
sind. Die dabei entwickelten Methoden sind so allgemein, dass sie iiber diese beiden An-
wendungsfelder weit hinausgehen und heute z.B. auch in der theoretischen Biologie bei
der Beschreibung der Entwicklung von Organismen benutzt werden.

Natiirlich ist es unmoglich im Rahmen dieser Einfithrung alle Gebiete zu beriihren, die
der Theoretischen Informatik zugerechnet werden. Es wurde hier eine Konzentration auf
die folgenden Problemkreise vorgenommen:

e Im ersten Kapitel werden verschiedene Aspekte des Algorithmenbegriffs, der fiir die
gesamte Informatik ein zentrales Konzept darstellt, behandelt. Es werden Prézisie-
rungen des Begriffs Algorithmus angegeben und gezeigt, dass es Probleme gibt, die
mittels Algorithmen nicht zu 16sen sind (die also auch von Computern nicht gelost
werden konnen, da Computer nur implementierte Algorithmen realisieren).

e Das zweite Kapitel ist der Theorie der formalen Sprachen gewidmet. Es werden
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verschiedene Klassen von Sprachen durch Grammatiken, Automaten und algebrai-
sche Eigenschaften charakterisiert. Ferner werden die verschiedenen Sprachklassen
miteinander verglichen und ihre Eigenschaften hinsichtlich Entscheidbarkeitsfragen
diskutiert.

e Im dritten Kapitel wird eine Einfiihrung in die Komplexitdtstheorie gegeben. Es wer-
den Mafe fiir die Giite von Algorithmen eingefiihrt. Auflerdem wird das Verhéltnis
von Determinismus und Nichtdeterminismus auf der Basis der Qualitit von Algo-
rithmen untersucht.

Von den Gebieten, die trotz ihrer Bedeutung nicht behandelt werden kénnen, seien hier
folgende genannt (diese Liste ist nicht vollstandig, die Reihenfolge ist mehr zuféllig denn
eine Rangfolge):

e Theorie der Booleschen Funktionen und Schaltkreise (welche Eingabe-/Ausgabever-
halten lassen sich mittels welcher Schaltkreise beschreiben; wieviel Schaltkreise sind
zur Erzeugung gewisser Funktionen notwendig),

e formale Semantik,
e Codierungstheorie und Kryptographie,
e Fragen der Parallelisierung.

Die Ergebnisse und Definitionen sind in jedem Kapitel nummeriert, wobei eine durchgéngi-
ge Zahlung fiir Sétze, Lemmata, Folgerungen usw. erfolgt. Das Ende eines Beweises wird
durch O angegeben; wird auf den Beweis verzichtet bzw. folgt er direkt aus den vorher
gegebenen Erlduterungen, so steht O am Ende der Formulierung der Aussage.

Jedes Kapitel endet mit eine Serie von Ubungsaufgaben zum Gegenstand des Kapitels.
Diese sollen es zum einen der Leserin / dem Leser erméglichen, ihren/seinen Wissensstand
zu kontrollieren. Zum anderen geben sie in einigen Féllen zuséitzliche Kenntnisse, auf die
teilweise im Text verwiesen wird (beim Verweis erfolgt nur die Nennung der Aufgaben-
nummer, wenn die Aufgabe zum gleichen Kapitel gehort; sonst wird auch das Kapitel
angeben).

Mein Dank gilt meinen Mitarbeitern Dr. B. Reichel, Dr. H. Bordihn, Dr. Ralf Stiebe und
Dr. Bianca Truthe fiir die vielfaltigen Diskussionen zur Darstellung des Stoffes und fiir das
sorgfiltige Lesen der Vorgédngermanuskripte; ihre Vorschlidge zu inhaltlichen Ergénzungen
und Umgestaltungen und ihre Hinweise auf Fehler und notwendige Anderungen in Detail-
fragen fithrten zu zahlreichen Verbesserungen sowohl des Inhalts selbst und der Anordnung
des Stoffes als auch der didaktischen Gestaltung. Herrn Ronny Harbich danke ich fiir seine
vielfaltigen Hinweise auf Fehler in einer fritheren Variante des Skriptes.

Jiirgen Dassow Magdeburg/Lostau, Herbst/Winter 2007,/2008



Vorbemerkungen

Im Folgenden setzen wir voraus, dass der Leser iiber mathematische Kenntnisse verfiigt,
wie sie iiblicherweise in einer Grundvorlesung Mathematik vermittelt werden. Das erfor-
derliche Wissen besteht im Wesentlichen aus Formeln bei kombinatorischen Anzahlpro-
blemen und Summen, Basiswissen in Zahlentheorie, linearer und abstrakter Algebra und
Graphentheorie.

Wir verwenden folgende Bezeichnungen fiir Zahlbereiche:

- N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,...},
- No = N U {0},

- Z fiir die Menge der ganzen Zahlen,

- Q fiir die Menge der rationalen Zahlen,

- R fiir die Menge der reellen Zahlen.

Eine Funktion f : M — N ist stets als eine eindeutige Abbildung aus der Menge M in
die Menge N zu verstehen. Wir bezeichnen mit dom(f) und rg(f) den Definitionsbereich
bzw. Wertevorrat einer Funktion f. Falls der Definitionsbereich von f mit M identisch
ist, sprechen wir von einer totalen Funktion, sonst von einer partiellen Funktion. Falls M
das kartesische Produkt von n Mengen ist, so sprechen wir von einer n-stelligen Funktion
(im Fall n =0 ist f also eine Abbildung aus {(} und daher stets total).

Unter einem Alphabet verstehen wir eine endliche nichtleere Menge. Die Elemente eines
Alphabets heilen Buchstaben. Endliche Folgen von Buchstaben des Alphabets V' nennen
wir Worter iiber V; Worter werden durch einfaches Hintereinanderschreiben der Buch-
staben angegeben. Unter der Linge |w| eines Wortes w verstehen wir die Anzahl der in
w vorkommenden Buchstaben, wobei jeder Buchstabe sooft gezdhlt wird, wie er in w
vorkommt. A\ bezeichnet das Leerwort, das der leeren Folge entspricht, also aus keinem
Buchstaben besteht und die Lénge 0 hat. Mit V* bezeichnen wir die Menge aller Worter
iber V (einschlieBlich \) und setzen V* = V*\ {\}.

In V* definieren wir ein Produkt w;w, der Worter w; und w; durch einfaches Hinterein-
anderschreiben. Fiir alle Worter w, wy, wo, w3 € V* gelten dann folgende Beziehungen:

wi(wows) = (wijwy)ws = wywows  (Assoziativgesetz),
wA = A\w,
[wiwa| = Jws| + |wy.

Dagegen gilt im Allgemeinen nicht wyws # wow; (entsprechend der Definition von Wértern
als Folgen miissen wyws und wow; als Folgen gleich sein, was z.B. fiir wy = ab, wy = ba
und damit wywy = abba, wyw;, = baab nicht gegeben ist).
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Kapitel 1

Berechenbarkeit und Algorithmen

1.1 Berechenbarkeit

Ziel dieses Kapitels ist die Fundierung des Begriffs des Algorithmus. Dabei nehmen wir
folgende intuitive Forderungen an einen Algorithmus als Grundlage. Ein Algorithmus

e iiberfiihrt Fingabedaten in Ausgabedaten (wobei die Art der Daten vom Problem,
das durch den Algorithmus gelést werden soll, abhéngig ist),

e besteht aus einer Folge von Anweisungen mit folgenden Eigenschaften:

— es gibt eine eindeutig festgelegte Anweisung, die als erste auszufiihren ist,

— nach Abarbeitung einer Anweisung gibt es eine eindeutig festgelegte Anwei-
sung, die als néchste abzuarbeiten ist, oder die Abarbeitung des Algorithmus
ist beendet und liefert eindeutig bestimmte Ausgabedaten,

— die Abarbeitung einer Anweisung erfordert keine Intelligenz (ist also prinzipiell
durch eine Maschine realisierbar).

Mit diesem intuitiven Konzept lasst sich leicht feststellen, ob ein Verfahren ein Algorith-
mus ist. Betrachten wir als Beispiel die schriftliche Addition. Als Eingabe fungieren die
beiden gegebenen zu addierenden Zahlen; das Ergebnis der Addition liefert die Ausgabe.
Der Algorithmus besteht im Wesentlichen aus der sukzessiven Addition der entsprechen-
den Ziffern unter Beachtung des jeweils entstehenden Ubertrags, wobei mit den , letzten*
Ziffern angefangen wird. Zur Ausfithrung der Addition von Ziffern ist keine Intelligenz
notwendig (obwohl wir in der Praxis dabei das scheinbar Intelligenz erfordernde Kopf-
rechnen benutzen), da wir eine Tafel benutzen konnen, in der alle moglichen Additionen
von Ziffern enthalten sind (und wir davon ausgehen, dass das Ablesen eines Resultats aus
einer Tafel oder Liste ohne Intelligenz mdoglich ist). In #hnlicher Weise kann man leicht
iiberpriifen, dass z.B.

e der Gaufische Algorithmus zur Losung von linearen Gleichungssystemen (iiber den
rationalen Zahlen),

e Kochrezepte (mit Zutaten und Kochgeriten als Eingabe und dem fertigen Gericht
als Ausgabe),



e Bedienungsanweisungen fiir Geriite,
e PASCAL-Programme

Algorithmen sind.

Jedoch ist andererseits klar, dass dieser Algorithmenbegriff nicht ausreicht, um zu kléren,
ob es fiir ein Problem einen Algorithmus zur Losung gibt. Falls man einen Algorithmus
zur Losung hat, so sind nur obige Kriterien zu testen. Um aber zu zeigen, dass es keinen
Algorithmus gibt, ist es erforderlich, eine Kenntnis aller moglichen Algorithmen zu haben;
und dafiir ist der obige intuitive Begriff zu unprézise. Folglich wird es unsere erste Aufgabe
sein, eine Prazisierung des Algorithmenbegriffs vorzunehmen, die es gestattet, in korrekter
Weise Beweise fithren zu kénnen.

Intuitiv gibt es zwei mogliche Wege zur Formalisierung des Algorithmenbegriffs.

1. Wir betrachten einige Basisfunktionen, die wir als Algorithmen ansehen (d.h. wir
gehen davon aus, dass die Transformation einer Eingabe in eine Ausgabe ohne In-
telligenz in einem Schritt moglich ist). Ferner betrachten wir einige Operationen,
mittels derer die Basisfunktionen verkniipft werden kénnen, um weitere Funktionen
zu erhalten, die dann ebenfalls als Algorithmen angesehen werden.

2. Wir definieren Maschinen, deren elementare Schritte als algorithmisch realisierbar
gelten, und betrachten die Uberfithrung der Eingabe in die Ausgabe durch die Ma-
schine als Algorithmus.

1.1.1 LOOP/WHILE-Berechenbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir eine Prézisierung des Algorithmenbegriffs auf der Basis
einer Konstruktion, die Programmiersprachen dhnelt, geben.
Als Grundsymbole verwenden wir

0, S, P, LOOP, WHILE, BEGIN, END, = # ; (,)
und eine unendliche Menge von Variablen (genauer Variablensymbolen)
L1,X2y -y Tpyen..

Definition 1.1 i) Fine Wertzuweisung ist ein Ausdruck, der eine der folgenden vier
Formen hat:

x; =0 fiir i € N,

T =T, firie N, €N
;) firie N,j €N
;) firie N,j €N

Jede Wertzuweisung ist ein Programm.
ii) Sind 11, I1y und Iy Programme und x; eine Variable, i € N, so sind auch die folgenden
Ausdriicke Programme:



Hl; H2 )
LOOP z; BEGIN II END |,
WHILE z; # 0 BEGIN II END .

Wir geben nun einige Beispiele.

Beispiel 1.2
a) LOOP z; BEGIN z;, := S(z;) END |,
b) x3:=0;
LOOP z; BEGIN
LOOP z; BEGIN z3 := S(z3) END
END
c¢) WHILE z; # 0 BEGIN z; := z; END ,
d) x3:=0;z3:= 5(x3);
WHILE z; # 0 BEGIN
x1:=0; 21 := S(x1); 22 :=0; 23 := 0
END ;
WHILE z3 # 0 BEGIN z; :=0; 23 := 0 END.

Durch Definition 1.1 ist nur festgelegt, welche Ausdriicke syntaktisch richtige Program-
me sind. Wir geben nun eine semantische Interpretation der einzelnen Bestandteile von
Programmen.

Die Variablen werden mit natiirlichen Zahlen aus Ny belegt.

Bei der Wertzuweisung z; := 0 wird die Variable z; mit dem Wert 0 belegt, und bei
x; = x; wird der Variablen x; der Wert der Variablen x; zugewiesen. S und P realisieren
die Funktionen

S(x) = x+1,
r—1 x>1
P) {O r=0

I1y; II; wird als Nacheinanderausfithrung der Programme II; und II, interpretiert.
LOOP z; BEGIN II END beschreibt die x;-malige aufeinanderfolgende Ausfithrung
des Programms II, wobei eine Anderung von z; wihrend der z;-maligen Abarbeitung
unberiicksichtigt bleibt.

Bei WHILE z; # 0 BEGIN II END wird das Programm II solange ausgefiihrt, bis
die Variable z; den Wert 0 annimmt (hierbei wird also die Anderung von z; durch die
Ausfithrung von IT beriicksichtigt).

Definition 1.3 FEs sei Il ein Programm mit n Variablen. Fir 1 < i < n bezeichnen wir
mit Ory(ar, aq, ..., a,) den Wert, den die Variable x; nach Abarbeitung des Programms 11
annimmt, wobei die Variable xj, 1 < j < n, als Anfangsbelegung den Wert a; annimmd.
Dadurch sind durch 11 auch n Funktionen ®r,;(xy,xe,...,x,) : Nj — No, 1 < i < n,
definiert.



Beispiel 1.1 (Fortsetzung) Wir berechnen nun die Funktionen, die aus den Programmen
in Beispiel 1.1 resultieren.

a) Wir bemerken zuerst, dass der Wert von x5 bei der Abarbeitung des Programms un-
verdndert bleibt. Der Wert der Variablen x; wird dagegen entsprechend der Semantik der
LOOP-Anweisung so oft um 1 erhoht, wie der Wert der Variablen x5 angibt. Dies liefert

Oy (21, 22) = 21 + X9,

(I)H,2(931>172) = 2.

b) Nach Teil a) liefert die innere LOOP-Anweisung die Addition vom Wert von xs zum
Wert von x3. Diese Addition hat nach der Definition der &uleren LOOP-Anweisung so oft
zu erfolgen, wie der Wert von x; angibt. Unter Beachtung der Wertzuweisung zu Beginn
des Programms ergibt sich

P (21, 22, 73) = 21,
(I)H,2(561,$2,$3) = I,
(I)H’g(l’l,l’g,l’g) = 0+Z’2+LL’2—|—...+LL’2:LL’1'SL’2.

x1—mal

c¢) Falls 21 den Wert 0 hat, so wird die WHILE-Anweisung nicht durchlaufen; und folglich
hat x; auch nach Abarbeitung des Programms den Wert 0. Ist dagegen der Wert von x;
von 0 verschieden, so wird die WHILE-Anweisung immer wieder durchlaufen, da die
darin enthaltene Wertzuweisung den Wert von x; nicht &ndert; somit wird kein Ende
der Programmabarbeitung erreicht und daher kein Wert von z; nach Abarbeitung des
Programms definiert. Dies ergibt

0 1 =0
‘bn,l(fl) = { '

nicht de finiert sonst

d) Dieses Programm realisiert die Funktionen

1 sonst
(I)H,2(5C17 T2, $3) =

0 =0
(I)H,l(!)fl,ifz,l'za) = { 2 )
0,
Qrpg(z1, 20, 23) = 0.

Wir bemerken hier, dass durch dieses Programm die folgende Anweisung
IF 2, =0 THEN 2z, := 0 ELSE 2, := 1,

die der Funktion ®r; entspricht, beschrieben wird. Der Einfachheit halber haben wir
hier eine sehr spezielle IF-THEN-ELSE-Konstruktion angegeben, obwohl jede derartige
Anweisung realisiert werden kann (sieche Ubungsaufgabe 2).

Definition 1.4 FEine Funktion f : N§ — No, n € Ny, heifst, LOOP /WHILE-berechenbar,
wenn es ein Programm 11 mit m Variablen, m > n, derart gibt, dass

(I)H,l(l'l,l’g, Ce ,:L’n,O,O, .. ,0) = f(flfl,l'g, e ,.f(fn)

fur alle x; € Ny, 1 <1 <n, gilt.
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Wir sagen dann auch, dass Il die Funktion f berechnet.

Entsprechend dieser Definition kann das Programm II mehr Variable als die Funktion f
haben, aber die zusétzlichen Variablen z,.1,xni9,...,x, miissen bei Beginn der Pro-
grammabarbeitung mit dem Wert 0 belegt sein.

Die in Definition 1.4 gegebene Festlegung auf die erste Variable durch die Auswahl von
®pp; ist nur scheinbar eine Einschrédnkung, da durch Hinzufiigen der Wertzuweisung
x1 = x; als letzte Anweisung des Programms ®;; = ®ry; erreicht werden kann.

Aufgrund der Beispiele wissen wir bereits, dass die Addition und Multiplikation zweier
Zahlen und die konstanten Funktionen LOOP/WHILE-berechenbar sind. Wir geben

nun ein weiteres Beispiel.

Beispiel 1.5 Die nach dem italienischen Mathematiker Fibonacci, der sie im Zusammen-
hang mit der Vermehrung von Kaninchen als erster untersucht hat, benannte Folge hat
die Anfangsglieder

1, 1,2 3 5 8, 13, 21, ...

und das Bildungsgesetz

Aiio = Ay + Aj41 fir ¢ Z 0.

Wir wollen nun zeigen, dass die Funktion f : N — N mit
f(i) = a;

LOOP/WHILE-berechenbar ist. Wir haben also ein Programm II zu konstruieren, des-
sen Funktion @ mit f iibereinstimmt.

Entsprechend dem Bildungsgesetz der Fibonacci-Folge haben wir fiir ¢+ > 2 jeweils ¢ — 1
Additionen durchzufiihren. Dies lédsst sich durch eine WHILE-Anweisung realisieren, die
bei ¢ —1 beginnen muss und bei jedem Durchlauf den Wert von ¢ um 1 senkt. Weiterhin ist
innerhalb dieser Anweisung eine Addition (wie in Beispiel 1.1 a) gezeigt) durchzufiihren
und die Summanden sind stets umzubenennen, damit beim néchsten Durchlauf die kor-
rekten Summanden addiert werden (der zweite Summand der durchgefithrten Addition
ist der erste Summand der durchzufiihrenden, der zweite Summand der durchzufithrenden
Addition ist das Ergebnis der durchgefiihrten). Ferner sind die beiden Anfangswerte als
ag = a1 = 1 zu setzen. Wir werden die Summanden mit den Variablen x, und x3 be-
zeichnen; diese fungieren auch als die beiden Anfangswerte, da dies die Summanden der
ersten Addition sind. z; wird sowohl fiir 7 verwendet, als auch fiir das Ergebnis (aufgrund
von Definition 1.4). Formal ergibt sich entsprechend diesen Uberlegungen das folgende
Programm:

xo :=0; x9 1= S(x9); x3 := x9; x1 := P(17);

WHILE z; # 0 BEGIN
Ty 1= X9y Te = T3y Tz 1= T4 T1 = P(x7)
END ;

T :— T3
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Wir geben nun einige Methoden an, mit denen aus bekannten LOOP /WHILE-berechen-
baren Funktionen neue ebenfalls LOOP /WHILE-berechenbare Funktionen erzeugt wer-
den konnen. Diese Methoden sind die Superposition oder Einsetzung von Funktionen, die
Rekursion und die Bildung gewisser Minima, die alle von grofler Bedeutung in der Infor-
matik sind (Genaueres dazu wird im zweiten Teil der Vorlesung vermittelt).

Satz 1.6 FEs seien [ eine m-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion und f; eine
n-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion fir 1 < i < m. Dann ist auch die
n-stellige Funktionen g, die durch

g(x1, 2o, xn) = f(fi(xr, .. xn), fa(@r, ooy mn)s ooy fon (1, -0 )
definiert ist, eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Programme II, 11y, II5, ... I, derart, dass
Py =fund O, = fifir 1 <i<m

gelten. Nun priift man leicht nach, dass das Programm

T+l = L1} T2 = T2} ...; Loy 1= Tp;

Iy; Xopy1 :=

L1 1= Tyl T2 7= Tpy2s - - T 1= Tog Llo; Xopg 1= 245
Ty = Tpg1; T2 7= Tpg2; -5 Tn 2= Tons s Tongm 1= 215
T 1= Tong1; T2 0= Topg2) - - T 2= T2pgm; 11

die Funktion g berechnet (die Setzungen x,,; := x; stellen ein Abspeichern der Eingangs-
werte fiir die Variablen x; dar; durch die Anweisungen x; := x,,; wird jeweils gesichert,
dass die Programme II; mit der Eingangsbelegung der z; arbeiten, denn bei der Abarbei-
tung von II;_; kann die Belegung der x; geédndert worden sein; die Setzungen ,,4; := x;
speichern die Werte f;(z1, 22, ..., z,), die durch die Programme II; bei der Variablen z;
entsprechend der berechneten Funktion erhalten werden; mit diesen Werten wird dann auf-
grund der Anweisungen x; := Z9,; das Programm II gestartet und damit der gewiinschte
Wert berechnet). O

Satz 1.7 Es seien f und h eine (n — 1)-stellige bzw. (n + 1)-stellige LOOP /WHILE-
berechenbare Funktionen. Dann ist auch die n-stellige Funktionen g, die durch

g(l’l,ﬁl}g, e ,l’n_l,()) = f(l‘l,l’g, Ce ,xn_l),

g(z1, 29, .. 201, S(xn)) = h(xy, 20, ., Tpo1, T, g(T1, T2y .., Ty, Tp))

definiert ist, eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Programme II iiber den Variablen z1, x5, ... z,_1 und
IT" iiber den Variablen z1, za, ... xn—1,y, 2z mit &y = f und $rvy = h (wobei wir zur Ver-
einfachung nicht nur Variable der Form x;, wie in Abschnitt 1.1.1 gefordert, verwenden).
Wir betrachten das folgende Programm:
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Y= 0,2, 1= X1, Tpy1 = Toj .. Xy i= Tpo1; 1L 2 1= g
LOOP ¢ BEGIN z :=z,; ... 2,1 1= Tg,_9;1I'; 2 := x5y := S(y) END;

xr1 - — %2

und zeigen, dass dadurch der Wert g(x1,xs, ..., z,,y") berechnet wird.

Erneut wird durch die Variablen ., 1, 1 <i <n — 1 die Speicherung der Anfangsbele-
gung der Variablen x; gewéhrleistet.

Ist 3y = 0, so werden nur die erste und dritte Zeile des Programms realisiert. Daher ergibt
sich der Wert von II bei der ersten Variablen, und weil Il die Funktion f berechnet,
erhalten wir f(z1,xs,...,2,_1), wie bei der Definition von g gefordert wird.

Ist dagegen ¢’ > 0, so wird innerhalb der LOOP-Anweisung mit z = g(x1, 22, ..., Tp_1,Y)
der Wert g(x1,xs,...2,_1,y + 1) berechnet und die Variable y um Eins erhoht. Da dies

insgesamt von y = 0 und g(z1, xe,...,2,_1,0) = f(z1,22,...,2,_1) (aus der ersten Zei-
le) ausgehend, y’-mal zu erfolgen hat, wird tatsdchlich f(xq,xo,...,z,,y") als Ergebnis
geliefert. O

Satz 1.8 Es sei h eine totale (n + 1)-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
Dann ist auch die n-stellige Funktionen g, die durch

| min{m | h(z1,22,...,2,,m) =0} falls 0 € rg(h)
9(@1, w2 ) = { nicht definiert sonst

definiert ist, eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.

Beweis. Es sei II ein Programm, das f berechnet. Um den minimalen Wert m zu berech-
nen, berechnen wir der Reihe nach die Werte

h(zy, o, ..., 0, 0), h(z1, 22, ..., Tn, 1), h(z1,22,...,20,2), ...

und testen jeweils, ob das aktuelle Ergebnis von Null verschieden ist. Formal ergibt sich
folgendes Programm fiir g:

Y =05 Tpp1 1= 215 Ton = 23y = S(y);
WHILE ¢ # 0 BEGIN 21 := z,11,...,2, = Zon; Iy := 215y := S(y) END;

1 = P(y)
(die Setzung v’ := S(y) sichert, dass die Schleife mindestens einmal durchlaufen wird,
d.h., dass mindestens h(zq,xs,...,z,,0) berechnet wird). O

Wir definieren nun die Tiefe eines LOOP/WHILE-Programms, die sich im Folgenden
als niitzliches Hilfsmittel erweisen wird.

Definition 1.9 Die Tiefe t(Il) eines Programms 11 wird induktiv wie folgt definiert:
i) Fiir eine Wertzuweisung 11 gilt t(I1) = 1,

i) t(Iy; o) = ¢(111) + ¢(I1y),

iii) t(LOOP z; BEGIN II END) = ¢(IT) + 1,

i) t(WHILE z; # 0 BEGIN II END) = ¢(IT) + 1.
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Beispiel 1.1 (Fortsetzung) Fiir das unter a) betrachtete Programm ergibt sich die Tiefe
2, da aufgrund der Definition die Tiefe um 1 grofler ist als die des Programms innerhalb
der LOOP-Anweisung, das als Wertzuweisung die Tiefe 1 hat.

Aus gleicher Uberlegung resultiert auch die Tiefe 2 fiir das Programm aus c¢). Dagegen
haben b) bzw. d) die Tiefe 4 bzw. 10.

Wir bemerken, dass alle Programme der Tiefe 1 eine Wertzuweisung sind. Weiterhin haben
alle Programme der Tiefe 2 eine der folgenden Formen:

x; = A;x, .= B,
LOOP z; BEGIN z; := A END,
WHILE z;, # 0 BEGIN z; := A END

mit
A eA{0,z;,5(x;), P(x;), B €{0,x,,S(xs), P(xs) und 4, j, k,r,s € N,
denn es miissen zwei Programme der Tiefe 1 nacheinander ausgefithrt werden oder es

muss eine der beiden Schleifen auf ein Programm der Tiefe 1 angewendet werden. Analog
haben Programme der Tiefe 3 eine der folgenden Formen:

v, = A2, =Bz, =C,

x; .= A'; LOOP z;, BEGIN z, := B’ END,

x;;= A'; WHILE z;, # 0 BEGIN z, = B’ END,

LOOP z, BEGIN z, := B END; z; := A/,

WHILE z;, # 0 BEGIN z, = B’ END,; z; := A/,

LOOP z;, BEGIN z; := A’; z, := B’ END,

WHILE z;, # 0 BEGIN z; = A'; z, := B’ END,

LOOP z; BEGIN LOOP z; BEGIN =z, := B’ END END,
WHILE z;, # 0 BEGIN LOOP z; BEGIN =z, := B END END,
LOOP z; BEGIN WHILE z; # 0 BEGIN z, := B" END END,
WHILE z;, # 0 BEGIN WHILE z; # 0 BEGIN z, := B END END

mit

A€ {0,x;,S(x;), P(x), B' €{0,z5,S(xs), P(zs), C" € {0, 2, S(xy), P(xs),
1,7, k,r,s,u,v € N.

Wir kommen nun zu einem der Hauptresultate dieses Abschnitts. Es besagt, dass nicht
jede Funktion, die einem Tupel natiirlicher Zahlen wieder eine natiirliche Zahl zuord-
net, durch ein LOOP /WHILE-Programm berechnet werden kann. Somit zeigt der Satz
Grenzen des bisher gegebenen Berechenbarkeitsbegriffs.

Satz 1.10 Es gibt (mindestens) eine totale Funktion, die nicht LOOP/ WHILE-bere-
chenbar ist.

Beweis. Wir geben zwei Beweise fiir diese Aussage.
a) Wir erinnern zuerst an folgende aus der Mathematik bekannten Fakten:

- Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist wieder abzéhlbar.
- Sind die Mengen M und N abzéhlbar, so ist auch M x N abzéahlbar.
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Wir zeigen nun, dass die Menge @ aller LOOP/WHILE-Programme abzahlbar ist.
Fiir £ € N sei @y die Menge aller LOOP /WHILE-Programme der Tiefe k& > 1. Dann
gilt offenbar

Q=1 Q.

k>1

Wegen des oben genannten ersten Faktes reicht es also zu beweisen, dass Q) fiir £ € N
abzéhlbar ist. Dies beweisen mittels Induktion iiber die Tiefe k.
Ist £ = 1, so besteht das Programm nur aus einer Wertzuweisung. Da es eine eineindeutige
Abbildungen gibt, die jeder Zahl i € N die Anweisung z; := 0 zuordnet bzw. jedem Paar
(i,7) eine Anweisung x; := z; baw. z; := S(z;) bzw. z; := P(x;) zuordnet, ist nach obigen
Fakten (), als Vereinigung von vier abzidhlbaren Mengen wieder abzéhlbar.
Hat ein Programm II;;Il, die Tiefe k + 1, so haben II; und Il eine Tiefe < k. Damit
kann dieses Programm eineindeutig auf ein Tupel (II;,1I;) € @; x @Q; mit i € N, j € N
und 7+ j = k + 1 abgebildet werden. Daher ergibt sich, dass die Menge aller Programme
dieser Form gleichméchtig zu

U Qi X Q;

iEN,FEN i+j=k+1
ist, die nach obigen Fakten abzahlbar ist.
Hat LOOP z; BEGIN II END die Tiefe £ 4+ 1, so hat Il die Tiefe £ und kann
folglich auf das Tupel (7,11) mit II € @} abgebildet werden. Damit ist die Menge aller
LOOP-Anweisungen der Tiefe k + 1 gleichméchtig zu N x Q). Analoges gilt auch fiir die
WHILE-Anweisung.
Folglich ist Q11 als Vereinigung dreier abzéhlbarer Mengen selbst abzéhlbar.
Da zwei LOOP/WHILE-Programme die gleiche Funktion berechnen konnen, gibt es
hochstens soviele LOOP /WHILE-berechenbare Funktionen wie LOOP /WHILE-Pro-
gramme. Somit gibt es nur abzidhlbar viele LOOP /WHILE-berechenbare Funktionen.
Andererseits zeigen wir nun, dass es bereits iiberabzéhlbar viele einstellige Funktion von
Ny in Ny gibt. Sei ndmlich die Menge E dieser Funktionen abzéhlbar, so gibt es eine
eineindeutige Funktion von Ny auf E. Fiir i € N sei f; das Bild von . Dann kénnen wir
die Elemente von E als unendliche Matrix schreiben, wobei die Zeilen den Funktionen und
die Spalten den Argumenten entsprechen (siehe Abbildung 1.1). Wir definieren nun die

fo(0) fo(1) fo(2) .. folr)
fA00) A AR) . filr)
f(2) . falr)

L) 1)
L0) £ £ .. £

Abbildung 1.1: Matrixdarstellung von der Menge E der einstelligen Funktionen

Funktion f € E mittels der Setzung f(r) = f.(r)+1 fiir r € Ng. Offenbar ist f nicht eine
der Funktionen der Matrix, da fiir jedes t € Ny die Beziehung f(t) = fi(t)+1 # fi(t) gilt.
Dies liefert einen Widerspruch, da die Matrix alle Funktionen nach Konstruktion enthélt.
Folglich kann FE nicht abzéhlbar sein.
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Wir bemerken, dass dieser Beweis nicht konstruktiv ist und keinen Hinweis auf eine nicht
LOOP/WHILE-berechenbare Funktion liefert.

b) Der zweite Beweis besteht in der Angabe einer Funktion, die nicht LOOP /WHILE-
berechenbar ist. (Allerdings scheint die Funktion keinerlei praktische Relevanz zu haben.
Deshalb geben wir im Abschnitt 1.2. weitere Beispiele nicht LOOP /WHILE-berechen-
barer Funktionen, die von Bedeutung in der Informatik sind.)

Wir betrachten dazu die Funktion f, bei der f(n) die grofite Zahl ist, die mit einem
LOOP/WHILE-Programm der Tiefe < n auf der Anfangsbelegung z; = 25 = ... =0
berechnet werden kann.

Aus der obigen Bestimmung der LOOP /WHILE-Programme der Tiefen 1,2 und 3 sieht
man sofort, dass sich der maximale Wert immer dann ergibt, wenn nur die Variable x;
vorkommt und jede Anweisung die Inkrementierung z; := S(x;) ist. Damit gelten f(1) = 1,
f(2) =2 und f(3) = 3. Um zu zeigen, dass f nicht die Identitét ist, betrachten wir das
Programm

T = S(l’l); T = S(l’l); T = S(l’l); Ty = S(l’l);
Ty := S(x9); o= S(x2); @9 := S(x2);
LOOP z; BEGIN
LOOP z; BEGIN z3 := S(z3) END
END:
1 -— I3

das die Tiefe 11 hat und auf der Anfangsbelegung 0 fiir alle Variablen das Produkt 4-3 = 12
berechnet. Folglich gilt f(11) > 12 > 11.

Aus der Definition von f folgt sofort, dass f auf allen natiirlichen Zahlen definiert ist.
Wir beweisen zuerst, dass f eine streng monotone Funktion ist, d.h., dass f(n) < f(m)
fiir n < m gilt. Offenbar reicht es, f(n) < f(n + 1) fiir alle natiirlichen Zahlen zu zeigen.
Sei dazu II ein Programm der Tiefe n mit

CI)HJ(O,O, .. ,O) =k= f(n),

d.h. k ist der maximale durch Programme der Tiefe n berechenbare Wert. Dann gelten
fiir das Programm II’, das durch Hintereinanderausfiihrung von II und S(z) entsteht,

t(I'Y=n+1 und P 41(0,0,...,0)=k+1< f(n+1).

Entsprechend der Definition von f(n+ 1) als maximalen Wert, der durch Programme der
Tiefe n + 1 berechnet werden kann, erhalten wir die gewiinschte Relation

fin+1)>k+1>k=f(n).

Wir zeigen nun indirekt, dass f nicht LOOP/WHILE-berechenbar ist. Dazu nehmen
wir an, dass f durch das Programm Il berechnet wird und betrachten die Funktion g,
die durch

g9(n) = f(2n)
definiert ist. Offenbar ist auch ¢ auf allen natiirlichen Zahlen definiert. Ferner ist g auch

LOOP/WHILE-berechenbar, denn entsprechend den Beispielen gibt es ein Programm
I1;, dass die Funktion u(n) = 2n berechnet, und somit berechnet das Programm

Iy = I1;; 11,
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die Funktion g. Es sei

Weiterhin sei h eine beliebige Zahl. Dann betrachten wir das Programm

Il =1 := S(x1); 21 := S(x1); .. 521 := S(xq); 1.

h mal

Dann gelten
t(Hg) =k + h und (I>H3,1(0, O, ceey 0) = g(h) .

Wegen der Forderung nach dem Maximalwert in der Definition von f folgt f(h+k) > g(h).
Wir wihlen nun A so, dass k£ < h und damit auch h+k < 2h gilt. Aufgrund der Definition
von g und der strengen Monotonie von f erhalten wir dann

f(h+k) = g(h) = f(2h) > f(h + k),

wodurch offensichtlich ein Widerspruch gegeben ist. O

Fiir spiatere Anwendungen benétigen wir die folgende Modifikation von Satz 1.10.

Folgerung 1.11 FEs gibt eine Funktion f mit folgenden Eigenschaften:
- f st total,

- der Wertebereich von f ist {0,1},

- [ ist nicht LOOP /WHILE-berechenbar.

Beweis. Nach Satz 1.10 gibt es eine totale Funktion f : N — Ny, die nicht LOOP/
WHILE-berechenbar ist. Wir konstruieren nun die Funktion g : N+ — Ny mit

0 f(flfl,.f(fg,...,.ilfn) = Tpi1 )

g(x17x27 ey Ty xn—i—l) = {
1 sonst

Offenbar geniigt g den ersten beiden Forderungen aus Folgerung 1.11. Wir zeigen nun
indirekt, dass auch die dritte Forderung erfiillt ist.

Dazu nehmen wir an, dass es ein Programm II mit ®r;; = ¢ gibt, und konstruieren das
Programm II":

Tna1 7= 0} Tpyo 1= L1 Tnys 1= T2} .. .3 Topg = T3 21 = 0521 1= S(21);
WHILE z; # 0 BEGIN
T1 = Tpgo; T 1= Tpgdi - - T o= Topgt; I g = S(Tg1)
END;

I = P(l’n+1).

Dieses Programm berechnet die Funktion f, was aus folgenden Uberlegungen folgt: Die
Variablen x,, 19, 13, ..., To,y1 dienen der Speicherung der Werte, mit denen die Variablen
x1,Ta, . .., T, zu Beginn belegt sind. Durch die anschlieflende Setzung x; := 0; x; := S(z1)
wird x; # 0 gesichert, womit die WHILE-Anweisung mindestens einmal durchlaufen
wird. Aufgrund der Wertzuweisung z,1 := S(x,.1) und durch die stets erfolgende Set-
zung der Variablen xy,z,, ..., z, auf die Werte der Anfangsbelegung werden mittels der
WHILE-Anweisung der Reihe nach die Werte

g(x1, 22, ..., x,,0), g(x1, 20, ..., 20, 1), g(21, T2y oo 2, 2),
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berechnet, bis ¢ mit
g(l’l,l'g, Ce ,l’n,’i) =0

erreicht wird. Dann wird durch die letzte Wertzuweisung des Programms z; mit ¢ belegt.
Andererseits gilt nach Definition von g auch

f(l’l,l’g, P ,ZL’n) = 1.

Damit haben wir ein Programm II' mit & ; = f erhalten. Dies ist aber unmdoglich, da f
so gewéhlt war, dass f nicht durch LOOP /WHILE-Programme berechnet werden kann.
Dieser Widerspruch besagt, dass unsere Annahme, dass ¢ LOOP/WHILE-berechenbar
ist, falsch ist. O

Aus Beispiel 1.1 ¢) ist bekannt, dass LOOP/WHILE-berechenbare Funktionen nicht
immer auf der Menge aller natiirlichen Zahlen definiert sein miissen. Wir wollen nun ei-
ne Einschrankung der zugelassenen Programme so vornehmen, dass die davon erzeugten
Funktionen total sind. Hierfiir gestatten wir die Verwendung von Wertzuweisungen, Hin-
tereinanderausfithrung von Programmen und die LOOP-Anweisung. Formal wird dies
durch die folgende Definition und Satz 1.13 gegeben.

Definition 1.12 Eine Funktion f : N§ — No heifft LOOP-berechenbar, wenn es ein
Programm 11 mit m Variablen, m > n, derart gibt, dass in 11 keine WHILE-Anweisung
vorkommt und 11 die Funktion f berechnet.

Satz 1.13 Der Definitionsbereich jeder n-stelligen LOOP-berechenbaren Funktion ist die
Menge N", d.h. jede LOOP-berechenbare Funktion ist total.

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels vollstandiger Induktion {iber die Tiefe der Pro-
gramme. Fiir Programme der Tiefe 1 ist die Aussage sofort klar, da derartige Programme
aus genau einer Wertzuweisung bestehen, und nach Definition sind die von Wertzuwei-
sungen berechneten Funktionen total.

Sei nun II ein Programm der Tiefe t > 1. Dann tritt einer der folgenden Fille ein:

Fall 1. 11 = I1;; 115 mit t(Hl) < tund t(Hg) < t.

Nach Induktionsvoraussetzung sind daher die von II; und I, berechneten Funktionen
total, und folglich ist die von II als Hintereinanderausfiithrung von Il; und II, berechnete
Funktion ebenfalls total.

Fall 2. I = LOOP z; BEGIN II' END mit ¢(Il') = ¢ — 1. Nach Definition ist das
Programm II’ sooft hintereinander auszufiihren, wie der Wert von der Variablen angibt.
Da die von II' berechnete Funktion nach Induktionsvoraussetzung total definiert ist, gilt
dies auch fiir die von II berechnete Funktion. O

Unter Beachtung von Beispiel 1.1 ¢) ergibt sich sofort die folgende Folgerung.

Folgerung 1.14 Die Menge der LOOP -berechenbaren Funktionen ist echt in der Menge
der LOOP /WHILE-berechenbaren Funktionen enthalten.

Die bisherigen Ausfithrungen belegen, dass die WHILE-Schleife nicht mittels LOOP-
Schleifen simuliert werden kann. Umgekehrt berechnet das Programm
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Tp1 = Ty,

WHILE z,,,; # 0 BEGIN II; z,,.; := P(x,,;) END
die gleiche Funktion wie
LOOP z; BEGIN II END

(wobei n die Anzahl der in IT vorkommenden Variablen ist).

1.1.2 TURING-Maschinen

Die LOOP/WHILE-Berechenbarkeit basiert auf einer Programmiersprache, die iibli-
cherweise durch einen Rechner bzw. eine Maschine abgearbeitet wird. Wir wollen nun
eine Formalisierung des Berechenbarkeitsbegriffs auf der Basis einer Maschine selbst ge-
ben. Dabei streben wir eine moglichst einfache Maschine an. Sie soll im Wesentlichen nur
die Inhalte von Speicherzellen in Abhéngigkeit von den ihr zur Verfiigung stehenden Infor-
mationen dndern. In den Zellen werden nur Buchstaben eines Alphabets gespeichert. Die
Operation besteht dann im Ersetzen eines Buchstaben durch einen anderen. Ferner kann
nach Anderung des Inhalts einer Zelle nur zu den beiden benachbarten Zellen gegangen
werden. Ein solches Vorgehen wurde erstmals vom englischen Mathematiker ALAN TU-
RING (1912-1954) im Jahre 1935 untersucht. Wir geben nun die formale Definition einer
TURING-Maschine.

Definition 1.15 FEine TURING-Maschine ist ein Quintupel
M = (X7 Z7 Z07Q75)7

wobei

- X und Z Alphabete sind,

-2 € Z und ) C Q C Z gelten,

- § eine Funktion von (Z \ Q) x (X U{x}) in Z x (X U{x}) x {R, L, N} ist, und x ¢ X
gilt.

Um den Begriff ,Maschine“ zu rechtfertigen, geben wir folgende Interpretation. Eine
TURING-Maschine besteht aus einem beidseitig unendlichen, in Zellen unterteilten Band
und einem ,, Rechenwerk® mit einem Lese-/Schreibkopf. In jeder Zelle des Bandes steht
entweder ein Element aus X oder das Symbol *; insgesamt stehen auf dem Band hochstens
endlich viele Elemente aus X. Der Lese-/Schreibkopf ist in der Lage, das auf dem Band in
einer Zelle stehende Element zu erkennen (zu lesen) und in eine Zelle ein neues Element
einzutragen (zu schreiben). Das ,Rechenwerk” kann intern Informationen in Form von
Elementen der Menge Z, den Zustidnden, speichern. zg bezeichnet den Anfangszustand,
in dem sich die Maschine zu Beginn ihrer Arbeit befindet. @) ist die Menge der Zustinde,
in denen die Maschine ihre Arbeit stoppt.

Ein Arbeitsschritt der Maschine besteht nun in Folgendem: Die Maschine befindet sich
in einem Zustand z, ihr Kopf befindet sich iiber einer Zelle ¢ und liest deren Inhalt z;
hiervon ausgehend berechnet die Maschine einen neuen Zustand z’, schreibt in die Zelle i
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Rechenwerk
z€J

Lese- und Schreibkopf

x| xlalb|blal|*x|*x] --- Band

Abbildung 1.2: TURING-Maschine

ein aus z und x berechnetes Element 2’ und bewegt den Kopf um eine Zelle nach rechts
(R) oder nach links (L) oder bewegt den Kopf nicht (N). Dies wird durch

d(z,x) = (2,2',r) mit z€ Z\Q,2 € Z,x,2’ € XU{x},r € {R, L, N}

beschrieben.

Die aktuelle Situation, in der sich eine TURING-Maschine befindet, wird also durch das
Wort (die Worter) tiber X auf dem Band, den internen Zustand und die Stelle an der der
Kopf steht, beschrieben. Formalisiert wird dies durch folgende Definition erfasst.

Definition 1.16 Es sei M eine TURING-Maschine wie in Definition 1.15. Eine Konfi-
guration K der TURING-Maschine M ist ein Tripel

K = (wh Z7w2)7

wobei wy und wy Worter idber X U {x} sind und z € Z gilt.
Fine Anfangskonfiguration liegt vor, falls wy = \ und z = zy gelten.
FEine Endkonfiguration ist durch z € () gegeben.

Wir interpretieren dies wie folgt: Auf dem Band steht das Wort wyws; alle Zellen vor und
hinter denjenigen, in denen wyws steht, sind mit * belegt; der Kopf steht iiber der Zelle,
in der der erste Buchstabe von wy steht; und die Maschine befindet sich im Zustand z.
Wir bemerken, dass eine Situation durch mehrere Konfigurationen beschrieben werden
kann, z.B. beschreiben (A, z, ab), (, z,ab) und (xx, z, ab*) alle die Situation, dass auf dem
Band ab steht und der Kopf {iber a positioniert ist. Bei den nachfolgenden Definitionen und
Beispielen wird jeweils unter den verschiedenen Konfigurationen, die die gleiche Situation
des Bandes beschreiben, eine geeignete Konfiguration ausgewsihlt. !

Die folgende Definition formalisiert nun die Konfigurationsédnderung, wenn die Maschine
einen Schritt entsprechend 0 ausfiihrt.

1Formal kénnen wir eine Aquivalenzrelation = dadurch definieren, dass wir K; = K, genau dann
setzen, wenn K; und Ky die gleiche Situation beschreiben, und wir wéhlen stets einen geeigneten Re-
prasentanten der Aquivalenzklasse zur Beschreibung einer Situation.
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Definition 1.17 Es sei M eine TURING-Maschine wie in Definition 1.15, und K, =
(wn, 2z, we) und Ky = (v1,2',v9) seien Konfigurationen von M. Wir sagen, dass K1 durch
M in Ky tberfihrt wird (und schreiben dafir K = K, ), wenn eine der folgenden Bedin-
gqungen erfillt ist:

V1 = Wi, We = U, V9 = T'u,0(2,x) = (2,2, N)

oder
wy = v,v; = v, Wy = TU, V9 = u,0(2,2) = (2,2, R)

oder
/ ro
wy; = VY,V =V, W = TU, UV :yZEU,(S(Z,ZIZ') = (Z>IaL)

fir gewisse x,2',y € X U {x} und u,v € (X U {x})*.

Offenbar kann eine Endkonfiguration in keine weitere Konfiguration iiberfiihrt werden, da
die Funktion ¢ fiir Zusténde aus () und beliebige € X U {*} nicht definiert ist.

Definition 1.18 FEs set M eine TURING-Maschine wie in Definition 1.15. Die durch
M induzierte Funktion fy aus X* in X* ist wie folgt definiert: fy(w) = v gilt genau
dann, wenn es fir die Anfangskonfiguration K = (X, zo,w) eine Endkonfiguration K' =
(v1, q,v2), natirliche Zahlen r,s und t und Konfigurationen Ko, K1,..., K, derart gibt,
dass *"vx® = v1v9 und

K:K(]’:Kl ):Kg’:’:Kt:K/
gelten.

Interpretiert bedeutet dies, dass sich durch mehrfache Anwendung von Uberfithrungs-
schritten aus der Anfangskonfiguration, bei der w auf dem Band steht, eine Endkonfigu-
ration ergibt, in der v auf dem Band steht. Falls in der Endkonfiguration (vy, g, vs) der
Kopf iiber einer Zelle von v steht, so gelten v = vyvy und r = s = 0; steht der Kopf
dagegen r Zellen vor v bzw. s Zellen hinter v, so gelten *"v = vyvy, v1 = A und s = 0 bzw.
v¥® = VU9, Uy = A und r = 0.

Wir bemerken ferner, dass fiir solche Worter w, bei denen die Maschine nie ein Stopzu-
stand aus @ erreicht, kein zugeordneter Funktionswert fp;(w) definiert ist. Somit kann
far auch eine partielle Funktion sein.

Beispiel 1.19 Um eine TURING-Maschine zu beschreiben, werden wir nachfolgend die
Funktion ¢ immer durch eine Tabelle angeben, bei der im Schnittpunkt der zu z € X
bzw. * gehorenden Zeile und der zu z € Z \ () gehorenden Spalte das Tripel 0(z, x) steht.

a) Es sei
Ml = ({a7 b}7 {207 4, Za, Zb}7 20, {q}7 5)

eine TURING-Maschine, und es sei 6 durch die Tabelle

1) ‘ 20 ‘ 2 ‘ 2

* (Q7 *7 N) (q’ a’? N) (Q7 b7 N)
a| (zay*, R) | (zaya, R) | (25,0, R)
b | (zp,%,R) | (20,0, R) | (25,0, R)
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gegeben.

Wir starten mit dem Wort abba auf dem Band. Dann ergeben sich die folgenden Konfigu-
rationen mittels Uberfiihrungen (um Ubereinstimmung mit Definition 1.17 zu erreichen,
haben wir die Konfiguration immer in die Form umgewandelt, die benétigt wird):

(A, z0,abba) = (%, 24, bba) = (b, 24, ba) = (b, z4,ba) = (bb, 24, a) = (bb, z,, ax)
E  (bba, z,, %) = (bba, q, a).

Folglich gilt
far, (abba) = bbaa.

Ausgehend von bab erhalten wir

(A, 20, bab) = (x, 2, ab) = (a, 2z, b) = (ab, 2, %) = (ab, q, b)

und damit
far, (bab) = abb.
Allgemein ergibt sich
fon (122 .. 2y) = Tox3 .. TpXy
(den zu Beginn gestrichenen Buchstaben z; merkt sich die Maschine in Form des Zustan-
des z,, und schreibt ihn an das Ende des Wortes).
b) Es sei
My = ({CL, b}7 {Z(Jv 215 Q}v 205 {q}v 5)7
wobei 0 durch

gegeben sei.
Fiir abb und abba ergeben sich

(A, 20, abb) = (a, z1,bb) = (ab, 29, b) = (abb, z1, %) = (abb, q, *)
und
(A, z0,abba) = (a,z,bba) = (ab, z, ba) = (abb, z1, b)
E  (abba, zg, %) = (abba, zg, *) = (abba, zg, %) = ... .

Folglich gilt
far, (abb) = abb,

und fy,(abba) ist nicht definiert. Es gilt

T1%o ... Ty, n ungerade
nicht definiert sonst.

sz(l'll’g e ZL’n) = {
¢)Wir betrachten die TURING-Maschine

M3 = ({CL, b7 C, d}7 {207 21,722, 23,4, Za, Zb}7 20, {q}7 6)

mit
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) 20 21 29 z3 Za Zb

* (Zo,*,N) (21,*,N) (Zg,*,L)

a (ZO>aa N) (Zlaa'> N) (ZQaa'> R) (Zaa*aL) (Zaaaa L) (Zaabv L)
b (Z()abv N) (Zl>bv N) (22767 R) (Zba*aL) (Zbaa'> L) (Zbabv L)
c (ZlvcuR) (ZlvcaN) (22707N)

d (Z07d7 N) (Z27d7 R) (Z27d7 N) (Z37d7 N) (q,CL, N) (q7 b7 N)

Fiir diese TURING-Maschine ergibt sich
CX1To ... Tp fir w = edryzy ... 2y, 2 € {a,0},1 <i<n,n>0

nicht definiert sonst

) = {

Zur Begriindung merken wir folgendes an: Wir laufen zuerst iiber das Wort, dndern den
Zustand in z; bzw. 29 wenn wir als ersten bzw. zweiten Buchstaben ein ¢ bzw. ein d lesen
und bleiben im Zustand z3, wenn wir danach nur Buchstaben aus {a, b} lesen. Damit
wissen wir, dass das Eingabewort die Form hat, bei der eine Ausgabe definiert ist. Bei
Erreichen des Wortendes gehen wir in den Zustand z3. Jetzt laufen wir von rechts nach
links iiber das Wort, merken uns jeweils einen gelesenen Buchstaben und schreiben diesen
in die links davon befindliche Zelle. Dadurch verschieben wir das Wort iiber {a,b} um
eine Zelle nach links. Nach Lesen des d stoppt die Maschine.

Wir bemerken, dass M3 im Wesentlichen den Buchstaben d 16scht und die dadurch entste-
hende Liicke durch Verschiebung wieder fiillt. Wir werden im Folgenden mehrfach davon
Gebrauch machen, dass Streich-, Auffiill- und Verschiebungsoperationen von TURING-
Maschinen realisiert werden konnen, ohne dies dann explizit auszufiihren.

d) Wir wollen eine TURING-Maschine konstruieren, deren induzierte Funktion die Nach-
folgerfunktion (bzw. die Addition von 1) ist, wobei wir die Dezimaldarstellung fiir Zahlen
verwenden wollen.

Offenbar muss das Eingabealphabet aus den Ziffern 0, 1,2, ..., 9 bestehen. Wir werden als
Grundidee die schriftliche Addition verwenden, d.h. wir verwenden den Anfangszustand
20, um das Wortende zu finden, indem wir bis zum ersten * nach rechts laufen; danach
verwenden wir einen Zustand + zur Addition von 1 bei der Ziffer, iiber der der Kopf
gerade steht; die Addition kann abgebrochen werden, falls die Addition nicht zur Ziffer
9 erfolgt, bei der der entstehende Ubertrag 1 zur Fortsetzung der Addition von 1 zu der
links davon stehenden Ziffer notwendig wird. Formal ergibt sich die Maschine

M+ = ({07 1a 27 ey 9}7 {ZO> +> q}a 20, {q}a 6)

mit
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) 20 +

x| (+,*%,L) | (¢,1,N)
01 (20,0,R) | (¢,1,N)
1| (20,1,R)| (q,2,N)
21 (20,2,R) | (¢,3,N)
31 (20,3,R) | (¢,4,N)
41 (20,4,R) | (¢,5,N)
51 (20,5, R) | (¢,6,N)
6| (20,6, R) | (¢,7,N)
71| (20,7, R) | (¢,8,N)
81 (20,8, R) | (¢,9,N)
91 (20,9, R) | (+,0,L)

Wir definieren die TURING-Berechenbarkeit nun dadurch, dass wir eine Funktion fiir be-
rechbar erkldren, wenn sie durch eine TURING-Maschine induziert werden kann. Formali-
siert fithrt dies zu der folgenden Definition.

Definition 1.20 Eine Funktion f : X{ — X5 heifit TURING-berechenbar, wenn es eine
TURING-Maschine M = (X, Z, 29, Q,0) derart gibt, dass X1 C X, Xo C X und

fur() = { f(x) falls f(z) definiert ist

nicht definiert sonst

gelten.

Wir weisen darauf hin, dass das Eingabealphabet der TURING-Maschine, die f induziert,
umfassender als die Alphabete sein kann, iiber denen die Worter des Definitionsbereichs
bzw. Wertevorrats von f gebildet werden. Es ist aber so, dass die TURING-Maschine auf
Wortern, die eines der zusitzlichen Symbole aus X \ X; enthalten nicht stoppt, also kein
Ergebnis liefern kann.

Wir geben nun eine Normalform fiir TURING-Maschinen, d.h. wir geben eine einge-
schrinkte Form fiir TURING-Maschinen, die aber trotzdem in der Lage sind, alle TURING-
berechenbaren Funktionen zu induzieren.

Lemma 1.21 Zu jeder TURING-berechenbaren Funktion f gibt es eine TURING-Maschine
M, die genau einen Stoppzustand hat, stets tiber dem dem ersten Buchstaben des Ergeb-
nisses stoppt und f = fr erfiillt.

Beweis. Da f TURING-berechenbar ist, gibt es eine TURING-Maschine M = (X, Z, zy, ), 0)
mit fy, = f. Wir konstruieren die TURING-Maschine

M/ = (X U {§7 #}7 ZU (Z X {#}) U (Z X {§}) U {Z67 Z(/)/v q1, 42, 43, q/}7 Z67 {q/}7 5/>7
wobei ¢ wie folgt definiert ist:

(1)  0d'(zp, ) = (25, @, R) fiir x € X,
d'(2,8) = (20,8, V),
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(
(
(20,z) = (25,2, L) fir r € X,
§(4,%) = (0, §, R),
(2)  d(z,x)= (¢ 2 r) fire e XU{x},z2€ Z\Q,0(z,2) = (2,2',r),r € {R, L, N},
(3) (2,8 = ((2,8),* L) fir 2z € Z,
'((2,8), %) = (2,8, R) fiir z € Z,
8 (z,#) = (2, #),*, R) fir z € Z,
8 ((z,#),*) = (2,4, L) fiir 2z € Z,
(4)  d(q,x) = (¢, z,R) fir z € X U {x},q € Q,
(g, #) = (q1,%, L),
o' (q1, %) = (q1,%, L),
8 (q1,7) = (g2, x, L) fiir v € X,
(a1, 8) = (¢, = N),
(g2, %) = (g, @, L) fiir * € X U {},
(g2, 8) = (g3, % R),
J'( g3, %, R),
(

¢,x,N) firze X

(fiir die Paare, fiir die ¢’ nicht definiert ist, kann ein beliebiges Tripel als Wert festge-
legt werden, da die Arbeitsweise von M’ sichert, dass solche Paare nicht erreicht werden
konnen). Dass M’ allen Bedingungen geniigt, die in Lemma 1.21 gefordert werden, ist
aus folgenden Uberlegungen zu ersehen: Entsprechend der Definition von & im Teil (1)
wird zuerst getestet, ob das Wort w auf dem Band ein § oder ein # enthalt. Ist dies der
Fall, so wird eine Schleife erreicht (die Konfiguration wird stets in sich selbst iiberfiihrt)
und damit kein Ergebnis von fj; erreicht. Ist kein § und kein # in w, so wird hinter das
Wort ein # und vor das Wort ein § auf das Band geschrieben. Danach verhélt sich die
TURING-Maschine M’ wegen der Definition von ¢’ in (2) genauso wie M’, wobei mittels
der Festlegungen in (3) gesichert wird, dass die Anfangsmarkierung § und die Endmarkie-
rung # stets um eine Zelle nach links bzw. rechts verschoben wird, wenn dies erforderlich
ist (d.h. wird ein § erreicht, so wird es durch * ersetzt wird und danach wird die Arbeit
in der Zelle, in der urspriinglich § stand und jetzt * steht, mit dem Zustand z fortgesetzt,
den die Maschine hatte, als sie diese Zelle betrat, da z in der ersten Komponente von (z, §)
gespeichert wurde; analog wird bei # verfahren). Wahrend M in Zustdnden aus @) ihre
Arbeit beendet, bewegt M’ in diesen Zustdnden den Kopf nach rechts, bis # erreicht wird,
16scht #, geht dann nach links, bis § erreicht wird. M’ 16scht § und stoppt, falls zwischen
§ und # kein Symbol aus X stand, oder geht nach rechts bis zum ersten Buchstaben aus
X und stoppt. O

Wir beweisen nun, dass TURING-berechenbare Funktionen eine Eigenschaft haben, die in
Satz 1.6 bereits fiir LOOP /WHILE-berechenbare Funktionen nachgewiesen wurde.
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Lemma 1.22 Sind f, : X* — X* und fo : X* — X* zweir TURING-berechenbare Funk-
tionen, so ist auch deren Komposition f : X* — X* mit f(w) = fo(f1(w)) eine TURING-
berechenbare Funktion.

Beweis. Nach Definition 1.20 und Lemma 1.21 gibt es TURING-Maschinen
My = (X1, Z1, 200, {q1 }, 61) und My = (X3, Za, 202, {2}, 62)
mit X C X; und X C X, mit
w fiir w € dom( fy),
fMl(w):{fl( ) (fl)

nicht definiert sonst

und
[ fa(w) fir w € dom(fs)
Fany (w) = {nicht definiert sonst
und der Eigenschaft, dass beide TURING-Maschinen iiber dem ersten Buchstaben des
Ergebnisses stoppen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass Z; und
Z5 kein Element gemeinsam haben, und betrachten die TURING-Maschine

M = (Xl U XQ, Z1 U Z2720,17 {q2}76)

(51(2,5(3) fﬁI‘ZGZl,Z#ql,SL’eXl
3z, x) =1 (202,2,N) fiir z=¢q )
do(z, ) fir z € Zy, 2 # qo,x € Xo

Da der Anfangszustand von M in Z; liegt, beginnt M auf der Eingabe w wie M; zu arbei-
ten, bis der Endzustand ¢; von M; erreicht wird und damit die Konfiguration (X, q1, fas, (w))
vorliegt. Fiir M ist ¢; kein Endzustand und erreicht nach Definition von ¢ die Konfigurati-
on (A, zo2, far, (w)), die gerade die Anfangskonfiguration von M, bei Eingabe von fy, (w)
ist. Nun verhélt sich M wie M, und stoppt mit der Konfiguration (A, g2, far, (far, (w))).
Damit ergibt sich

fu(w) = fa,(fan, (w))) = fo(fr(w)) = f(w).

Daher wird f von einer TURING-Maschine induziert und ist damit TURING-berechenbar.
O

1.1.3 Agquivalenz der Berechenbarkeitsbegriffe

Wir haben oben gesehen, dass sowohl fiir TURING-berechenbare als auch LOOP /WHILE-
berechenbare Funktionen gilt, dass durch Komposition (Einsetzung) stets wieder Funk-
tionen entstehen, die berechenbar sind. Wir wollen nun zeigen, dass dies kein Zufall ist,
denn durch beide Berechenbarkeitsbegriffe wird im Wesentlichen die gleiche Menge von
Funktionen beschrieben.

Die gerade vorgenommene Einschriankung auf ,,im Wesentlichen” ist sicher erforderlich,
denn nach Definition sind der Definitionsbereich und Wertevorrat von LOOP/WHILE-
berechenbaren Funktionen kartesische Produkte von N, wihrend bei TURING-berechen-
baren Funktionen Definitionsbereich und Wertevorrat Mengen von Wortern iiber gewissen
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Alphabeten sind. Dieser Unterschied zeigt schon, dass eine wirkliche Gleichheit der beiden
Berechenbarkeitsbegriffe im Sinne {ibereinstimmender Mengen berechenbarer Funktionen
nicht gegeben sein kann.

Um die genannten Unterschiede in den Definitionsbereichen und Wertevorraten auszuglei-
chen, benotigen wir offenbar Verfahren, die (Tupel von) Zahlen in Wérter und umgekehrt
iiberfithren.

Nach Definition ist jede natiirliche Zahl eine Aquivalenzklasse gleichméchtiger Mengen.
Wenn wir Zahlen aber aufschreiben, so benutzen wir stets eine Darstellung von Zahlen
in einem Zahlensystem. Zum Beispiel wird durch die Dezimaldarstellung jede natiirliche
Zahl als Folge von Ziffern aus der Menge {0,1,2,...,9} geschrieben. Eine derartige Folge
von Ziffern ist aber offensichtlich ein Wort iiber {0,1,2,...,9}. Damit haben wir also eine
Moglichkeit gefunden, Zahlen in Worter zu iiberfiihren.

Mit dec(n) bezeichnen wir die Dezimaldarstellung der Zahl n € N,.

Der folgende Satz gibt nun an, dass bis auf die Transformation der Zahlen in ihre Dezi-
maldarstellung jede LOOP/WHILE-berechenbare Funktion auch TURING-berechenbar
ist.

Satz 1.23 FEs sei [ eine n-stellige LOOP /WHILE-berechenbare Funktion.
Dann ist die Funktion f', die durch

F(w) = { dec(f(x1, 29, ..., x,)) falls w = dec(xy)#dec(xa)F# . .. #dec(xy,)

nicht definiert sonst
definiert ist, TURING-berechenbar.

Beweis. Wir zeigen sogar etwas mehr. Fiir jedes LOOP /bf WHILE-Programm II gibt es
eine TURING-Maschine M derart, dass

Far(w) = { dec(yy)#dec(ys)# . . . #dec(y,) falls w = dec(xy)#dec(xs)# . . . #dec(xy,)

nicht definiert sonst

gilt, wobei y; = P (v1,29,...,2,) fir 1 < i < n giltig ist. Wir berechnen mit der
TURING-Maschine also aus den Eingaben aller Variablen in Dezimaldarstellung auch die
Ausgaben an den entsprechenden Stellen in Dezimaldarstellung. Da das Streichen der
Symbole # und der Dezimaldarstellungen von ys, ys, . .., y, offenbar durch eine TURING-
Maschine M’ vorgenommen werden kann, ist auch f’ nach Lemma 1.22 TURING-berechen-
bar, da f’ aus der Substitution von fy; und fy; entsteht.

Wir geben den Beweis fiir die Existenz von M durch Induktion iiber die Tiefe ¢ des
Programms II.

Induktionsanfang (¢t = 1): Dann ist II eine der Grundanweisungen z; := 0 oder z; := x;
oder x; := S(x;) oder x; := P(x;). Wir geben hier nur den Beweis fiir x; := 0 und
iiberlassen dem Leser den Beweis fiir die restlichen Félle; es sind nur leichte Modifikationen
und der Gebrauch der TURING-Maschinen fir S(z;) bzw. P(z;) (die in den Beispielen
bzw. Ubungsaufgaben behandelt wurden) erforderlich.

Wir haben zu zeigen, dass es eine TURING-Maschine M gibt, die die Eingabe

dec(xy)#dec(za)# . . . #dec(x;_1)Fdec(x;)#Hdec(xir)H# . . . #dec(xy,)
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in die Ausgabe
dec(zy)#dec(xo)# . . . #dec(x;—1)#O0#dec(xi1)F# . . . #dec(x,)

iiberfiihrt. Dies leistet die TURING-Maschine

= ({O? 1? 2? ct 9? #}? Z7 Zg? {Q}? 6)

mit
Z =z, 2, 2 2y s 2y 2k qt U ze | a € {0,1,...,9,#}}
und
(1) 5(2‘/;'/7 #) ( Zj+1s # ) fiir 1 S] <i-— 27
(2) d(zf,a) = (#],a,R) firl<j<i—2unda€{0,1,...,9},
Egg 62’2%/—17?) :( (Zivouf){)v
4 0 Zl?# = qa#>N )
(5) 0(24,a) = (2, %, R) fir a € {0,1,...,9},
(6) 0(2h,a) = (2, %, R) fir a € {0,1,...,9},
(7) 6(257 ) - (Zéu 7R) fﬁrae {0717’”79}7
(8) d(z,2) = (23,7, R)  firwe{0,1,...,9,#},
(9) (2%, %) = (2, * L) fir a € {0,1,...,9},
(10)  0(2),a) = (24, *,L) fir a € {0,1,...,9},
(11) (24, b) = (2,0, L) fir a,b € {0,1,...,9, #},
(12)  6(za, %) = (2L, a, L) fir a € {0,1,...,9,#},
(13)  8(2L, %) = (2, %, R) fir a € {0,1,...,9},
(1) §(+4,0) = (4,0, V).
Entsprechend (1) - (2) bewegt sich der Kopf ohne Verénderung des Bandes nach rechts

und z&hlt (im Index) dabei die Anzahl der #, bis er den ersten Buchstaben nach dem
(i—1)-ten #, also die erste Ziffer von dec(x;), erreicht hat. Wegen (3) wird diese Ziffer nun
durch 0 ersetzt. Ist der nachfolgende Buchstabe ein #, so besteht dec(x;) aus nur einer
Ziffer, die durch 0 ersetzt wurde, und die gewiinschte Ausgabe steht auf dem Band. Dies
wird durch (4) abgesichert. Besteht dec(x;) nicht nur aus einer Ziffer, so werden nach (5)-
(6) die restlichen Ziffern durch ein * ersetzt. Ist das nichste Trennsymbol # erreicht, wird
wegen (7) - (9) in 2§ gewechselt und dann ans Ende des Wortes gelaufen. Nun wird durch
(10) - (12) der Teil des Wortes hinter der 0, die auf das Band geschrieben wurde, um eine
Stelle nach links verschoben. Falls nun noch weitere * auf dem Band sind, ist eine weitere
Verschiebung nach links erforderlich, was dadurch erreicht wird, dass entsprechend (13)
wieder in den Zustand z} gewechselt wird. Ist dagegen kein * mehr auf dem Band (d.h.
die 0 wurde erreicht), so steht dass Ergebnis auf dem Band und der Stoppzustand wird
erreicht (siehe (14)).

Seien nun ¢t > 2 und II ein LOOP/WHILE-Programm der Tiefe ¢. Dann entsteht II
durch Hintereinanderausfithrung zweier Programme II; und Iy oder durch eine LOOP-
oder WHILE-Anweisung, die das Programm II’ verwendet.

Es sei II = I1;; Il;. Wir bezeichnen mit zq, x», . . ., x,, die Eingabewerte von II;. Diese wer-
den durch II; in die Ausgaben vy, s, ..., ¥y, Uberfithrt. Diese Werte vy, ys, . .., y, werden
von I als Eingaben genommen und in die Ausgaben zi, 2, . .. z, transformiert.
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Die Tiefe von I1; und II, ist hochstens t— 1. Folglich gibt es nach Induktionsvoraussetzung
Maschinen M; und M, derart, dass durch M; die Eingabe dec(zq)#dec(xe)# . .. #dec(x,)
in die Ausgabe dec(y;)#dec(ys)# ... #dec(y,,) tiberfithrt wird und durch M, die Einga-
be dec(y1)#dec(y2)# . . . #dec(y,) in die Ausgabe dec(z)#dec(z9)# . . . #dec(z,) transfor-
miert wird. Nach Lemma 1.22 gibt es dann auch eine TURING-Maschine M, die die Einga-
be dec(zy)#dec(xg)# ... #dec(x,) in die Ausgabe dec(zy)#dec(z)# . .. #dec(z,) trans-
formiert. Folglich stimmen die Berechnungen von II und M bis auf die Repréasentation
der Zahlen iiberein.

Es sei II = WHILE z; # 0 BEGIN II' END. Die Tiefe von II' ist ¢ — 1, und daher
gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine TURING-Maschine M' = (X', 7', z{,{¢'}, )
(wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nach Lemma 1.21 annehmen, dass
M' nur einen Endzustand hat und mit dem Kopf iiber dem ersten Buchstaben des Er-
gebnisses stoppt) derart, dass die Eingabe dec(xq)#dec(xzs)# . .. #dec(x,) in die Ausga-
be dec(yy)#dec(ys)F# . . . #dec(y,,) tberfiihrt wird, wobei xq, zs, ..., z, die Eingaben und
Y1, Y2, - - -, Yo die Ausgaben von II" sind.

Wir konstruieren nun die TURING-Maschine M, die folgende Schritte abarbeitet (die
formale Definition von M bleibt dem Leser iiberlassen): M bewegt sich von ihrem An-
fangszustand zy zuerst nach rechts, zahlt die # und geht iiber dem ersten Buchstaben von
dec(z;) in dem Zustand z. Liest M nun eine 0, so wird die WHILE-Schleife nicht durch-
laufen. Die Maschine M beendet daher ihre Arbeit, indem sie in den Stoppzustand ¢ von
M {ibergeht. Liest M dagegen keine 0, so geht M an den Anfang des Wortes zuriick und
geht tiber dem ersten Buchstaben in den Zustand z{, (den Anfangszustand von M) iiber.
Nun schlieit sich eine Berechnung an, die vollig der von M’ entspricht. Dieses Arbeit wird
in ¢’ beendet (womit ein Durchlauf der WHILE-Schleife abgearbeitet ist) und der Kopf
steht iiber dem ersten Buchstaben. Nun wird in den Zustand z, gewechselt. Hierdurch
wird der néchste Durchlauf der WHILE-Schleife eingeleitet, sofern er notwendig ist.

Es ist leicht zu sehen, dass M das Programm II simuliert.

Da jede LOOP-Anweisung durch eine WHILE-Schleife simuliert werden kann (siche am
Ende des Abschnitts 1.1.1, Seite 19), konnen wir auf die Konstruktion einer TURING-
Maschine fiir die LOOP-Anweisung verzichten. O

Wir kommen nun zur umgekehrten Richtung. Hierfiir benotigen wir zuerst eine Transfor-
mation von Wortern in Zahlen. Auch hierfiir benutzen wir eine Darstellung beziiglicher
einer Basis (die aber im Allgemeinen nicht die Dezimaldarstellung sein wird).

Sei M = (X, Z, z,Q,0) eine TURING-Maschine. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
kénnen wir annehmen, dass X und Z disjunkt sind. Es sei

XUZU{x} ={a1,a9,...,a,}.

Dann definieren wir die Funktion ¢ : (X U Z U {x})* — N durch
v(aga;, ... .a;) = Zij(p + 1), ai; € X UZU{x}
=0

(1182 . . .1, ist die (p+1)-adische Darstellung von ¢ (a;, a;, . - . a;,)). Ist umgekehrt x eine be-
liebige natiirliche Zahl, in deren (p + 1)-adischer Darstellung 15 . . . i,, keine 0 vorkommt,
so gilt ¥~Y(x) = a; a4, .. .a;,. Daher ist 1 eine eineindeutige Abbildung der Menge der
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nichtleeren Worter iiber X U Z U {x} auf die Menge aller natiirlichen Zahlen, in deren
(p+ 1)-adischer Darstellung keine 0 vorkommt. (Bei Benutzung einer p-adischen Darstel-
lung miisste ein Element aus X U Z U {*} der Null zugeordnet werden, wodurch Darstel-
lungen mit fithrenden Nullen moglich sind, was ausgeschlossen sein soll.)

Es seien w = byby...b, mit b € X U Z fiir 1 <i <nund v’ € (X UZ)*. Dann gelten —
wie man leicht nachrechnet — folgende Beziehungen fiir die folgenden Funktionen:

Lg(y(w)) = |w|=mm{m-<p+1>m>w< )}
Prod(¢(w), v (uw') = p(ww') = (w)(p+ 1)) 1y,
Anfang(Y(w),i) = p(biby...b;) = ¥(w) div (p+ 1) (ganzzahlige Division),
Ende(y(w),i) = (b bz+1 bn) = P(w) mod (p+ 1),
Elem(¢(w),i) = ¢(b:) = Ende(Anfang(w( ),i),1)

(fiir die Definition von div und mod sieche Ubungsaufgabe 11), d.h. aus der Kenntnis von
Y(w) und Y (w') konnen wir den Wert von 1 auf Anfangsstiicken und Endstiicken von w
sowie ww’ berechnen. Man erkennt aus den angegebenen Funktionen, den Sétzen 1.6, 1.7
und 1.8 und Ubungsaufgaben 1, 5 und 11, dass die Berechnung des Wertes auf Anfangs-
stiicken, Endstiicken und Produkten mittels LOOP /WHILE-berechenbarer Funktionen
moglich ist.

Zukiiftig schreiben wir Prod(zx,y, z) fir Prod(Prod(z,y),z) (dies ist moglich, da Prod
assoziativ ist, wie man leicht nachrechnet.)

Wegen X NZ = () kénnen wir eine Konfiguration (u, z, v) auch als Wort K = uzv angeben,
da der Zustand in K eindeutig bestimmt ist. Wir zeigen nun, dass wir die Stelle, an der
z steht, mittels LOOP /WHILE-berechenbarer Funktionen auch aus ¢(K) berechnen
kénnen.

Es sei f: Ny — Ny die Funktion

f(t) _ {0 w_l(t) A

1 sonst

f ist LOOP/WHILE-berechenbar (siche Ubungsaufgabe 5). Nun definieren wir die
Funktion g : N — N durch

g(W(K)) = min{i | f(Elem(y(K), i) = 0},

d.h. fiir ein Wort w = x1xs ... 2, wird der minimale (bei Konfigurationen sogar einzige)
Index ¢ mit x; € Z bestimmt. Damit ist gezeigt, dass die Stelle in einer Konfiguration w,
an der der Zustand z steht, mittels LOOP /WHILE-berechenbarer Funktionen ermittelt
werden kann.

Wir definieren die folgenden LOOP /WHILE-berechenbaren Funktionen:

r(x) = Anfang(z, g(z) ©2),
s(xr) = Prod(Elem(z,g(x) © 1), Elem(z, g(x)), Elem(x,g(z) + 1)),
t(x) = FEnde(x,g(x)+2).

Fiir ein Wort K = v/azbv’ mit a,b € X, v/, v € X* und z € Z, das eine Konfiguration
beschreibt, ergeben sich folgende Werte:

r((K)) = o), s@(K)) =v(azb), t(K)) =)
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Ferner gilt
W(K) = Prod(r({(K)), s((K)), t((K)).

Wir definieren A auf der Menge der Kodierungen von Konfigurationen durch

_ [U(Ky) Ki=azbabe X,z € Z,K, E K,
Al(EL) = {m'cht definiert sonst :

Nach Ubungsaufgabe 5 ist A LOOP/WHILE-berechenbar.
Damit ist die Konfiguration K’, in die K = w«azbv’ mittels § iiberfithrt wird wie folgt
kodiert:

(K = Prod(y(u), A(y(azb)), ¢(v)),
= Prod(r(K), A(s(K)), t(K)).

Entsprechende Relationen lassen sich auch herleiten, wenn die Konfiguration nicht durch
ein Wort der Form K = w'azbv’ beschrieben wird. Insgesamt ergibt sich dann, dass die
Funktion A mit A(¢(K)) = % (K’) LOOP/WHILE-berechenbar ist. Damit haben wir
gezeigt, dass die Relation = mittels der LOOP/WHILE-berechenbaren Funktion A
simuliert werden kann.

Wir erweitern dies auf die Iteration von |=, indem wir die Funktion D mittels Methode
aus Satz 1.7 durch

D(z,0) = =,
D(z,n+1) = A(D(x,n))

definieren. Damit gilt D(¢(K),n) = (K"), wobei K" die Konfiguration ist, die aus K
mittels n-facher direkter Uberfiihrung entsteht.

Entsprechend der Definition der TURING-Berechenbarkeit wird einem Wort w das Wort
w’ zugeordnet, das bei Erreichen einer Endkonfiguration auf dem Band steht. Intuitiv
werden also folgende Schritte unternommen:

1. Aus w ergibt sich die Anfangskonfiguration Ky = zqw.

2. Aus K, wird die Folge der Konfigurationen berechnet bis eine Endkonfiguration K
vorliegt.

3. Aus K ermitteln wir das Wort auf dem Band.

Offenbar ist der Schritt 1 durch eine LOOP /WHILE-berechenbare Funktion, die 9 (w)
auf ¥ (Ky) = ¥(zow) abbildet, simulierbar. Die Folge der Kodierungen der Konfigura-
tionen ist nach obigem ebenfalls mittels LOOP/WHILE-berechenbarer Funktionen be-
rechenbar. Da die Maschine bei Erreichen der ersten Endkonfiguration stoppt, kann die
Endkonfiguration mittels der Funktionen

Stop, (W(K)) = {0 K ist Endkonfiguration

1 sonst
Stopa(¢(K)) = min{i | Stop,(D(K, 7)) = 0},
Stops(¥(K)) = D(K, Stops(K))

Y

berechnet werden (Stop; stellt fest, ob ¢(K) eine Kodierung einer Endkonfiguration ist,
Stopy berechnet die Anzahl der Schritte bis zum Erreichen einer Endkonfiguration bei
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Start mit K, und Stops berechnet dann die Kodierung der zu K gehorigen Endkonfigurati-
on). Unter Verwendung der obigen Ideen ist leicht zu zeigen, dass Stop; LOOP /WHILE-
berechenbar ist (wir bestimmen zuerst den Zustand in K und testen dann, ob er in @
liegt). Dann sind nach Konstruktion auch Stop, und Stops LOOP /WHILE-berechenbar.
Wenn wir nun noch beachten, dass auch der obige dritte Schritt mittels LOOP/WHILE-
berechenbarer Funktionen simuliert werden kann (wir kénnen ausgehend von ¢ (v;qus) so-
wohl 1(vy),1(vs) als auch ¥ (v1v,) und damit ¢ (v) berechnen), ist damit gezeigt, dass die
Funktion p, die jeder Zahl ¥)(w), w € X*, den Wert ¢( fas(w)) zuordnet, LOOP /WHILE-
berechenbar ist.

Aus diesen Uberlegungen resultiert der folgende Satz.

Satz 1.24 Seien M eine TURING-Maschine und v die zugehorige Kodierung. Dann ist
die Funktion f : Nog — No mit f(¢¥(w)) = ¥ (fyu(w)) LOOP/WHILE-berechenbar. O

Fassen wir unsere Ergebnisse iiber Beziehungen zwischen Berechenbarkeitsbegriffen zu-
sammen, so ergibt sich folgender Satz.

Satz 1.25 Fir eine Funktion f sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
e f ist durch ein LOOP /WHILE-Programm berechenbar.

o f ist bis auf Konvertierung der Zahlendarstellung durch eine TURING-Maschine
berechenbar. O

Damit erhalten wir auch die folgende Folgerung.
Folgerung 1.26 FEs gibt Funktionen, die nicht TURING-berechenbar sind. O

Der amerikanische Logiker A. CHURCH (1903-1995) hat nun die nach ihm benannte
These aufgestellt, dass eine Funktion, die berechenbar in irgendeinem Sinn (der den ein-
gangs formulierten intuitiven Bedingungen gentiigt) ist, auch TURING-berechenbar (und
damit LOOP/WHILE-berechenbar) ist, d.h. dass die von uns hier eingefithrten Bere-
chenbarkeitsbegriffe die allgemeinsten sind. Auch alle anderen bisher betrachteten Bere-
chenbarkeiten lieferten tatsédchlich nur TURING-berechenbare Funktionen. Daher wird die
CHURCHsche These heute allgemein akzeptiert. (Die These kann nicht bewiesen werden,
da eine allgemeine Formalisierung des intuitiven Algorithmenbegriffs nicht moglich ist;
sie liefle sich aber widerlegen, indem man zeigt, dass bei einer speziellen Formalisierung
Funktionen als berechenbar gelten, die nicht TURING-berechenbar sind.)

1.2 Entscheidbarkeit von Problemen

Unter einem Problem (genauer einem Entscheidungsproblem) P verstehen wir im Folgen-
den stets eine Aussageform, d.h. einen Ausdruck A(xq,xs,...,z,), der eine oder mehrere
Variable z;, 1 < ¢ < n, enthélt und der bei Ersetzen der Variablen x; durch Elemente
a; aus dem zugehorigen Grundbereich X;, 1 < i < n, in eine Aussage A(aq,as,...,a,)
iiberfiihrt wird, die den Wahrheitswert ,,wahr*, repriasentiert durch 1, oder den Wahrheits-

wert ,,falsch“, représentiert durch 0, annimmt. Wir beschreiben ein Problem im Folgenden
daher
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e durch ein “Gegeben:“, das eine Belegung ay, as, ..., a, der Variablen angibt, und
e durch die “Frage:“ nach der Giiltigkeit der Aussage A(ay,as,...,a,).
Beim Halteproblem fiir TURING-Maschinen wird die Aussageform
x stoppt bei Abarbeitung von y.

mit den Variablen x und y betrachtet. Dabei ist x mit einer TURING-Maschine und y mit
einem Wort zu belegen. Damit kénnen wir das Halteproblem durch

Gegeben: TURING-Maschine M, Wort w
Frage: Gilt ,, M stoppt bei Abarbeitung von w* ?

beschreiben. Offenbar ist die folgende Beschreibung dazu gleichwertig, da bei ihr nur die
hinter dem Problem stehende Aussage schon als Frage formuliert wird.

Gegeben: TURING-Maschine M, Wort w
Frage: Stoppt M bei Abarbeitung von w ?

Eine andere Beschreibung des Halteproblems ist durch

Gegeben: TURING-Maschine M, Wort w
Frage: Ist fu(w) definiert?

gegeben, bei der nur die obige Frage durch eine gleichwertige ersetzt wurde.
Betrachten wir den Ausdruck

x ist eine Primzahl.
so ergeben sich

Gegeben: natiirliche Zahl n
Frage: Gilt ,,n ist eine Primzahl® ?

und
Gegeben: natiirliche Zahl n
Frage: Ist n eine Primzahl?

als mogliche Beschreibungen des Problems.

Diese Beschreibung eines Problems ist intuitiv meist die verstédndlichste, und daher werden
wir sie in diesem Abschnitt bevorzugen. Aber sie gestattet kaum eine préazise Fassung des
Begriffs der (algorithmischen) Entscheidbarkeit. Daher geben wir noch weitere Formen
zur Beschreibung von Problemen an, die dies gestatten.

Eine Menge M lésst sich in der Regel durch eine Eigenschaft angeben, die (genau) ihren
Elementen zukommt. Formal wird dies durch

M={x:z e X und A(x)} (1.1)

ausgedriickt, wobei X der Grundbereich ist, dem die Elemente x zu entnehmen sind, und
A ein Ausdruck ist, der die Eigenschaft beschreibt. Unter Verwendung dieser Schreibweise
lésst sich ein Problem P, das durch den Ausdruck A beschrieben ist, auch als Menge

M ={(ay,aq,...,a,) :a; € X; fir 1 <i<nund A(ay,as,...,a,)}
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angeben. Wenn die Grundbereiche aus dem Kontext klar sind, lassen wir diese fort.
Fiir unsere beiden obigen Beispiele ergeben sich die Mengen

My = {(M,w) : fp(w) ist definiert}

und
P ={n:nist prim}.

Fiir die Grundbereiche ist im Fall der Menge der Primzahlen die Menge N der natiirlichen
Zahlen zu wahlen. Beim Halteproblem gehen wir zur Bestimmung des Grundbereichs wie
folgt vor: Fiir ein Alphabet X sei My die Menge aller TURING-Maschinen mit Eingabe-
alphabet X. Dann muss
Mpay € My x X*
X

gefordert werden.

Eine weitere Beschreibung von Problemen kann durch Funktionen vorgenommen werden.
Dabei gehen wir von der Mengendarstellung (1.1) aus und definieren die Funktion

o (:17):{1 ze M
M 0 sonst

die charakteristische Funktion der Menge M genannt wird. Fiir unsere beiden Beispiele
ergeben sich (bei Fortlassung der Grundbereiche), tiber denen die Funktion definiert ist,

1 M stoppt auf w
M. w) —
1 (M, w) { 0 sonst

und
|1 mnist Primzahl
p2(n) = :

0 sonst
Auf diese Weise gehoren zu jedem Problem P ein Ausdruck Ap, eine Menge Mp und eine
Funktion pp mit

Mp ={(ay,a9,...,a,) : Ap(ay,ag,...,a,)} und @p= {1 Ap(ar, az,..., az) )
0 sonst
Offenbar beschreiben umgekehrt jede Menge und jede Funktion mit Wertevorrat {0, 1}
auch ein Problem.
Wir werden in den folgenden Ausfiihrungen stets die Beschreibung des Problems so
wiéhlen, wie wir es fiir giinstig in dem Zusammenhang halten.

Definition 1.27 Wir sagen, dass ein Problem P algorithmisch entscheidbar (oder kurz
nur entscheidbar) ist, wenn die entsprechend dieser Konstruktion zum Problem gehdrende
charakteristische Funktion pp TURING-berechenbar ist. Anderenfalls heifst P (algorith-
misch) unentscheidbar.

Natiirlich ist dies gleichwertig zu der Forderung, dass ¢p LOOP/WHILE-berechenbar
ist.

Da Probleme als Mengen interpretiert werden konnen, ist klar, dass wir anstelle der Ent-
scheidbarkeit von Problemen auch die Entscheidbarkeit von Mengen definieren koénnen,
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wofiir auch der Begriff der Rekursivitat der Menge benutzt wird.

Definition 1.27° Wir sagen, dass eine Menge M (algorithmisch) entscheidbar (oder re-
kursiv) ist, wenn die zugehorige charakteristische Funktion @p; TURING-berechenbar ist.
Anderenfalls heifst M (algorithmisch) unentscheidbar.

Offenbar gilt, dass ein Problem P genau dann entscheidbar ist, wenn die zugehorige Menge
Mp entscheidbar ist, da die zugehorigen charakteristischen Funktionen identisch sind.

Bisher haben wir Entscheidungsprobleme behandelt, bei denen der Ausdruck nach Be-
legung nur einen der beiden Wahrheitswerte annehmen kann. Daneben gibt es natiirlich
auch noch Berechnungsprobleme, bei denen eine Funktion f : X — Y gegeben ist und
nach dem Wert f(z) fiir ein gegebenes x gefragt wird. Wir wollen dabei hier annehmen,
dass die Funktion f fiir jedes x € X definiert ist. (Die einfache Erweiterung auf den Fall
partieller Funktionen bleibt dem Leser {iberlassen.) Formal wird eine Funktion als Menge
definiert, und zwar als

My ={(z,y) : f(z) =y}
Dies ist offensichtlich die Mengenbeschreibung des Entscheidungsproblems

Gegeben: z€ XundyeVY
Frage: Nimmt f an der Stelle x den Wert y an?

dessen charakteristische Funktion durch

so(axy):{l J@) =y

0 sonst

gegeben ist. Somit reicht es, im Folgenden nur Entscheidungsprobleme zu betrachten, da
Berechnungsprobleme in solche umformuliert werden kénnen.
Als ein Beispiel fiir ein entscheidbares Problem geben wir das folgende an:

Gegeben: w € {0,1}*
Frage: Hat w ungerade Lange?

Mittels einer leichtem Modifikation der TURING-Maschine aus Beispiel 1.19 b) ldsst sich
die TURING-Berechenbarkeit von

op(w) = {(1) w hat ungerade Lénge
sonst

zeigen.

Andererseits folgt aus Obigem und Folgerung 1.11 sofort, dass es ein unentscheidbares
Problem gibt. Jedoch scheint das aus Folgerung 1.11 resultierende Problem relativ kiinst-
lich zu sein, da die im Beweis von Satz 1.3 konstruierte Funktion auf den ersten Blick
keinen praktischen Sinn hat. Daher wollen wir nun ein weiteres unentscheidbares Problem
angeben, das (zumindest in gewissen Grenzen) eine Interpretation fiir Programmierspra-
chen besitzt.

Satz 1.28 Das Halteproblem fiir TURING-Maschinen ist unentscheidbar.
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Beweis: Sei M = (X, Z, z,@Q, ) eine TURING-Maschine. Zur vollstandigen Angabe von
M reicht es offenbar aus, alle Elemente aus X, alle Elemente aus Z \ @ und alle Elemente
aus der Menge § C (Z\ Q) x (X U{x}) x Z x (X U {x}) x {R,L, N} (jede Funktion
f X — Y kann als Relation R C X x Y aufgefasst werden) anzugeben, wenn wir
ohne Beschriankung der Allgemeinheit vereinbaren, bei der Angabe der Elemente aus Z
mit zp anzufangen. (@ ldsst sich dann als die Menge der Zusténde ermitteln, die in der
dritten Komponente von §, aber nicht in Z \ @ vorkommen.) Seien X = {z1,z9,...,2,},
Z ={20,21,-,2m} und Q = {zk11, Zka2, - -+, Zm}. WIr setzen zg = *. Fiir 0 < i < m
und 0 < j < n setzen wir ferner d;; = (2, ;, 25, Tij, 745), falls 8(z;, ;) = (25, 5, ri5) gilt.
Damit lasst sich M durch

1'1,1’2,...,1'”,20,21,...,Zk,doo,(;()l,...,50n,510,511,...,51n,...,5kn

beschreiben. Um aus dieser Beschreibung ein Wort zu erhalten, betrachten wir die Kodie-
rung, die durch folgende eineindeutige Zuordnung gegeben ist:

z; — 0UT0 fiir 0 < j <n,

2 — 017710%  fiir 0 <4 < k,

R — 010°, L — 01%0°, N — 01307,
(— 010%, ) — 01%0%,

,— 010°.

Man beachte, dass durch die letzten drei Zuordnungen den zur Beschreibung eines Quin-
tupels 0;; notwendigen Zeichen ,Klammer auf”, , Klammer zu“ und ,,Komma® jeweils ein
Wort zugeordnet wird. Durch diese Kodierung wird M durch ein Wort iiber {0,1} be-
schrieben.

Wir illustrieren diese Konstruktion anhand der TURING-Maschine aus Beispiel 1.19 b).
Zuerst erhalten wir (mit x; = a, 25 = b, 25 = q) die Beschreibung

a, b7 20, 21, (ZO> *, 20, *?N)> (ZO>aa 21, a, R)a (207 b7 21, b7 R)a (Zla *,q, *?N)7
(Zlﬁ a, 29, @, R)> (Zla ba 20, ba R)

und nach der Kodierung mittels

% — 010,a — 01%0,b — 01°0, 2y — 010%, z; — 01%0%, ¢ — 01307,
R — 010°, L — 01%0%, N — 01°0%, (— 010*,) — 01%0*,, — 010°

die Beschreibung durch das Wort

0120010°01*0010°010%010°0120%010°010*010%010°010010°010%010°
010010°0130%0120*010°010%010%010°01%0010°0120%010°01%0010°
010%0120*010°010*010%010°01°0010°01%0%010°01°0010°010%01%0*010°
010*0120%010°010010°010%010°010010°010°01%0*010°010*01%0%010°
0120010°010%010°01%0010°010%0120%0103010%0120%010°0130010°
010%010°01*0010°010%01%0*
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Mit S bezeichnen wir die Menge aller TURING-Maschinen M = (X, Z, z,Q,0) mit X =
{0,1}, Z = {z0,21,...,2m} und Q = {z,,} fur ein m > 1 (wegen Lemma 1.21 kénnen
wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass @) einelementig ist). Fiir eine
TURING-Maschine M € S sei wy; das Wort, das M nach obiger Kodierung beschreibt. M
bestimmt w), eindeutig, und ist umgekehrt w € {0, 1}* die Beschreibung einer TURING-
Maschine aus S, so ist die TURING-Maschine M € S mit w = w), eindeutig bestimmt.
Ferner ist die Kodierung wjy; von M € S eine mogliche Eingabe fiir die TURING-Maschine
M.

Hilfssatz 1. Das Problem

Gegeben: w € {0,1}*
Frage: Ist w Kodierung einer TURING-Maschine aus S 7

18t entscheidbar.

Wir geben nur die Idee des Beweises, die Realisierung der Idee durch eine formale TURING-
Maschine ist aufwendig und bleibt dem Leser iiberlasssen.

Um festzustellen, ob das Eingabealphabet der TURING-Maschine {0,1} ist und Z min-
destens zwei Zustinde enthélt, ist nur zu testen, ob w mit 010010°0120010°0102010°01202
beginnt. Dann wird getestet, ob nach diesem Anfang (von der Kodierung der Kommas
abgesehen) Kodierungen von Zustdnden und Quadrupeln 4;; folgen und ob die in den
Quadrupeln auftauchenden Eingabesymbole und Zustédnde auch in X bzw. Z vorhanden
sind. Abschlieflend wird getestet, ob fiir jedes Paar (z;,%;),2 € Z\ Q,z; € X U {*}, ein
Quintupel 6;; existiert.

Wir betrachten nun die Funktion f:{0,1}* — {0,1}, die durch

Flw) = {0 w = wyy fir ein M € S, fiyr(wyr) ist nicht definiert
| nicht definiert sonst

gegeben ist.
Hilfssatz 2. f ist nicht TURING-berechenbar.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt, d.h. wir nehmen an, dass f TURING-berechenbar
ist und leiten einen Widerspruch her.

Wenn f TURING-berechenbar ist, so gibt es nach Definition eine TURING-Maschine N
mit fy = f. Da offensichtlich N € S gilt, existiert eine Kodierung wy von N.

Wenn fiir die Kodierung wy von N der Wert f(wy) definiert ist, so folgt aus der Definition
von f, dass fy(wy) nicht definiert ist. Dies widerspricht aber f = fx.

Ist dagegen f(wy) nicht definiert, so besagt die Definition von f gerade, dass fy(wy)
definiert sein muss. Damit erhalten wir erneut einen Widerspruch zu f = fy.

Da es nach Hilfssatz 1 entscheidbar ist, ob ein Wort w € {0,1}* eine Kodierung einer
TURING-Maschine ist, kann es nicht entscheidbar sein, ob fy;(wys) definiert ist oder nicht,
da sonst die Funktion aus Hilfssatz 2 TURING-berechenbar wire. Damit ist die Behaup-
tung von Satz 1.28 bewiesen (es ist sogar noch mehr gezeigt worden, da nicht beliebige
Worter x sondern nur Kodierungen von TURING-Maschinen betrachtet wurden). O

Satz 1.29 Das Problem

Gegeben: LOOP /WHILE-Programm 11, n € N
Frage: Ist ®p1(n) definiert?
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1st unentscheidbar.

Beweis: Zu jeder TURING-Maschine M koénnen wir entsprechend den Beweisen von Satz
1.24 und Satz 4.6 ein LOOP/WHILE-Programm IT mit ¢(fy(w)) = @1 (¢ (w)) kon-
struieren. Die Funktion 1 aus dem Beweis von Satz 1.24 und ihre Umkehrung sind
TURING-berechenbar. Wére nun das Problem aus Satz 1.29 entscheidbar, so wére auch
entscheidbar, ob ¥(fy/(w)) und damit fy;(w) definiert ist oder nicht. Dies widerspricht
aber Satz 1.28. O

Wir merken an, dass die Aussage von Satz 1.29 wie folgt gedeutet werden kann: Sind
in einer Programmiersprache Konstrukte vorhanden, die der LOOP- bzw. WHILE-
Anweisung entsprechen, so kann fiir ein beliebiges Programm nicht entschieden werden, ob
es bei einer beliebigen Eingabe ein Resultat liefert. Um dieser katastrophalen Situation zu
entgehen, werden bei der Definition von Programmiersprachen zusétzlichen Bedingungen
eingebaut, die eine uneingeschrinkte Anwendung der Konstrukte nicht zulassen.

Definition 1.30 i) Zwei TURING-Maschinen My und My heiffen dquivalent, wenn fy, =

sz ngt
ii) Zwei LOOP /WHILE-Programme 11y und Iy heifflen dquivalent, wenn @, 1 = P, 1

gilt.

Es ist leicht zu sehen, dass diese beiden Aquivalenzen die Eigenschaften einer Aquivalenz-
relation erfiillen.

Sei M eine Menge, in der eine Aquivalenz erklirt ist. Das Aquivalenzproblem fiir Elemente
aus M ist durch

Gegeben: zwei Elemente A; und A, aus M
Frage: Sind A; und A, dquivalent?

gegeben.
Satz 1.31 Das Aquivalenzproblem fiir TURING-Maschinen bzw. LOOP /WHILE-Pro-

gramme 1st unentscheidbar.

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir TURING-Maschinen. Die Ubertragung auf den Fall
der LOOP /WHILE-Programme erfolgt analog zum Beweis von Satz 1.29.

Seien eine TURING-Maschine M und ein Wort w iiber dem Eingabealphabet von M
gegeben. Wir konstruieren zunéchst in Abhéngigkeit von M und w die TURING-Maschinen
M; und N, deren induzierte Funktionen fy;, und fy durch

1 v =w
nicht definiert sonst

fint) = {

und
v frr(v) ist definiert

Ix(v) = {m’cht definiert sonst

gegeben sind. (fys, ist nach Ubungsaufgabe 5 LOOPWHILE-berechenbar, und wegen
Satz 1.25 gibt es daher eine solche TURING-Maschine Mj; N ergibt sich aus M durch
folgende Modifikation: zuerst kopiert N das Eingabewort v auf das Band, arbeitet auf v

38



wie M, und falls ein Endzustand erreicht wird, wird das erhaltene Resultat fy;(v) geloscht,
womit auf dem Band nur noch die Kopie von v steht.)

Ferner kénnen wir nun eine TURING-Maschine M, konstruieren, die die Komposition von
fn und fiy ist (sieche Lemma 1.22). Offenbar gilt

1 v=w und fy(w) ist definiert
nicht definiert sonst ’

Fin(v) = Fan(In () = {

Damit gilt fi, = fu, genau dann, wenn f(w) definiert ist. Wenn die Aquivalenz von
M; und M, entscheidba}"' wire, so wire auch entscheidbar, ob fy,(w) definiert ist. Wegen
Satz 1.28 ist daher das Aquivalenzproblem fiir TURING-Maschinen unentscheidbar. O

Auch hier ist wieder festzustellen, dass eine Interpretation von Satz 1.31 dahingehend
moglich ist, dass es unentscheidbar ist, ob zwei Programme die gleichen Abbildung der
Eingaben in Ausgaben realisieren.

Bei den Beweisen von Satz 1.29 und 1.31 wurde die gleiche Methode benutzt. Es erfolgte
eine Reduktion des zu betrachtenden Problems auf ein Problem, dessen Unentscheidbar-
keit bereits gezeigt wurde, in der Weise, dass aus der Entscheidbarkeit des betrachteten
Problems auch die des unentscheidbaren Problems folgen wiirde. Diese Methode ist die
am meisten benutzte, um Unentscheidbarkeiten zu zeigen.

Im Folgenden wollen wir zuerst zwei weitere Probleme angeben, die unentscheidbar sind
und in natiirlicher Weise entstehen. Hierbei werden wir auif die Beweise der Unentscheid-
barkeit aus Platzgriinden verzichten. Unter Verwendung des zweiten dieser Probleme zei-
gen wir dann die Unentscheidbarkeit von Problemen der Pradikatenlogik.

Im Jahre 1900 hielt der deutsche Mathematiker DAVID HILBERT (1862-1943) auf dem
Internationalen Mathematikerkongress einen Hauptvortrag, in dem er 23 Probleme vor-
stellte, die nach seiner Meinung von besonders grofler Bedeutung fiir die Mathematik

waren. Das 10. Problem lautet:
Gegeben: eine natiirliche Zahl n > 1, eine endliche Menge F' C Ny, ¢;, 5.5, € 2,
ein Polynom p(x1, %2, ...,2n) = X(i, iy, in)eF Cirig.inT1 T3 - - T
Frage: Gibt es eine Losung von p(zq, 22, ..., 2,) = 0in Z" ?

Zum Beispiel hat
p(z,y, 2) = 3xyz® + 5ay? — 42’yz =0

die Losung x = 2,y = 1,2z = 1, wahrend
plx,y, z) = 20*y® + 32222 + 245 — 1 =0

keine ganzzahlige Losung besitzt (da geradezahlige Potenzen von ganzen Zahlen stets
nichtnegative ganze Zahlen und somit die ersten drei Summanden 0 oder > 2 sind).
Genauer gesagt, fragte HILBERT nach einem Algorithmus zur Losung des eben genannten
Problems. In unserer Terminologie stellte er die Frage nach der Entscheidbarkeit des
Problems. Die Loésung des Problems wurde nach Vorarbeiten von ROBINSON im Jahre
1960 vom JU.V.MATIJASEVIC gegeben.

Satz 1.32 Das 10. HILBERTsche Problem ist unentscheidbar. O
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Entsprechend diesem Ergebnis gibt es keinen Algorithmus, der fiir alle Polynome die
richtige Antwort gibt. Auf der anderen Seite gibt es natiirlich Teilmengen, die nur spezielle
Polynome enthalten, fiir die es dann Algorithmen gibt. Wir erwdhnen hier zwei solche
Fille.

e Wir beschrianken uns auf die Menge der linearen Polynome, d.h. die Polynome sind
von der Form

p(1, 29, ..., Ty) = ag + @171 + a2 + .. . + apT,.

Dann gibt es genau dann eine ganzzahlige Losung, wenn der grofite gemeinsame Tei-
ler d der Koeffizienten ay, ay, . . ., a, ein Teiler von aq ist. (Sei zuerst (by, by, ..., b,) €
Z" eine Losung. Dann ist d ein Teiler von aiby + asbs + ... + a,b,. Wegen —ay =
arby + asby + ... 4+ apb, ist d damit ein Teiler von ag. Umgekehrt gibt es fiir

den grofiten gemeinsamen Teiler d von aq,as,...,a, eine Darstellung der Form
d = aycy +asca+ ...+ a,c, mit gewissen ganzen Zahlen ¢y, co, ..., c,. Falls ag = kd,
dann ist (kcq, kea, . . ., kc,) eine Losung.) Da der grofite gemeinsame Teiler nach dem

EukriDischen Algorithmus bestimmt werden kann und es entscheidbar ist, ob eine
ganze Zahl Teiler einer anderen ganzen Zahl ist, ist es auch entscheidbar, ob ein
Polynom der obigen speziellen Art eine Nulstelle in Z™ hat.

e Wir betrachten nur Polynome in einer Variablen, d.h. Polynome der Form
p(z) = ap + a1z + asx® + ...+ apa”.

Wenn —ay = a1 + ax® + ... + a,x™ gelten soll, muss offenbar z ein Teiler von
ag sein. Da es nur endlich viele Teiler von ag gibt, ldsst sich mittels Durchtesten
aller dieser Teiler feststellen, ob einer von ihnen Nullstelle von p ist. Dies liefert
offensichtlich einen Algorithmus zur Beantwortung, ob p eine ganzzahlige Nullstelle
hat.

Wir betrachten nun das PosTsche Korrespondenzproblem:

Gegeben: Alphabet X mit mindestens zwei Buchstaben, n > 1,

Menge {(u1,v1), (uz, v2), ..., (U, v,)} von Paaren mit u;,v; € X
firl<i<n
Frage: Gibt es eine Folge i1y .. .4, mit 1 <i; <n fir 1 <j < m derart, dass

Uiy Uiy -+ v - Ug,, = Vi Ugy oo .Uy
gilt?

m

Beispiel 1.33 a) Seien n = 3, X = {a, b, ¢} und die Menge {(aa, a), (bc, ab), (¢, cca)} von
Paaren gegeben. Dann ist 41i2i3i4 = 1231 eine Folge der gesuchten Art, denn es gilt

U UU3UL = aa - be - c-aa = a - ab - cca - a = ViUV

b) Fiir n =2, X = {a, b} und die Menge {(aab, aa), (ab,ba)} von Paaren gibt es dagegen
keine derartige Folge. Dies ist wie folgt zu sehen: Wegen |ui| > |vi| und |ug| = |vo| kann
die Folge keine 1 enthalten, und die Folge kann nicht nur aus dem Symbol 2 bestehen, da
uo mit @ und vy mit b anfingt.
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Abbildung 1.3:

Zur Motivation des PosTschen Korrespondenzproblems betrachten wir zwei Kodierungen
¢1 und ¢y der Menge {1,2,...,n}, die in der Abbildung 1.3 gegeben sind.
Dann gelten

¢1 (’ilig e Zm) = Ui Ujy - - - Uy, und ¢2(i1i2 Ce Zm) = Vi1 Viy - - - U5, -

Folglich ist die Frage des PosTschen Korrespondenzproblems damit gleichwertig, zu fra-
gen, ob eine Folge von Elementen aus {1,2,...,n} existiert, die bei beiden Kodierungen
¢1 und ¢y auf das gleiche Wort abgebildet wird.

Satz 1.34 Das PosTsche Korrespondenzproblem ist unentscheidbar. O

Fiir die Diskussion von Spezialfillen verweisen wir auf die Ubungsaufgaben 15 und 17.
Wir werden nun die Unentscheidbarkeit zweier Probleme der Prédikatenlogik durch Re-
duktion auf das Postsche Korrespondenzproblem zeigen.?

Satz 1.35 i) Es ist unentscheidbar, ob ein prdadikatenlogischer Ausdruck eine Tautologie
15t.
ii) Es ist unentscheidbar, ob ein pradikatenlogischer Ausdruck erfillbar ist.

Beweis. i) Wir geben eine Reduktion auf das PosTsche Korrespondenzproblem an. Sei
dazu eine Menge V' = {(u1,v1), (u2,v2), ..., Un, v,)} von Paaren nichtleerer Wérter iiber
dem Alphabet {0, 1} gegeben. Dieser ordnen wir nun eine Signatur Sy und einen Ausdruck
Ay so zu, dass Ay genau dann eine Tautologie ist, wenn das zu V' gehorende PosTsche
Korrespondenzproblem eine Losung hat.

Wir definieren zuerst die Signatur Sy durch

Flz{anfl}7 FZ:@fuIZEQ,
Ry={r}, Rj=0fiir j=1und j > 3,
K ={a}.

die Funktion f, fiir ein nichtleeres Wort w = iyis .. .0y, i € {0,1} fir 1 < k < m durch
fu(x) = fi, (fia (- fin () .) -

Offenbar gilt dann f,;(z) = fu(fi(z)) fir w € {0,1}" und ¢ € {0,1} und damit auch
fw1w2(x> = fll)1(fw2(x>> fiir wy, w2 € {O, 1}*

2Wir nehmen dabei an, dass der Leser mit den Grundbegriffen der Pridikatenlogik vertraut ist. Wir
verwenden hier die Terminologie von J. DASsOw, Logik fiir Informatiker, Teubner-Verlag, 2005.
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Weiterhin setzen wir

Ay = (r(fu(a), fo, (@) Ar(fus(a), for (@) Ao Ar(fu,(a), fo, (@),

Ay = Vavy(r(z,y) — (r(fu (@), fo () Ar(fus(2), foa W) A - AT (fun (2), fon (8))))
Ay = Fzr(z,2),

Ay = ((AjNAp) — A3).

Wir nehmen nun zuerst an, dass Ay eine Tautologie ist. Sei I = (U, 7) die Interpretation
mit

e U =101},

e 7(a) =\,

o fiir s € {0, 1} ist die Funktion 7(f;) durch 7(f;)(w) = iw definiert,

e 7(r) ist die Menge aller Paare (w,w’) € ({0,1}*)?, fiir die es eine Folge iyis. . .1,
mit 7; € {1,2,...,n} fir 1 < j < r, w = ujuy...w, und W' = v;v;, ...
gibt (d.h. dass w und w" werden also durch Konkatenation der ersten bzw. zweiten
Komponente von Elementen aus V' gebildet).

T

Man sieht nun sofort, dass 7(f,)(w') = ww' gilt. Damit gilt fiir jede Belegung « die
Beziehung w!(A;) = 1, da (7(fu,)(N), 7(fo, )(N)) = (ug, vx) € 7(r) fiir 1 < k < n giiltig

ist. Gilt nun (w,w’) € 7(r), also w = u;,u;, . .. u;, und W' = v;, vy, . .. v;,, S0 ergibt sich

(7 (fu) (), 7(fu ) (W) = (unw, vw') = (urtti, iy - - iy, OV Vs, - - v3,) € T(r)

fiir 1 < k < n und damit auch w’(A4,) = 1. AuBerdem gilt wl(Az) = 1 genau dann, wenn
es eine Losung des PosTschen Korrespondenzproblems bez. V' gibt.

Da Ay eine Tautologie ist, folglich w!(Ay) = 1 ist, ergibt sich auch w!(A3) = 1. Somit
hat das PosTsche Korrespondenzproblem bez. V' eine Losung.

Habe jetzt umgekehrt das PosTsche Korrespondenzproblem bez. V' eine Losung j1 7 . . . Js-
Wir setzen

u = Uj1Uj2 .. .Ujs = Ujlva .. ’Ujs .

Ferner sei J = (U’, 7') eine beliebige Interpretation von Sy und « eine beliebige Belegung
bez. J. Dann definieren wir die Abbildung u : {0,1}* — U’ induktiv durch

pA) = 7(a),
p(w0) = 7'(fo)(u(w)),
p(wl) = 7'(fi)(p(w)).

Damit ergibt sich durch einen Induktionsbeweis

p(x) =7'(f2)(7'(a)).

Falls w’(A;) = 0 oder w’(Ay) = 0 gelten, so ist w’(Ay) = 1. Sei daher w’(A;) =1 und
wl(Ay) = 1. Fiir 1 < k < n folgt aus ersterem

(7' (fu) (7' (@), 7' (fu (7'(a)) = (u(ur), plor)) € 7'(r)
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und aus letzterem folgt, dass (u(w), u(w’) € 7'(r) die Beziehung p(wxy), p(w'vg) € 7'(r)
impliziert. Hieraus erhalten wir durch Induktion

(po(iy Wiy - . w,), (05,04 - - 0,)) € T'(7)

fiir beliebige t > 1,4, € {1,2,...,n}, 1 <[ < t. Insbesondere erhalten wir

(n(w), p(u)) = (ulujug, - . uj,), p(o v, - v5,)) € 7(r).

Dies bedeutet aber w’(A3) = 1 und somit w’(Ay) = 1.

Folglich ist Ay eine Tautologie.

ii) Offenbar ist A genau dann erfiillbar, wenn —A keine Tautologie ist. Die Entscheidbarkeit
der Erfiillbarkeit von A wiirde daher die Entscheidbarkeit der Frage, ob —A eine Tautologie
ist, nach sich ziehen. Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu i). O

Bei der Behandlung von Entscheidbarkeitsfragen fiir formale Grammatiken und Sprachen
werden wir weitere Anwendungen des PosTschen Korrespondenzproblems behandeln.

Ubungsaufgaben

1. Konstruieren Sie LOOP /WHILE-Programme fiir folgende Funktionen:
a) f(xl) = 2:21’

b) f(z1) = x§, wobei a eine feste natiirliche Zahl ist.

2. Geben Sie LOOP /WHILE-Programme fiir folgende Konstrukte aus Programmier-
sprachen an:

a) IF 25 > 2 THEN 27 := 21 + 2o ELSE z; := 0,
b) FOR i = 10 TO 20 DO z; := i * 7.

3. Welche Funktionen werden durch die nachfolgenden Programme berechnet?
a) Tg 1= P(x9); xo := P(12); w9 := P(x3);
WHILE 2, #0 BEGIN
xo := P(x9)
END:;
Tl ‘= T3
b) xg := xy;
LOOP z; BEGIN z3 := P(z3) END:;
WHILE z3 # 0 BEGIN z; := x3;23 := 0 END

4. Berechnen Sie, welchen Wert die Variable z; nach Abarbeitung des folgenden Pro-
gramms bei gegebener Eingabe x; annimmt.
To = S(x1); w3 := 0; 14 := T1;
WHILE z; # 0 BEGIN
x1:= P(x1); 21 := P(x1); 29 1= P(22); 29 := P(x9)
END;
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WHILE z; # 0 BEGIN z3 := S(x3); 29 := P(z2) END;
WHILE z; # 0 BEGIN

xg = P(x3)

END;

T = T4

5. Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) Eine totale Funktion, die nur an endlich vielen Stellen einen von 0 verschiedenen
Wert annimmt, ist LOOP /WHILE-berechenbar.
b) Seien N eine endliche Menge von Ny und f : N — N’ eine totale Funktion. Dann
sind die Funktionen f’ und f” mit

f’(m):{o reN

1 sonst

und
f’l(l’): {f(x) reN

nicht definiert sonst

LOOP/WHILE-berechenbar.

6. Durch die beiden folgenden Tabellen sei jeweils eine TURING-Maschine beschrieben:

| | =
* (Z07*7N> (q7*7N)
a (Zl7 a, R) (’Z07 a, R)
b (Zl7 b7 R) (ZO7 b7 R)

a)

| =0 | =z | o= | =2 | = | = | Em | =
b) (g,*, N) (z2,%, R) (z? yR) | (z1,a,L) | (21,b,L) | (22,% L) | (23,%R) | (q,% N)
a | (zL, %R | (2},a,R) | (sf,a,R) | (32,a,R) | (:2,a,R) | (21,a,L) | (22,a,L) | (20,% R)
b | (24,%R) | (25,6, R) (zlz,b, R) | (22,b,R) (z%,b, R) | (21,b,L) | (22,b,L) | (20,% R)

Berechnen Sie die von diesen TURING-Maschinen indizierten Funktionen {a,b}* —

{a,b}*.

7. Es sei
= ({a7 b}7 {ZO7 21, %2, 23, q}7 20, {q}7 5)

eine TURING-Maschine, bei der die Funktion ¢ durch folgende Tabelle gegeben ist:

| o | s | m | oam |
* ‘ (227*7[/ ‘ q7*7N ‘ q7*7N ‘ q7*7N ‘
a ‘ (z1,a,R) ‘ 20, a, R) ‘ (z3,a,L) ‘ (29,0, L) ‘
b ‘ (z1,a, R) ‘ (20,0, R) ‘ (z3,b, L) ‘ (22,0, L) ‘

i) Bestimmen Sie fy;(abaabb).
ii) Bestimmen Sie die induzierte Funktion fy; : {a,b}* — {a,b}*.
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8. Geben Sie eine TURING-Maschine M an, deren induzierte Funktion
a) die Funktion P ist,
b) die Funktion fy; : {a,b}* — {a,b}* mit

2

— 2,2
fM(SClLUQ Ce In) = T1T1T2T2 .. . Tndy = LTy ... T,

ist.
9. Beweisen Sie, daf es zu jeder TURING-Maschine M eine TURING-Maschine M’ mit

fur(z) = { 1 far () ist definiert
M | nicht definiert sonst

gibt.
10. Geben Sie eine TURING-Maschine an, die 1 bei einem Palindrom und sonst 0 ausgibt.

11. Mit div bzw. mod seien die ganzzahlige Division bzw. der dabei auftretende Rest
bezeichnet. Ferner sei die Funktion © : N? — N durch

r—y firz>y

xey:{o sonst

gegeben. Beweisen Sie jeweils mittels der Definitionen (d.h. ohne Benutzung von
Aussagen mittels derer eine Berechenbarkeit in eine andere tiberfithrt wird), dass
diese drei Funktionen

a) LOOP-berechenbar,

b) TURING-berechenbar

sind.

12. Eine Menge M C X* heifit genau dann rekursiv-aufzdhlbar, wenn es eine TURING-
berechenbare Funktion N — X* gibt, deren Wertebereich M ist. (Anstelle der
TURING-Berechenbarkeit konnen wir auch einen anderen der gleichwertigen Bere-
chenbarkeitsbegriffe zugrundelegen, wobei dann aber statt einer Menge von Wortern
eine Menge natiirlicher Zahlen zu nehmen ist.)

Beweisen Sie, dass die Menge aller Worter tiber dem Alphabet {a, b}, die genau zwei
Vorkommen des Buchstaben a enthalten, und die Menge der Primzahlen rekursiv-
aufzahlbar sind.

13. Beweisen Sie, dass eine Menge M genau dann rekursiv-aufzihlbar (siche Ubungs-
aufgabe 12) ist, wenn M Definitionsbereich einer TURING-berechenbaren Funktion
ist.

14. Beweisen Sie, dass eine Menge M genau dann entscheidbar ist, wenn M und X \ M
rekursiv-aufzihlbar (siehe Ubungsaufgaben 12 und 13) sind.

15. Beweisen Sie, dass das Problem

Gegeben: Alphabet X, n>1,m > 1,

{(u1,v1), (ug,v2), ..., (Un,vn)}, wsyv; € X und |uy| = v =m
firl<i<n
Frage: Gibt es eine Folge 414y . .. 4 mit w;, w4, . .. Uy, = Vi, U4y - .. V;,
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16.

17.

entscheidbar ist.

Beweisen Sie, dass das PosTsche Korrespondenzproblem fiir einelementige Alpha-
bete X entscheidbar ist.

Untersuchen Sie, ob das 10. Hilbertsche Problem fiir folgende Fille eine Losung
besitzt:

a) 3 — 32? — 62+ 18 = 0,
b) 223y + 4x2? — 2y +1 =0,
c) xt — 22%y? + 2yt = 3 = 0.
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Kapitel 2

Formale Sprachen und Automaten

2.1 Die Sprachfamilien der Chomsky-Hierarchie

2.1.1 Definition der Sprachfamilien

Im Kapitel 1 haben wir mehrere gleichwertige Definitionen fiir Algorithmen behandelt. Als
Grundlage dienten dabei einmal eine spezielle einfache Programmiersprache, die LOOP/
WHILE-Programme erzeugt, und ein anderes Mal ein spezieller Typ von Maschinen, die
TURING-Maschinen. In diesem Kapitel werden wir uns direkt dem Studium von formalen
Sprachen bzw. Automaten als Abstraktionen von Programmier- und natiirlichen Sprachen
bzw. von Computern und Rechenmaschinen zuwenden.

Wir beginnen dabei mit der Definition eines allgemeinen Typs von formalen Grammatiken
und Sprachen und geben dann einige wichtige und interessante Spezialfille an.

Jede natiirliche Sprache basiert auf einer Grammatik, in der die Regeln zusammengestellt
sind, nach denen sich syntaktisch richtige Sétze der Sprache bilden lassen. Eine &hnliche
Rolle spielen die Handbiicher fiir Programmiersprachen; auch sie enthalten verschiedene
Anweisungen und Kommandos, durch deren Anwendung korrekte Programme erzeugt
werden.

Die Syntax einer natiirlichen Sprachen gibt an, wie ein Satz bzw. Teile eines Satzes aus
grammatischen Einheiten aufgebaut werden kann. Wir erwdhnen hier beispielhaft die
folgenden Konstruktionen.

(Satz) — (Substantivphrase)(Verbphrase)

(Satz) — (Substantivphrase)(Verbphrase)(Objektphrase)
(Substantivphrase) — (Artikel)(Substantiv)
(Verbphrase) — (Verb)(Adverb)

Das erste Konstrukt besagt, dass ein Satz aus einem Substantiv und einem Verb beste-
hen kann, das zweite entspricht dem vom Englischunterricht her bekannten Aufbau eines
Satzes aus Subjekt, Priadikat und Objekt (man sieht, dass fiir einen Satz verschiedene Zer-
legungen in grammatikalische Teile moglich sind). Die beiden letzten Vorschriften sagen,
wie eine Substantivphrase bzw. eine Verbphrase weiter zergliedert bzw. wie diese aufge-
baut werden kénnen. Weiterhin gibt es eine Zuordnung der Worter der deutschen Sprache
zu Wortarten. Dies kann durch die folgenden Konstruktionen beschrieben werden.

47



(Substantiv) — Hund
(Substantiv) — Banane
(Artikel) — der
(Artikel) — ein
(Verb) — geht
(Verb) — singt

(Adverb) — langsam

Durch Nacheinanderanwendung der obigen Vorschriften kénnen u. a.

(Satz) = (Substantivphrase)(Verbphrase)
— (Substantivphrase)(Verb)(Adverb)
— (Substantivphrase) geht (Adverb)
= (Substantivphrase) geht langsam

= (Artikel)(Substantiv) geht langsam
= der (Substantiv) geht langsam

=—> der Hund geht langsam
und in analoger Weise kann auch
(Satz) = ... = ein Banane singt langsam

hergeleitet werden. Wir machen darauf aufmerksam, dass der letzte Satz zwar inhaltlich
falsch, aber syntaktisch korrekt ist.

Kommen wir nun zu den Programmiersprachen. Hier legt das Programmierhandbuch fest,
in welcher Weise das Programm selbst bzw. seine Teilstiicke aufgebaut sein konnen. Als
Beispiel geben wir nachfolgend einige Regeln, die sagen, wie Zahlen in einem PASCAL-
Programm aussehen koénnen.

(unsigned integer) — (digit) | (digit){digit}

(unsigned real) — (unsigned integer).(digit){digit} | (unsigned integer)E(scale
factor)

(scale factor) — (unsigned integer) | (sign) (unsigned integer)

(digit) - 0] 1|2[3|4|5]6|7]8]9

(sign) — + | -

Hieraus erhalten wir die folgende Sequenz

(unsigned real) = (unsigned integer)E(scale factor)
— (digit){digit } E(scale factor)
— 3{digit } E(scale factor)
= 314E(scale factor)
= 314E(sign)(unsigned integer)
— 314E—(unsigned integer)
— 314E(digit)
— 314E-2

aus der hervorgeht, dass (die Néherung) 3,14 (fiir 7) eine reelle Zahl ist.
Wir stellen folgende Gemeinsamkeiten fest:
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e Kigentlich handelt es sich bei den Vorschriften um Ersetzungsregeln. Gewisse Ob-
jekte werden durch andere ersetzt.

e Es gibt Objekte, die ersetzt werden (z. B. (Substantivphrase), (unsigned real)),
und andere Objekte, die durch die Ersetzungen nicht verindert werden, sondern
endgiiltigen Charakter haben (wie die Worter der Sprache selbst oder die Ziffern
0,1,2,...,9 und die Zeichen + und —).

e Die Erzeugungen beginnen mit festgelegten Objekten (wie (Satz) oder (program))
und enden, wenn nur noch unveréanderliche Objekte vorhanden sind.

Wir werden auf dieser Basis im Folgenden formale Grammatiken und Sprachen definieren.
Dabei wollen wir Objekte als Buchstaben eines Alphabets auffassen, und die erzeugten
Satze bzw. Programme bzw. Programmestiicke sind dann Wérter iiber dem Alphabet, das
z. B. als Buchstaben alle deutschen Worter bzw. die Elemente if, while, Ziffern usw.
enthélt.

Um die Moglichkeiten zur Wahl von Alphabeten nicht ausufern zu lassen, wollen wir im
Folgenden immer annehmen, dass die betrachteten Alphabete (endliche) Teilmengen einer
festen abzéhlbar-unendlichen Menge sind.

Unter einer Sprache iiber dem Alphabet V' verstehen wir im Folgenden stets eine beliebige
Teilmenge von V*. In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Moglichkeiten der
Beschreibung von (unendlichen) Sprachen durch endliche Objekte untersucht.

Definition 2.1 FEine Regelgrammatik (oder kurz Grammatik) ist ein Quadrupel
G = (N’ T? P? S)?
wobei

e N und T endliche, disjunkte Alphabete sind, deren Vereinigung wir mit V bezeich-
nen,

e P eine endliche Teilmenge von (V*\ T*) x V* ist, und
e Se N gilt

Dabei ist N das Alphabet der Nichtterminale oder Hilfssymbole (wie (Substantivphrase)
oder (unsigned real)) und 7" das Alphabet der Terminale. Im Folgenden werden wir meist
grofle lateinische Buchstaben zur Bezeichnung der Nichtterminale und kleine lateinische
Buchstaben fiir die Terminale verwenden. Die Elemente aus P heiflen Regeln. Meistens
werden wir das Paar («, ) aus P in der Form @ — [ schreiben, da diese Notation
der Anwendung von Regeln (in der néchsten Definition) als Ersetzung entspricht. S heifit
Axiom oder Startwort (und entspricht (Satz) bzw. (program)).

Definition 2.2 FEs sei G = (N, T, P,S) eine Regelgrammatik wie in Definition 2.1 be-
schrieben. Wir sagen, dass aus dem Wort v € V* das Wort v € V* erzeugt wird, wenn

Y =mavy, ¥ =npy, a— FEP
fiir gewisse v1,v2 € V* gelten. Wir schreiben dann

v=7"
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Entsprechend Definition 2.2 entsteht 4 aus «, indem ein Teilwort « in v durch § ersetzt
wird, wenn eine Regel a — [ in P existiert. Die Regeln geben also an, welche lokalen
Ersetzungen ausgefiihrt werden kénnen, um aus einem Wort ein neues zu erzeugen.

Die Anwendung einer Regel nennen wir auch einen Ableitungsschritt oder sagen, dass '
aus 7y direkt abgeleitet oder generiert wird. Falls die bei der Erzeugung verwendete Regel
p = a — [3 betont werden soll, so schreiben wir v =, +'. Durch = wird offenbar
eine Relation, d.h. eine Teilmenge von V' x V* definiert. Wie iiblich kann hiervon der
reflexive und transitive Abschluss =* gebildet werden, d.h. es gilt

v="7
genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl n > 0 und Worter dg, 01,9, ..., 0,_1, 0, mit
V=0 =0 =0 = ...= 1 = O =7

gibt (im Fall n = 0 gilt ¥ = 4/, und im Fall n = 1 haben wir 7y = «/). Somit gilt
v =* 4/ genau dann, wenn 7/ durch iterierte Anwendung von (nicht notwendigerweise
gleichen) Regeln aus v entsteht. Gilt v =* 4/, so sagen wir auch 4/ ist aus v (in mehreren
Schritten) ableitbar oder erzeugbar.

Ein Wort w € V* heif3it Satzform von G, wenn S =>* w gilt, d.h. wenn w aus S erzeugt
werden kann.

Definition 2.3 Fir eine Grammatik G = (N, T, P,S) aus Definition 2.1 ist die von G
erzeugte Sprache L(G) durch

LG)={w:weT" und S =" w}
definiert.

Entsprechend dieser Definition besteht die von G erzeugte Sprache also aus allen Satzfor-
men von G, die nur Terminale enthalten. Ferner zeigt diese Definition die Notwendigkeit
der Angabe von S in der Definition 2.1, da nur die aus S in mehreren Schritten ableitbaren
Worter iiber T die Sprache bilden.

Diese Definition macht auch deutlich, warum die Elemente aus N bzw. T" Nichtterminale
oder Hilfssymbole bzw. Terminale heiflen. Die Elemente aus N werden fiir die Sprache
selbst nicht bendétigt, sie erscheinen nur in Zwischenschritten der Ableitung, haben daher
Hilfscharakter. Die Terminale dagegen bilden das Alphabet, iiber dem die Endworter de-
finiert werden, wobei Endwort so zu verstehen ist, dass aus diesen Wértern keine weiteren
mehr abgeleitet werden konnen.

Wir betrachten nun einige Beispiele.
Beispiel 2.4 Wir betrachten die Regelgrammatik

Gl = ({S>A7 B}> {aa b}> {plap2ap3ap4ap5}>s)
mit
pIIS%AB, p22A—>aA7 p3:AH)‘7 p4:BHBb7 p5:B—>>\
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Wir zeigen zuerst, dass jede Satzform von G eine der folgenden Formen hat, wobei n und
m beliebige natiirliche Zahlen sind:

S, a"ABb™, a"Ab™, a"Bb™, a"b™. (%)

Dies gilt offensichtlich fiir das Startwort S und das einzige daraus in einem Schritt ab-
leitbare Wort AB (n = m = 0). Wir betrachten nun ein Wort der Form a" ABb™. Hierfur
ergeben sich nur die folgenden direkten Ableitungen

a"ABV" =, a"aABb", a"ABb" =, a" \Bb™,
a"ABV" =, a"ABW", a"ABH" =, a" AN

Folglich sind aus a” ABb™ nur die Worter
a"TYABO™, o"Bb™, a"ABV™, q" AD™

in einem Schritt ableitbar, die alle von der gewiinschten Form sind. Analog kann man
leicht nachweisen, dass auch alle in einem Schritt aus a™Ab™ bzw. a"Bb™ ableitbaren
Worter von einer der Formen aus () sind. Da aus a™b™ keine Worter ableitbar sind, ist
damit die obige Aussage bewiesen.

Wir beweisen nun, dass sogar jedes Wort der in (%) genannten Form eine Satzform von
G ist. Mit Ausnahme von a™ Ab™ folgt dies aus der folgenden Ableitung:

S =, AB = aAB = aaAB = ...=d" 'AB
(n—1)—malige Anwendung von p2
=,, a"AB = a"ABb=>a"ABV = ... = a"AB"

m—malige Anwendung von p4

==, a"'Bb" =, a"b".

Da die von G; erzeugte Sprache nur Worter iiber {a, b} enthélt, besteht L(G;) aus allen
Wortern der Form (k) in {a, b}*. Somit gilt

L(Gy) ={a™b™ :n>0,m > 0}.
Beispiel 2.5 Es sei
Go = ({5}, {a,b},{S — aSb, S — ab}, S).

Mittels vollsténdiger Induktion zeigen wir nun, dass durch n > 1 Ableitungsschritten
genau die Worter a”Sb™ und a™b™ aus S erzeugt werden konnen.

Dies gilt offenbar fiir n = 1, denn aus dem Axiom S werden durch Anwendung der beiden
Regel S — aSb bzw. S — ab die Worter aSb bzw. ab abgeleitet.

Sei nun w ein Wort, das durch n Ableitungsschritte aus S erzeugt wird. Nach Definition
muss w dann durch Anwendung einer Regel auf ein Wort v entstehen, wobei sich v in
n — 1 Schritten erzeugen lisst. Nach Induktionsannahme muss also v = a"*Sb"~! oder
v =a"'b"! gelten. Im ersten Fall sind durch Ersetzung von S entsprechend den beiden
Regeln die Worter a”S0™ und a™b™ ableitbar; im zweiten Fall enthélt v nur Terminale,
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womit aus v kein Wort mehr abgeleitet werden kann. Somit sind in n Schritten nur a™Sb"
und a™d" erzeugbar. Dies beweist aber gerade die Induktionsbehauptung.

Da die Worter aus L(G2) in einer endlichen Anzahl von Schritten abgeleitet werden
miissen und nur Terminale enthalten diirfen, folgt

L(Gy) = {a™b" : n > 1}.
Beispiel 2.6 Wir betrachten die Regelgrammatik
G3 = <{S7 A}7 {CL, b}, {S - >\7 S — aS, S — Sb}, S)

Wie in Beispiel 2.4 kénnen wir zeigen, dass die Menge der Satzformen aus allen Wortern
der Form a”Sb™ oder a"b™ mit n > 0 und m > 0 besteht, oder wir beweisen in Analogie
zu Beispiel 2.5, dass in k& > 1 Schritten genau die Worter a”Sb™,a™ 'b™, a™b™~! mit
n 4+ m = k erzeugt werden konnen. Daraus ergibt sich

L(G3) ={a"™b™ :n>0,m > 0}.
Beispiel 2.7 Es sei
Gy = ({5, A}, {a,b},{S — \,S — aS,S — a,5S — A/ A — DA, A — b}, 95).

In Abbildung 2.1 sind — bis auf S = A — im Wesentlichen alle moglichen Ableitungen
dargestellt, wobei die nach rechts gerichten Pfeile der Anwendung von S — aS bzw.
A — bA, die nach oben der von S — a und die nach unten der von A — b entspre-
chen; die durch die Regel S — A hervorgebrachten Ableitungen sind noch zusétzlich
einzutragen (jeweils senkrecht bis zum néchsten Wort). Daraus ist leicht zu ersehen, dass
sich erneut

L(Gy) ={a™™ :n>0,m >0}

ergibt. Ein formaler Beweis wie in den vorangegangenen Beispielen bleibt dem Leser iiber-
lassen.

Beispiel 2.8 Es sei die Regelgrammatik

G5 = ({57 A’ B7 B/7 Bl/}’ {a7 b7 C}, {p17p27p37p47p57p67p77p8}7 S)
mit

pr =S — ABA, py = AB — aAbB', p3 = AB — abB", py = B'b — bB’,
ps = B"b — bB", p¢ = B'A — BAc, p; = B"A — ¢, pg = bB — Bb

gegeben. Durch eine Analyse aller moglichen Ableitungen wollen wir L(G5) bestimmen.
Fir n > 0 sei w,, = a"ABb" Ac".

Wir betrachten zuerst den Fall n > 2. Die einzigen auf w, anwendbaren Regeln sind ps
und ps.

Fall 1: Anwendung von p,. Wir erhalten das Wort a"*1 AbB'b" Ac™. Nun ist nur p, an-
wendbar, und die Anwendung dieser Regel liefert a"**AbbB'b" 1 Ac", d.h. wir haben B’
um eine Position nach rechts verschoben. Erneut ist nur p, anwendbar, und wir kénnen
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Abbildung 2.1: Ableitungen in Beispiel 2.7

B’ um eine Position weiter nach rechts verschieben. Diese Situation hélt an, bis wir das
Wort a™ ™t Ab" 1 B’ Ac™ erzeugt haben. Nun ist nur pg anwendbar, durch deren Anwendung
a1t AL B A entsteht. Jetzt kann nur pg angewendet werden, wodurch eine Verschie-
bung von B um eine Position nach links bewirkt wird. Erneut ist nur diese Verschiebung
moglich, bis wir w,,4; = a" Tt ABb" T Ac" ™! erhalten.

Fall 2: Anwendung von ps. Wir erhalten das Wort a"*1bB"b" Ac". Nun ist nur p; anwend-
bar, d.h. B” wird um eine Position nach rechts verschoben. Diese Situation bleibt erhalten,
bis wir das Wort a" 16"t B” Ac" erzeugt haben. Nun ist nur p; anwendbar, durch deren
Anwendung a" 10" t1c" ! entsteht.

Somit wird aus w,, entweder w, 1, womit der eben beschriebene Prozess erneut gestartet
werden kann, oder a"1b" 1"t abgeleitet.

Analog kann man sich iiberlegen, dass wy und w; nur die Ableitungen

Wo =" w1, Wy =" CLbC, w1 —" Wa, W1 —" a2b2c2
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gestatten. Wegen S = wy gilt folglich
L(G5) = {a™V"c" : n > 1}.
Beispiel 2.9 Wir betrachten die Regelgrammatik

Gs = ({S, A, B, B, B"},{a,b,c},{po, 1, p2, D3, P4, D5, D6, P7, s }, S)
mit
po =S — abe, py =S — aABbA, py = AB — aAbDB’,

ps = AB — abB", py = B'0 — bB’, ps = B'b — bB",
ps = B'A — BAc, p; = B"A — cc, ps = bB — Bb.

Wie im vorhergehenden Beispiel konnen wir
L(Gg) = {a"b"c" | n > 1}
zeigen.
Beispiel 2.10 Wir betrachten die Regelgrammatik G7 = (N, T, P, .S) mit

N = {S}’

T = {l’,y,Z,‘h_a'v:a(?)}u
P = {S—(5+5),5—(S=95),5—(5-5),5 — (5:9),

S— xS —yS— z}.

Wir wollen beweisen, dass L(G7) aus allen exakt geklammerten arithmetischen Aus-
driicken mit den Variablen z, y, z (wobei keine Vorrangregeln fiir die Operationen beachtet
werden und auch dufere Klammern mitgefithrt werden) besteht.
Hierfiir zeigen wir erst, dass jede Satzform, die aus S erzeugt werden kann, ein exakt
geklammerter Ausdruck in den Variablen S, x,y, z ist. Dies folgt aber sofort daraus, dass
das Axiom ein solcher Ausdruck ist und aus exakt geklammerten Ausdriicken wieder nur
solche entstehen, denn die Ersetzung von S durch z,y, z oder (S o S) mit o € {+,—,-,:}
bewahrt exakte Klammerungen.
Wir zeigen nun mittels Induktion {iber die Anzahl der Schritte in der Konstruktion eines
exakt geklammerten Ausdrucks, dass alle exakt geklammerten Ausdriicke in L(G7) sind.
Fiir n = 0 erhalten wir nur Variable, und z,y, z sind aus S mittels der Anwendung der
Regeln S — 2,5 — y, S — 2z direkt erzeugbar. Seien nun n > 1 und w ein durch
n Schritte erzeugter exakt geklammerter Ausdruck. Dann gilt w = (w; o wq) fiir eine
Operation o € {4, —, -, :} und exakt geklammerte Ausdriicke w; und w,, von denen jeder
durch hochstens n — 1 Konstruktionsschritte gewonnen wird. Nach Induktionsannahme
gelten damit

S="w; und S =" ws.

Somit gibt es auch die Ableitung
S=(Sof)="(wy08) =" (wy0owy) =w.

Damit ist w € L(G7) gezeigt.
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Beispiel 2.11 In diesem Beispiel wollen eine Regelgrammatik angeben, die alle LOOP /-
WHILE-Programme aus Abschnitt 1.1 erzeugt.

Entsprechend den Definitionen miissen sich alle LOOP /WHILE-Programme aus dem
Startsymbol herleiten lassen. Die Regeln, mittels derer LOOP /WHILE-Programme er-
zeugt werden konnen, sind im Wesentlichen bei der Definition von LOOP/WHILE-
Programmen angegeben worden; es handelt sich um die Grundanweisungen, das Hinter-
einanderausfithren und den LOOP- bzw. WHILE-Befehl. Wir miissen diesen Prozess
nur formal als Grammatik aufschreiben. Dafiir verwenden wir das Nichtterminal A als
Bezeichnung fiir ein beliebiges Programm und ersetzen es jeweils durch die zugelassen Be-
fehle; wir haben also A fiir die Bezeichnungen II, II; und II; von Programmen zu ersetzen.
A ist dann natiirlich auch das Axiom, da wir Programme erzeugen wollen. (Wir wéhlen
die Bezeichnung A, da S bereits fiir die Nachfolgerfunktion vergeben ist.)

Ein Problem bereiten noch die Variablen, da wir davon unendlich viele benétigen, unsere
Alphabete der Terminale und Nichtterminale aber endlich sein miissen. Deshalb gehen wir
wie folgt vor. Anstelle von x; verwenden wir die Notation x[i| (wie in Programmiersprachen
iiblich). Nun muss 7 eine natiirliche Zahl sein, und kann daher durch eine Folge von Ziffern
reprisentiert werden. Wir gehen daher von z[/] aus, wobei I ein zusétzliches Nichtterminal
ist, aus dem wir alle Ziffernfolgen (ohne fithrende Nullen) ableiten.

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich formal die Regelgrammatik

Gs={AI,J},T,PA)
mit dem Terminalalphabet

T = {S,P,LOOP, WHILE, BEGIN,END, :=, #,:.(,)
07172737475767778797377 [7] }

(man beachte, dass das Semikolon ein Element von T ist, wihrend die Kommata beim
Aufschreiben von T' als Trennzeichen zwischen den Elementen aus T fungieren) und der
Regelmenge

P = {A—z[l] =0, A— z[l] :=x[l], A— zx[l] :=S(z[l]), A— z[l] := P(z[]]),
A— A; A, A— LOOP z[I] BEGIN A END,
A — WHILE z[I] # 0 BEGIN A END}
U{Il—2z2 [ —Jz, J—Jz|2€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}}
U{J —z|2€{1,2,3,4,5,6,7,8,9}}

(zuerst erzeugen wir aus I die letzte Ziffer mittels I — z oder I — Jz, wobei z eine
beliebige Ziffer ist; nun werden aus J analog die davor stehenden Ziffern erzeugt; bei der
abschliefenden Terminierung durch J — z darf dann z nicht 0 sein, da sonst eine fithrende
Null entstehen wiirde).

Wir fithren nun einige spezielle Typen von Regelgrammatiken ein.

Definition 2.12 FEs sei G = (N, T, P, S) eine Regelgrammatik wie in Definition 2.1. Wir
sagen,
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G ist monoton, wenn fiir alle Regeln o« — (3 € P die Bedingung |«| < |B] erfillt
ist, wobei als Ausnahme S — X\ zugelassen ist, wenn |f'|s = 0 fir alle Regeln
o — (' € P gqilt,

G st kontextabhdngig, wenn alle Regeln in P von der Form uAv — uwv mit
u,v € V*, A€ N und w € V* sind, wobei als Ausnahme S — X\ zugelassen ist,
wenn |#'|s = 0 fir alle Regeln o/ — (3 € P gilt,

G ist kontextfrei, wenn alle Regeln in P von der Form A — w mit A € N und
w e V* sind,

G st reguldr, wenn alle Regeln in P von der Form A — wB oder A — w mit
A, B € N undw € T sind.

Die monotonen Grammatiken haben — abgesehen von der Ausnahmeregelung — die Eigen-
schaft, dass bei Anwendung einer Regel die Léange des abgeleiteten Wortes nicht kleiner ist
als die des Ausgangswortes, d.h. — ist beziiglich der Wortlénge eine monotone Relation.
Bei kontextabhéngigen Grammatiken wird bei Anwendung einer Regel udv — uwv
eigentlich nur das Nichtterminal A durch das Wort w ersetzt; aber diese Ersetzung ist nur
erlaubt, wenn links bzw. rechts von A das Wort u bzw. v stehen, d.h. es wird die Existenz
eines lokalen Kontextes von A fiir die Ersetzung gefordert. Genau dieser Kontext wird bei
kontextfreien Grammatiken nicht gefordert (daher wire der Begriff , kontextunabhéngig*
eigentlich besser, denn A steht in einem Kontext, der aber fiir die Ersetzung unerheblich
ist; es hat sich aber ,kontextfrei“ eingebiirgert und durchgesetzt).

Regulédre Grammatiken sind entsprechend der Definition 2.12 ein Spezialfall kontextfreier
Grammatiken, die durch zusétzliche strukturelle Forderungen an die rechten Seiten der
Regeln gekennzeichnet sind.

Da das Leerwort als rechte Seite bei Regeln von Regelgrammatiken, kontextfreien und
reguldren Grammatiken zugelassen ist, ist klar, dass das Leerwort auch in der erzeugten
Sprache liegen kann. Die Ausnahmeregelungen in der Definition monotoner und kon-
textabhingiger Grammatiken dienen dazu, diese Eigenschaft auch fiir diese Typen von
Grammatiken abzusichern.

Aufler den in Definition 2.12 eingefithrten Bezeichnungen wird vielfach auch Typ 0 fiir
beliebige Regelgrammatiken, Typ 1 fiir kontextabhéngige, Typ 2 fiir kontextfreie und Typ
3 fiir regulare Grammatiken benutzt.

Wir klassifizieren nun die Grammatiken aus den obigen Beispielen hinsichtlich der Eigen-
schaften von Definition 2.12.

(G; ist wegen der Regel p3 = A — A nicht monoton und nicht kontextabhéngig. G ist
auch nicht regulér, da die Regel py = B — Bb in der Regelmenge von G existiert. G
ist aber offensichtlich kontextfrei.

G+ ist monoton, kontextabhéngig (fiir alle Regeln gilt u = v = \) und kontextfrei, aber
nicht regular.

(3 ist nicht monoton und nicht kontextabhéngig (wegen der gleichzeitigen Existenz der
Regeln S — A und S — aS) und nicht regulér, aber kontextfrei.

G4 ist regulédr und damit auch kontextfrei, aber nicht monoton und nicht kontextabhéingig.
G5 hat keine der in Definition 2.12 gegebenen Eigenschaften. Gg ist monoton, aber
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weder kontextabhéingig noch kontextfrei noch reguldr. G; und Gg sind monoton, kon-
textabhéngig und kontextfrei, jedoch nicht regulér.

Definition 2.13 Eine Sprache L heifit monoton (bzw. kontextabhingig, kontextfrei oder

requldr), wenn es eine monotone (bzw. kontextabhingige, kontextfreie oder reguldre) Gram-
matik G mit L = L(G) gibt.

Nach dieser Definition ist L = {a"b™ : n > 0,m > 0} eine kontextfreie Sprache, denn es
gilt L = L(G3), und Gy ist eine kontextfreie Grammatik. Jedoch lésst sich aus der Tatsa-
che, dass G5 keine regulidre Grammatik ist, nicht schliefen, dass L keine regulidre Sprache
ist. Da namlich G4 ebenfalls die Sprache L erzeugt und G, eine reguldre Grammatik ist,
ist L regulér.

Mit L(REG), L(CF), L(CS), LIMON) und L(RE) bezeichnen wir die Menge aller
Sprachen, die von reguléren, kontextfreien, kontextabhéngigen, monotonen und beliebigen
Regelgrammatiken erzeugt werden.!

Wir bemerken zuerst, dass fiir zwei Typen X und Y von Grammatiken aus dem Fakt, dass
jede Grammatik vom Typ X auch eine vom Typ Y ist, sich die Aussage L(X) C L(Y)
ergibt. Hieraus folgt sofort das folgende Lemma.

Lemma 2.14 £(CS) C L(MON) C L(RE) und L(REG) C L(CF) C L(RE). O

Im néchsten Abschnitt werden weitere Beziehungen zwischen den eingefiihrten Mengen
hergeleitet und festgestellt, ob die Inklusionen in Lemma 2.14 echt oder Gleichheiten sind.

2.1.2 Normalformen und Schleifensitze

Wir werden in diesem Abschnitt zuerst zeigen, dass fiir die im vorangegangenen Abschnitt
eingefiihrten Typen von Grammatiken jeweils Normalformen existieren, d.h. Grammati-
ken dieses Typs mit weiteren Einschrankungen an die Regeln, die es aber trotzdem ge-
statten, jede Sprache dieses Typs von einer Grammatik in Normalform zu erzeugen. Wir
benutzen diese Normalformen vor allem als beweistechnische Hilfsmittel und zur Her-
leitung von Eigenschaften, die uns den Nachweis gestatten, dass gewisse Sprachen nicht
durch Grammatiken eines gegebenen Typs erzeugt werden koénnen.

Wir beweisen jeweils nicht nur die Existenz der Normalform, sondern zeigen auch, dass
eine Grammatik in Normalform konstruktiv gewonnen werden kann.

Wir beginnen mit Normalformen fiir monotone Grammatiken.

Lemma 2.15 Zu jeder Regelgrammatik G = (N, T, P, S) kann eine Regelgrammatik G’ =
(N',T, P',S) so konstruiert werden, dass alle Regeln aus P' von der Form o« — [ mit
a,f € (N')* oder A— amit Ae N';a €T sind und L(G) = L(G') gilt. Ist auflerdem G
eine monotone, kontextabhdngige bzw. kontextfreie Grammatik, so ist auch G’ monoton,
kontextabhdingig bzw. kontextfrei.

!Die hierbei verwendeten Bezeichnungen REG, CF, CS, MON, RE sind Abkiirzungen der entspre-
chenden englischen Worter regular, context-free, context-sensitive, monotone, recursively enumerable.
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Beweis. Fiir jedes Terminal a sei @’ ein neues Symbol (das also weder in N noch in T
liegt). Ferner sei fiir a # b,a,b € T auch a’ # /. Wir setzen

N =NU{d :aeT}.
Ist w = 2125 ... 2, ein Wort aus V*, so sei w' = 415 ...y, das Wort aus (N')* mit

Y=\ o firz; €T

(2

fiir 1 < i < n. Wir definieren nun die Regelmenge von G’ durch
P={d —pf:a—pePtU{d —a:aeT}

Wir beweisen nun L(G’) = L(G).
Sei dazu zuerst w € L(G). Dann gibt es in G eine Ableitung

S=wy=—= w; = Wy — ... — W, = W.

Entsprechend der Konstruktion von P’ gibt es dann in G’ die Ableitung

S=wy= w] = wy => ... W, =w =1y => V] => Vg => ... => U, = W,

n

bei der wir fiir den Ubergang von w; zu w], , stets die Regel o« — ' € P’ anwenden, wenn
w;y1 aus w; durch Anwendung der Regel « — 3 € P entstanden ist und die direkten
Ableitungen v; = v;4; durch Anwendung einer Regel der Form a’ — a geschehen.
Daher gilt auch w € L(G"), womit L(G) C L(G") gezeigt ist.

Sei nun z € L(G"). Dann gibt es fiir x eine Ableitung der Form

S=ry=—=12]—=wy— ... =1, =0 =gp—=p—=p— ... = Yn=21

(eine Ableitung dieser Form entsteht aus einer beliebigen Ableitung von w, indem man
die Reihenfolge der angewendeten Regeln so vertauscht, dass im ersten Teil nur Regeln
der Form o — [’ und im zweiten Teil nur Regeln der Form o/ — a angewendet
werden, wodurch auch abgesichert ist, dass die im ersten Teil der Ableitung entstehenden
Satzformen sémtlich nur Symbole aus N’ enthalten). Wenn wir nun die Reihenfolge der
Regelanwendung nicht dndern, aber stets statt o/ — 3’ € P’ die Regel « — [ € P
benutzen, so erhalten wir die Ableitung

S=1rg—= 1, —= 11— ...— 1, =T

in G. Dies beweist z € L(G) und damit L(G') C L(G).

Aus den beiden nachgewiesenen Inklusionen folgt L(G) = L(G’).

Bei der Konstruktion von P’ wird eine Regel @ —  mit |o| < || in eine Regel o/ — '
mit |o/| < |F| dberfiihrt, da |a| = |o/| und |3| = |F'| gelten. Damit ist G’ monoton, wenn
G monoton ist. Analog ist sofort zu sehen, dass Regeln der Form uAv — uwv bzw.

A — w wieder in Regeln dieser Form iibergehen. Hieraus folgt sofort die Aussage iiber
die Kontextabhéngigkeit und Kontextfreiheit. O
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Satz 2.16 Zu jeder monotonen Grammatik G = (N, T, P, S) kann eine monotone Gram-
matik G' = (N',T, P',S) so konstruiert werden, dass jede Regel aus P’ von einer der

Formen
A— BC, A— B, AB— CB, AB — AC oder A — a

mit A,B,C € N',a € T oder S — X ist und L(G) = L(G") gilt.

Beweis. Wegen Lemma 2.15 kénnen wir annehmen, dass alle Regeln von P von der Form
a— foder A— amit o, € NT,A€ N,a €T (oder S — \) sind.

Jeder Regel aus P werden wir nun eine Menge von Regeln und Nichtterminalen so zu-
ordnen, dass die Mengen P’ und N’ mit den gewiinschten Eigenschaften als Vereinigung
aller dieser Mengen von Regeln bzw. aller dieser Mengen von Nichtterminalen und N ent-
stehen. Die dabei neu eingefiihrten Symbole sollen stets paarweise verschieden sein und
nicht in N U T liegen.

Seip=X1X,...X, — Y1Y5...Y,, eine Regel aus P.

Fall 1. n =1 und m < 2. Dann setzen wir

P,={p} und N,=0,

d.h. wir iibernehmen die Regel p in P’ und fithren keine neue Hilfssymbole ein.
Fall 2. n =1 und m > 3. Dann setzen wir

N,={Cp1,Cpay...,Cpm_s}
und
P,={X; —Y1Cy1,Cp1 — Y2Cpo,....Cpm—sg — Y 2Cp 9, Cp o — Y 1Y}
Fall 3. n > 2. Dann gilt auch m > 2. Wir setzen nun
N, ={Cp1,Cpa,...,Cppn, D}
und

P = {X1Xy — Cp1 Xy, Cpi Xy — Cp1Co, CpoXs — Cp 003,
ey Cpn2 X1 — Cpn2Cp 1, Cp a1 Xyy — Cpnm1Cp i,
Cp1Cpo — Y10y, C0C) 3 — Yo (3,
s Cpn2Cpn1 — Y 0C) 1, Cpn1Chyy — Y1 Cp i,
Y, 1Cpn — Yu1D,. D — Y, Y1 ... Y}
Die Mengen N, und P, entstehen nun aus N, und P} indem wir D € N) und D —
Y. Yoi1.. .Y, € Pzﬁ entsprechend Fall 2 durch Nichtterminale und Regeln mit einer rechten

Seite der Lange < 2 ersetzen.
Wir konstruieren G' = (N', T, P’,S) durch

N=NU|JN, wd P=_J5,.

peEP peEP

Aus der Konstruktion ist sofort zu sehen, dass alle Regeln von P’ von der geforderten
Form sind.
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Sei nun v = w1 X1 X5 ... X, we mit wy,wy € V* und n > 2 eine Satzform von G. Durch
Anwendung von p entsteht v = wYY5...Y,,wo. In G’ haben wir dann die folgende
Ableitung

v w1Cp1 X0 X5 ... Xywy = w10y 100 X5 ... Xyws

o= w1000 .. O 1 Xpwe = w10y 1Cha ... Cp 1 C)p o
w1Y1Cp2 ... Cppn1Cppwy = w1 Y1Ys ... Cpp1C)p o

o= 1Ys . Y, 10w

w1 Y1Yo. . Yy 1 Dppwe = wi Y 1Ys. . Y, 1YY, Dy iwo

w1 Y1Ye. . Y, 1YY, 1Dy pows = ...

w1 Y1Yo. . Y, 1YY Y 1Dy e

w 1Yo Y, 1YY Y Ywe =0,

Frredild

wobei wir die Regeln aus P, genau in der in Fall 3 angegebenen Reihenfolge anwenden.
Damit ist gezeigt, dass wir die Anwendung von p in G durch Anwendung der Regeln aus
P, in G’ simulieren koénnen. Analoges gilt auch in den Fillen 1 und 2. Damit kann jede
Ableitung in G in G’ simuliert werden.

Wir zeigen nun, dass bis auf die Reihenfolge in der Anwendung von Regeln in G’ nur der-
artige Simulationen moglich sind. Dies sieht man wie folgt ein: Wenden wir auf v die Regel
X1 Xy — (€)1 X5 an, so konnen wir auf die entstehende Satzform v; = w1Cp 1 Xy ... X,,we
nur die Regel C,, 1 Xy — C,,1C} 2 aus P, anwenden. Wir setzen dann die Ableitung mittels
Regeln aus P, wie oben fort oder durch Anwendung von C,, ;C}, » — Y1C, » fort, wodurch
w1Y1C) 2 X5 ... X,,wy entsteht. Auf letztere Satzform ist nur C, 2 X5 — C, 2C, 3 anwend-
bar, wodurch w,Y1C),2C, 35Xy ... X, wy generiert wird. Auch nun gibt es die Moglichkeit
durch Regeln aus P, das Symbol C, o durch Y5 oder X, durch C,4 zu ersetzen. Man er-
kennt also, dass bis auf die Reihenfolge der Regeln schliefilich w,Y; ...Y,,_1D, ,,w, erzeugt
wird. Nun sind die folgenden anwendbaren Regeln stets eindeutig bestimmt, und wie oben
wird v abgeleitet.

Wir haben noch zu diskutieren, was passiert, wenn auf eine Satzform, die wihrend dieser
Simulation entsteht, eine Regel angewendet wird, die nicht zu P, gehort und mindestens
eines der Symbole X1, Xs, X5, ..., X, verdndert. Wir diskutieren dies nur fiir v;; die Uber-
legungen bei den anderen Satzformen sind &hnlich. Es ist leicht zu sehen, dass die Regeln
zur Anderung von Symbolen aus N, \ {D,.,,} (und mindestens das in v; vorkommende
Cp1 € N, ist zu éndern, damit die Ableitung auf ein Wort iiber 7' fithrt) ein weiteres
Symbol aus N, einfiihrt. Damit kann v; nur dann in ein terminales Wort iiberfithrt wer-
den, wenn nach einigen Schritten nur noch D, ,, in der Satzform ist und D,,, — Y,
angewendet wird. Dies erfordert aber, dass alle Regeln aus P, angewendet wurden und
damit die Anwendung von p in G simuliert wurde.

Da somit in G alle direkten Ableitungen in G simuliert werden kénnen und nur Simulatio-
nen von Ableitungen in G moglich sind, gilt fiir Worter w, w’ iiber NUT, dass w =F w’
genau dann gilt, wenn auch w =, v’ giiltig ist. Hieraus folgt S ==}, w mit w € T™ gilt
genau dann, wenn S =}, w giiltig ist. Dies impliziert L(G) = L(G"). O

Folgerung 2.17 L(MON) = L(CS).
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Beweis. Am Ende von Abschnitt 2.1.1 wurde bereits bemerkt, dass £(CS) C L(MON)
gilt.

Wir haben also nur L(MON) C L(CS) zu zeigen, d.h. wir miissen nachweisen, dass
jede monotone Sprache auch kontextabhingig ist. Sei L eine monotone Sprache. Dann
gibt es eine monotone Grammatik G mit L = L(G). Nach Satz 2.16. gibt es dann eine
monotone Grammatik G’, deren Regeln alle von kontextabhéngiger Form sind, d.h. G’ ist
kontextabhéngig, und die L = L(G) = L(G’) erfiillt. Folglich ist L eine kontextabhéngige
Sprache. O

Entsprechend Satz 2.16 wird jede kontextfreie Sprache durch eine Grammatik erzeugt,
die nur Regeln der Form

A—- BC A—- B, A—)Xund A —amit A, B,C € N,aeT

hat. Wir zeigen nun, dass auch die Regeln der Form A — A eliminiert werden koénnen,
wobei wir dann natiirlich die gleiche Ausnahmeregelung zulassen miissen, die uns schon
von den monotonen oder kontextabhéingigen Grammatiken geldufig ist.

Lemma 2.18 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) existiert eine kontext-
freie Grammatik G' = (N',T, P',S) derart, dass
i) P' keine Regel der Form A — X\ mit A # S enthilt,
ii) lw|s = 0 fiir alle Regeln A — w € P’ gilt, und
iii) L(G) = L(G") ist.

Beweis. Wir konstruieren als erstes zu der Grammatik G = (N, T, P, S) eine kontextfreie
Grammatik G” = (N”, T, P",S"), die die Bedingung ii) und L(G) = L(G") erfiillt. Dazu
fiigen wir zu N ein neues Nichtterminal S’ hinzu, d.h. wir setzen N” = NU{S5"}. Weiterhin
erweitern wir die Regelmenge durch P” = P U {S" — S}. ii) gilt dann nach Definition.
Da alle Ableitungen in G” von der Form S” = S =" w sind, haben wir auch L(G") =
L(G).
Es sei
M={A:Ae N' A="\}.
Mit jeder Regel
¢ = A — v AvAs . U AU
mit
m > O,Al,Ag,...,Am S N//,Ul,Ug,...,Um+1 eT”

assoziieren wir die Menge P, aller Regeln der Form
A— 0 XiXe .. U X Uit # A,
fiir die
X, =A; fur ;¢ M und X; € {A N} fir A, e M
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fiir 1 <¢ < m gilt. Aufgrund dieser Definition kann keine Menge F,» eine Regel der Form
Y — X enthalten. Damit ist es nicht moglich das Leerwort unter Verwendung von Regeln
aus P, zu erzeugen. Deshalb setzen wir

B {{S’—>)\} falls S’ € M
0 sonst '

Weiterhin definieren wir G' = (N', T, P’, S’) durch

N/:N” LlIld P,:FU U Pp//.

qHGPH

Wir bemerken, dass bei der Konstruktion von P’ aus P” die Eigenschaft ii) erhalten
geblieben ist, und dass P’ nach Konstruktion die Eigenschaft i) hat.

Wir zeigen jetzt, dass auch die Bedingung iii) erfiillt ist. Dafiir reicht es L(G") = L(G")
Zu zeigen.

Zuerst beweisen wir mittels vollsténdiger Induktion iiber die Anzahl der Ableitungsschrit-
te, dass fiir jedes Nichtterminal A und jedes Wort z € T+ mit A =}, z auch A =},
gilt.

Sei n = 1. Jede direkte Ableitung ist in beiden Grammatiken von der Form A = v, bei
der in beiden Féllen die Regel A — v angewendet wird. Somit ist der Induktionsanfang
gezeigt.

Sei nun z ein in n > 2 Schritten aus A ableitbares terminales Wort. Dann gilt

A & del U1A1U2A2 . UmAmUm+1 :>*Gu V121022 . . . VT U1 = T,

wobei die Ableitungen A; =={» x; fiir 1 < ¢ < m sédmtlich aus weniger als n Schritten
bestehen. Wir unterscheiden nun zwei Falle:

Fall 1. z; # A. Dann setzen wir X; = A; und haben nach Induktionsannahme X; =
A =4 .

Fall 2. x; = X\. Dann gilt A; € M und wir setzen X; = \.

Nach Konstruktion gibt es in P’ die Regel A — v1 X109 X5 . .. 0,, X, Uy 1 und wir erhalten
in G’ die Ableitung

*
A= nX102Xs. . . VX Umt1 = V1T10222 - . . Uy T Ut 1,

wobei wir fiir x; = A einfach X; = x; = X und fiir z; # X die Ableitungen X; =7, =,
benutzen.

Betrachten wir die gerade bewiesene Aussage fiir A = S, so ist jedes vom Leerwort
verschiedene Wort aus L(G”) auch in G' ableitbar. Damit gilt L(G”)\ {\} C L(G") \ {\}.
Da durch P gesichert ist, dass A € L(G") genau dann gilt, wenn A € L(G') ist, ist sogar
L(G") C L(G'") giiltig.

Wir zeigen nun wiederum mittels vollstandiger Induktion die Umkehrung, d.h., dass jede
Ableitung A = y eines terminalen Wortes y auch eine Entsprechung A =, y findet.
Der Induktionsanfang ergibt sich wie oben.

Sei daher A =7, y eine Ableitung aus n > 2 Schritten. Dann gilt

*
A— 1 X09X5 ... ’UmeUm+1 = V1T1V2T2 - . . U T Umt 1,
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wobei fiir X; = X auch x; = X ist, und fiir X; # X ist X; =, x; eine Ableitung mit
weniger als n Schritten. Nach Konstruktion der Regel A — v Xjv2 X5 ... 0, X, 0041 aus
P’ gibt es dann eine Ableitung A; =* \ = x;, falls X; = X ist, und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt auch A; =¢,, z; fiir X; # \. Deshalb existiert in G” die Ableitung

A =" ’011411)2142 . ’UmAmUm+1 :>*G’ V122V . . . Uy T U1 -

Hiervon ausgehend zeigt man wie oben L(G") C L(G"). O

Um die Grammatik G’ aus dem vorstehenden Beweis wirklich konstruieren zu koénnen,
benotigen wir einen Algorithmus, der die Menge M bestimmt. Wir setzen

My, = 0,

P = P

M, = M; U{A:Ae N"JA— Xe P_,},

P = {A—wwsy... wyy 1 A— wiAjwe Ay . . w Apwn i € Py

n>0,w; € (N"\M) fir1<j<n+1,4;€ M, fir1 <j<n}

fir ¢« > 1. Fiir ¢ > 1 erfordert die Konstruktion von M; das Durchmustern aller Regeln
von P;_y, ob sie von der Form A — X sind, und die Konstruktion von P, das Ersetzen
aller Symbole aus M; durch das Leerwort in allen Regeln von P.

Wir zeigen zuerst mittels Induktion M; € M fir ¢« > 0. Fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 ist dies
nach Konstruktion klar. Fiir A € M;, ¢« > 2, gibt es nach Definition von M; eine Regel
A— A1 Ay . A, mit A; € M, fiir 1 < j < n.Danach Induktionsvoraussetzung A; € M
fir 1 < j <n gilt, gibt es die Ableitung

A= A1Ay.. . A, =" NAA;.. . A, =" M\A;.. . A, =" \" =\

woraus A € M folgt.

Sei nun A € M. Wir betrachten eine Ableitung A =* A. In keiner Satzform dieser
Ableitung kann ein Terminal vorkommen, die Satzformen sind also alle Worter iiber N”.
Durch Umordnen der Ableitungsschritte konnen wir eine Ableitung

A=wy="w =" w, =" ... =" w,, = A

erreichen, bei der w;_1 =" w; dadurch entsteht, dass alle Nichtterminale aus w;_; ent-
sprechend einer Regel ersetzt werden. Offenbar gilt dann w,,_; € M7, da die darin enthal-
tenen Nichtterminale in einem Ableitungsschritt durch das Leerwort ersetzt werden. Fiir
ein Nichtterminal B aus w,,_o gilt daher B — X\ oder B — w € M;", womit sich B € M,
oder B € M, und damit sicher B € M, ergibt. So fortfahrend erhalten wir w,,_3 € M3,
Wp—q4 € M} und schliefllich A = wy = wy—m € My,
Aus dem bisher Bewiesenem folgt

M = U M;.

i>0

Entsprechend den obigen Definitionen impliziert M; = M, sofort P, = P;;; und dann
M;=M;, =Myyo=... und FP,=PF1=PFP,=...
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Da auflerdem stets M; C M, gilt, tritt die Gleichheit spétestens bei M; ein. Somit ergibt
sich
M, = U M, =M.

i>0

Beispiel 2.19 Wir illustrieren die eben beschriebene Konstruktion anhand der Gram-
matik

G =({S,A,B},{a,b},{S — SA, S - \,A — aAb;A — B,B — \},S).
Wir bemerken, dass
L(G) ={a™b™a™b™ ...a™b" : k> 0,n; > 0,1 <i<k}

gilt, da durch die ersten beiden Regeln eine beliebige Anzahl von A’s erzeugt wird, von
denen jedes eine Sprache der Form {a"b" : n > 0} erzeugt.
Es ergeben sich dann

N'=NU{S}={S, A, B,5'},
P'={8— 58— SAS—\A—aAb,A — B, B — \}
My =0 und Py = P",
My ={S,B}und P, ={S" =\, S — A, S — N\ A— aAb,A— \,B — \},
My, ={S,B,S' A} = N"
N' = N" = {5',S, A, B},
P={S— )},
P = PuU{S —58—SAS—AS—S A—aAb A— ab},A— B}.

Man sieht sofort, dass P’ offenbar iiberfliissige Regeln enthélt. Dies trifft auf S — S zu,
da diese Regel keine Anderung bei ihrer Anwendung bewirkt, und auf A — B zu, da P’
keine Regeln enthéilt, die B auf der rechten Seite haben. Wir werden diese Regeln aber
hier nicht streichen, da dies der Algorithmus im Beweis von Lemma 2.18 nicht vorsieht.

Es ist offenbar, dass — mit Ausnahme der eventuell existierenden Regel S — A\ — fiir
alle anderen Regel A — w € P’ bei der in Lemma 2.18 konstruierten Grammatik G’
die Beziehung w € (N’ UT)* und damit |w| > 1 = |A| gilt. Dies bedeutet, dass G’ eine
monotone Grammatik ist. Somit erhalten wir das folgende Resultat.

Folgerung 2.20 L(CF) C L(MON). O

Wir zeigen nun, dass die in Satz 2.16 zugelassenen Regeln der Form A — B mit A, B € N
ebenfalls eliminiert werden konnen.

Lemma 2.21 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) kann eine kontextfreie
Grammatik G' = (N, T, P',S) so konstruiert werden, dass P’ keine Regel der Form A —
B mit A, B € N enthdilt und L(G) = L(G") gilt.
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Beweis. Nach Lemma 2.18 kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass G — mit Ausnahme des moglichen Sonderfalles S — X keine Regeln der Form A — A
enthalt.

Fiir ein Nichtterminal A definieren wir

My ={B:B=% A BcN}

(man beachte, dass nach Definition stets A € My gilt). Fiir eine Regel p = A — w mit
w ¢ N setzen wir
P,={B —w:B e My}

(d.h. wir ersetzen eine Ableitung
B— B —B—..— B,.=A—w

durch eine Regel B — w). Wir setzen nun

P'=|JP,

peP

Offensichtlich erfiillt P’ nach Konstruktion die geforderte Bedingung. Die Giiltigkeit von
L(G) = L(G") lédsst sich nun in Analogie zum Beweis von Lemma 2.18. zeigen. O

Beispiel 2.22 Wenden wir die im Beweis von Lemma 2.21 gegebene Konstruktion auf
Beispiel 2.19 an, so erhalten wir

MB = {B,A, S, S/}, MA = {A, S, S/}, MS = {S, Sl} und MS/ = {Sl}
und daher

Ps_y = {S"—= A},

Ps_ 54 = {S—SAS — SA},

Pi_sasp {A — aAb, S — aAb,S" — aAb},
Pywy = {A—ab,S— ab, S — ab}

und die gesamte Regelmenge ergibt sich als Vereinigung der vier vorstehenden Mengen.

Wir geben nun die Normalform an, die auf N. CHOMSKY zuriickgeht und durch Kombi-
nation der vorstehenden Normalform gewonnen werden kann.

Satz 2.23 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N,T, P,S) kann eine kontextfreie
Grammatik G' = (N',T, P', S) so konstruiert werden, dass P’ nur Regeln der Form

A— BC und A—a mit A B,CeN, acT

enthdlt, wober S — X\ als Ausnahme zugelassen ist, falls S in keiner rechten Seite einer
Regel aus P" vorkommt, und L(G) = L(G") gilt.
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Beweis. Durch Nacheinanderausfithrung der Konstruktionen in den Beweisen von Lem-
ma 2.15, Satz 2.16, Lemma 2.18 und Lemma 2.21 erreichen wir eine Grammatik, die keine
Regeln der Form A — w mit |w| > 2 oder w = A bei A # S und keine der Form A — B
mit Nichtterminalen A und B enthélt. O

Wir geben nun noch eine Normalform fiir regulére Grammatiken.

Satz 2.24 Zu jeder reguldren Grammatik G = (N, T, P, S) kann eine requlire Grammatik
G' = (N',T,P',S) der Grifie O(#(N) - k(Q)) in der Zeit O(#(N) - k(G)) so konstruiert

werden, dass P' nur Regeln der Form
A—aB und A—a mit A BEN, acT

enthdlt, wobei S — X als Ausnahme zugelassen ist, falls P’ keine Regel der Form A — aS
enthdlt, und L(G) = L(G") gilt.

Beweis. Entsprechend Lemma 2.18 und 2.21 kénnen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass die Regelmenge P der gegebenen Grammatik G = (N, T, P, 5)
unter Beachtung der Ausnahmeregel S — A und den damit verbundenen Bedingungen
nur Regeln der Form A — wB und A — w mit A, B € N, w € T enthilt.

Mit der Regel

p=A—aas...a,B mit a,as,...,a, €T
assozieren wir nun die Menge
N,={By1,Bp2,...,Bpn-1}
zusétzlicher Nichtterminale und die Menge

Pp = {A — CLprJ, Bp,l — ang,Q’ Bp72 — ang,g, e

B Bp,n—2 — a'n—pr,n—la Bp,n—l — anB}
von Regeln. Fiir die Regel
q=A— aiay...a, mit a;,as,...,a, €T

setzen wir ebenfalls
Nq = {Bq,la Bq,2a sy Bq,n—l}

und

Pq = {A — CLquJ, Bq,l — CLQB(LQ, Bq,g — ClgB%g, e

R Bq,n—2 - an—qu,n—h Bq,n—l - an}-

Hierbei seien alle neu eingefithrten Symbole wieder paarweise voneinander verschieden.
Wir definieren dann G’ = (N, T, P’, S) durch

N':NUUNT und P'=|J P UP,

reP reP
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wobei P erneut genau dann die leere Menge ist, wenn S — X nicht in P liegt und
sonst nur aus dieser Regel besteht. Es ist leicht zu sehen, dass durch die Anwendung der
Regeln aus P, in der in der Definition angegebenen Reihenfolge zu einer Simulation der
Anwendung von r fiihrt, und umgekehrt jede Anwendung einer Regel A — a;B,.; die
Simulation von r zur Folge hat. Daher gilt L(G) = L(G’).

Die Aussagen zur Komplexitdt konnen in Analogie zu den entsprechenden Aussagen iiber
kontextfreie Grammatiken bewiesen werden. Wir {iberlassen die Details dem Leser. O

Wir geben nun zwei Folgerungen aus den in Satz 2.23 und Satz 2.24 gegebenen Normalfor-
men an, die es uns dann gestatten, zu beweisen, dass gewisse Sprachen nicht kontextfrei
bzw. nicht regular sind.

Fiir regulére Sprachen leistet der folgende Satz das Gewiinschte.

Satz 2.25 Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es eine (von L abhingige) Konstante k
derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w gibt, die den folgenden
Figenschaften gentigen:

i) z = uwow,

i) luv| < k, |v| > 0, und
i) uwv'w € L fiir allei > 0.

Beweis. Wegen Satz 2.24 konnen wir annehmen, dass L = L(G) fir eine reguldre Gram-
matik G = (N, T, P, S) gibt, deren Regelmenge P (mit Ausnahme von vielleicht S — )
nur Regeln der Form A — aB und A — a mit A, B € N und a € T enthélt. Wir setzen
dann k = |N|+ 1.

Aufgrund der Form der Regeln aus P gibt es fiir ein Wort

Zz=aiay...a, mit q; € T fir 1 <i<nundn >k
eine Ableitung

S=4 — i = alagAg — a,laga,gAg — ...

— a0y ... an—lAn—l = a1a2...0Ap_10p = 2.

Dann muss die Menge {Ag, A1, As, ..., A,_1} wegen der Wahl von k ein Nichtterminal
doppelt enthalten. Es sei A = A; = A; mit 0 <7 < j <n —1 und fiir A, mit ¢ < ¢ gelte
Ay # A, fiir t # s. Wir setzen

U=0a10y...0;, V= Q0i410i+2...0; Und W = Qj110j42 ... Ay.

Man sieht sofort, dass die Bedingungen i) und ii) erfiillt sind.
Mit den eingefiihrten Bezeichnungen erhélt die obige Ableitung von z die folgende Form

S =A) =" ud =" wA =" www = z,
und wir haben tiberdies fiir 7« > 2 die Ableitungen
S = Ay =" ud =" wA =" wwvd =" wwAd =" ... =" w'A =" w'vw € T*

und fiir 7 = 0 die Ableitung S =* uA =* ww € T*. Hieraus folgt wv'w € L(G) = L fiir
i > 0, womit auch Bedingung iii) nachgewiesen ist. O
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Wir benutzen die Aussage von Satz 2.25, um zu zeigen, dass die kontextfreie Sprache
L={a"b":n>1}

aus Beispiel 2.5 nicht regulér ist.
Wir zeigen dies indirekt. Sei also angenommen, dass L regulér ist. Ferner sei k die Kon-
stante aus Satz 2.25 und z = a*b*. Dann gibt es eine Zerlegung z = wvw von z mit

luv| < k, Jv| > 0, und wv'w € L fiir alle i > 1. (%)
Aus den beiden erstgenannten Bedingungen und z = uvw folgen
u=a",v=ca und w= a7 mit » >0 und s > 1.

Damit folgt

uviw — araisak—r—sbk — ak—l—(i—l)sbk'
Wegen der Form der Wérter in L ist daher wvw ¢ L fiir ¢ > 2. Dies widerspricht aber
der oben abgeleiteten Aussage in (k).

Somit haben wir das folgende Lemma bewiesen.
Lemma 2.26 L = {a"b" :n > 1} € L(CF)\ L(REG). O

Wir wollen nun den Begriff eines Ableitungsbaumes t fir eine Satzform w # X einer
kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) einfithren, den wir im Beweis des folgenden
Resultats benétigen, der aber auch sonst zur Veranschaulichung von Ableitungen geeig-
net ist. Wir benutzen dafiir vollstdndige Induktion iiber die Anzahl n der Schritte zur
Ableitung von w und wir setzen voraus, dass G in der Normalform aus Lemma 2.18 ist,
also keine Regeln A — X\ enthélt.

Wir werden ¢ als Paar (K, E) beschreiben, wobei K die Menge der Knoten und E die
der Kanten bezeichnet. Wir werden die Konstruktion so gestalten, dass S die Wurzel
des Baumes sein wird und die Blétter beim Lesen von links nach rechts die Satzform w
ergeben.

Sei n = 0. Dann handelt es sich um die ,,Ableitung® S =* S von w = S. Der Ablei-
tungsbaum ist fiir n = 0 der Baum, der keine Kanten enthélt und dessen einziger Knoten
S ist. S ist dann sowohl Wurzel als auch Blatt.

Sein = 1. Dann hat die Ableitung die Form S = w, wobei die Regel S — w angewendet
wird. Sei w = x129...2,, mit x; € N UT. Dann wird die Menge K der Knoten von ¢
durch die Symbole S, z1, x», ..., z,, gebildet, und die Menge E besteht aus allen Kanten
(S,x;), 1 <i<m.S ist dabei die Wurzel des Baumes, und 1, xs, . . ., z,, sind die Bldtter
von t. Dabei ordnen wir die Kanten so an, dass wir w = x5 ...x,, erhalten, wenn wir
die Blatter von links nach rechts lesen.

Sei n > 2. Dann gibt es eine Ableitung

S="u=yys.. . YsAz120 ... 2, = Y1Yo . . . YsT1X2 . . . TLp2122 - . . Zp = W,

wobei z;,y;, 2, € NUT fiir 1 <i<m,0<j <s5,0<Ek<r gilt. Die Ableitung S =" u
besteht dabei aus n —1 Schritten, und der zu ihr gehérende Ableitungsbaum ¢’ = (K', E)
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hat daher die Wurzel S und die Bléatter ergeben von links nach rechts gelesen u. Wir
konstruieren nun ¢ = (K, E') durch die Setzungen

K=K U{z,29,...,2,} und E=FEU{(Az):1<i<m},

wobei wir die neuen Kanten wieder so anordnen, dass die Blatter von links nach rechts
gelesen gerade w ergeben.

Zur Tllustration geben wir den Ableitungsbaum fiir das Wort (((x +vy) — 2) + (z : y)), das
von der in Beispiel 2.9 gegebenen Grammatik G¢ erzeugt wird. Dabei schreiben wir unter
den Baum noch einmal die Blatter, um zu dokumentieren, dass sie von links nach rechts
gelesen die zur Diskussion stehende Satzform ergeben.

Wir geben jetzt ein Analogon zu Satz 2.25 fiir kontextfreie Sprachen.

Satz 2.27 Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine (von L abhdngige) Kon-
stante k derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w,x,y gibt, die
folgenden Eigenschaften geniigen:

i) z = uwvwxy,

i) lowz| < k, |v| + |x| > 0, und
i) w'wz'y € L fiir alle 1 > 0.

Beweis. Wegen Satz 2.23 konnen wir annehmen, dass L = L(G) fiir eine kontextfreie
Grammatik G = (N, T, P, S) in CHOMSKY-Normalform gilt. Es sei n = |N|. Dann setzen
wir k = 2".

Sei A =* s € T™* eine Ableitung, deren zugehoriger Ableitungsbaum die Tiefe m hat.
Wir zeigen zuerst mittels vollsténdiger Induktion iiber die Tiefe m des Ableitungsbaumes,
dass dann |s| < 2™ gilt.

m = 1. Die Ableitung kann nur aus einem Schritt bestehen und ist folglich aufgrund der
CaoMSKY-Normalform A = A oder A = qa fiir ein a € T. Dies bedeutet aber s = A
oder s = a, woraus sofort |s| <1 < 2 = 2! folgt. Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
Sei nun A = w eine Ableitung mit einem Ableitungsbaum t der Tiefe m > 2. Dann hat
t wegen der CHOMSKY-Normalform die Form
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B C
tl t2
S1 S2

wobei t; und ¢ Ableitungsbdume mit einer maximalen Tiefe m — 1 sind und s; 5, = s gilt.
Nach Induktionsannahme gilt dann

|s| = |s1| + |so] < 2™t 4 2m7 = 2™

womit auch die Induktionsbehauptung gezeigt ist.

Wir benutzen die gerade bewiesene Aussage fiir Worter z € L mit |z| > k. Sie liefert,
dass der zu z gehorige Ableitungsbaum ¢’ entsprechend der obigen Wahl von k eine Tiefe
m > n + 1 hat. Damit hat ¢ die Form gem&fi Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2:

Nun miissen wegen m — 1 > n mindestens zwei Elemente aus {5, Ay, As, ..., A1} iden-
tisch sein. Sei A dieses Nichtterminal. Damit ergibt sich fiir ¢ dann die Form geméif
Abbildung 2.3.

Dabei gilt vx # A, da G eine Grammatik in CHOMSKY-Normalform ist. Weiterhin kénnen
wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass |[vwz| < k ist, da sonst im
Ableitungsbaum zu A =* vwzx ein Weg existiert, auf dem ein Nichtterminal A" doppelt
auftritt, und wir konnten dann mit A’ anstelle von A argumentieren. Damit sind die
Bedingungen i) und ii) nachgewiesen.

Ferner entnehmen wir dem Ableitungsbaum ¢ auch die Existenz der folgenden Ableitun-
gen:

S =" uAy, A =" vAx, A =" w.
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Abbildung 2.3:

Damit gibt es auch die Ableitung

S =" uAy =" wAry =" wwvAxrry =" uwwvvArrry =" ...
L= W' Arty =" w'wz'y

fir i > 0 (fir ¢ = 1 entsteht gerade z). Da diese Ableitung zu einem Wort aus 7 fiihrt,
gilt ww'wa'y € L(G) = L fiir i > 0, womit auch Bedingung iii) nachgewiesen ist. O

Die in Satz 2.25 und 2.27 gegebenen Aussagen heiflen Schleifensdtze (oder auch Pumping-
Sitze), da sie im Wesentlichen besagen, dass gewisse Ableitungen wie eine Schleife beliebig
oft hintereinander ausgefiihrt werden konnen (oder einige Teilworter , aufgepumpt wer-
den koénnen, z.B. v zu v*).

Wir benutzen nun Satz 2.27, um ein zu Lemma 2.26 analoges Resultat herzuleiten.
Lemma 2.28 L = {a"0"¢" :n>1} € L(MON)\ L(CF).

Beweis. Die Aussage L € L(MON) folgt aus Beispiel 2.9.

Wir nehmen nun an, dass L kontextfrei ist. Nach Satz 2.27 gibt es dann eine Konstante k
und fiir z = a*b*c* eine Zerlegung z = uvwwry mit den in Satz 2.27 genannten Eigenschaf-
ten. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall v # \; die Uberlegungen fiir v = A,z # A
verlaufen analog.

Wir unterscheiden die folgenden Fille (wegen |vwz| < k ist diese Fallunterscheidung
vollstiandig):

Fall 1. v=2a"b’ mit r > 1,5 > 0. Wegen |vwz| < k enthilt vwz kein Vorkommen von c.
Damit enthélt uv?wz?y mindestens k +r > k Vorkommen des Buchstaben a, aber nur k
Vorkommen von c¢. Aufgrund der Form der Worter in L, ergibt sich daraus uv?wz?y ¢ L
im Widerspruch zur Eigenschaft iii) aus Satz 2.27.

Fall 2. v = b°c! mit s > 1,¢t > 0. Dann enthilt vwz kein Vorkommen von a, und daher
gelten [uv?wr?yl, = k und |[uv?wz?y|, > k+ s > k, womit sich in Analogie zum Fall 1 ein
Widerspruch ergibt.

Fall 3. v = ¢! mit t > 1. Erneut enthiilt vwz kein Vorkommen von a, und daher gelten
luv wr?y|, = k und |uv*wz?y|. > k 4+t > k, womit sich in Analogie zum Fall 1 ein
Widerspruch ergibt. O
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Wir kombinieren nun die Aussagen der Lemmata 2.14, 2.26 und 2.28 und der Folge-
rungen 2.17 und 2.20 und erhalten den folgenden Satz. Man entnimmt ihm, dass die in
Definition 2.12 eingefiihrten Sprachmengen eine Hierarchie bilden, die nach N. CHOMSKY
benannt wird.

Satz 2.29 L(REG) C L(CF) C L(CS) = L(MON) C L(RE). O

Entsprechend Satz 2.29 ist also nur noch die Bestimmung der genauen Relation zwischen
L(RE) und L(MON) offen. Wir werden die Kldrung dieses Problems erst im Kapitel 2.4
herbeifiihren.

2.2 Sprachen als akzeptierte Wortmengen

Zur Beschreibung von Sprachen haben wir im vorangehenden Abschnitt Grammatiken
benutzt; bei diesen werden die Worte der Sprache mittels eines Ableitungsprozesses aus
einem Startwort generiert. Ein grundsétzlich anderes Vorgehen liegt der Beschreibung von
Sprachen durch Automaten zugrunde. Hier wird ein Wort als Eingabe verwendet und der
Automat sagt ,,ja“, falls das Wort zu der Sprache gehort, und ,,nein®“, falls das Wort nicht
zu der Sprache gehort. Dies erinnert an die Funktionen, die mit Entscheidungsproblemen
verbunden sind und im ersten Kapitel (insbesondere in Abschnitt 1.2) untersucht wurden.
Wir werden hier eine Modifikation des dortigen Vorgehens betrachten, die sich von der in
Kapitel 1 dadurch unterscheidet, dass die Antwort ,,ja* oder ,,nein* nicht der Ausgabe des
Automaten entnommen wird, sondern mittels der Zustdnde gegeben wird, da die Ausgabe
in diesem Zusammenhang nicht von Bedeutung ist.

2.2.1 TuriING-Maschinen als Akzeptoren

Wir formalisieren den oben beschriebenen Ansatz.

Definition 2.30 Fine akzeptierende TURING-Maschine M ist ein Sechstupel
M = (XyzaZOaQyéaF)a

wober X, Z, zy, Q und o wie in Definition 1.15 gegeben sind und F C @) gilt. Die von M
akzeptierte Sprache T'(M) wird durch

T(M)={w:we X" (A z,w)E" (v1,q,v9) fiir ein q € F}
definiert.

Liegt ein Wort w in T (M) fiir eine TURING-Maschine M, so sagen wir, dass w von M
akzeptiert wird. F' heiffit die Menge der akzeptierenden Zusténde.

Wir bemerken, dass es zwei Moglichkeiten gibt, die dazu fithren, dass ein Wort w nicht
akzeptiert wird: entweder die TURING-Maschine stoppt bei Eingabe von w nicht, oder sie
stoppt in einem Zustand ¢ € Q \ F.
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Beispiel 2.31 Wir betrachten Modifikationen M| und MJ der TURING-Maschinen M;
und M, aus Beispiel 1.19.

M merkt sich den ersten Buchstaben, 16scht diesen und fiigt ihn ans Ende des Wortes an.
Bei Mj betrachten wir statt eines Stopzustandes ¢ in M; zwei Stopzustidnde ¢, und g, in
Abhéngigkeit davon, ob sich a oder b gemerkt und an das Wort angefiigt wurde. Formal
ergibt dies die TURING-Maschine

M{ = ({CL, b}a {ZOa Zas 2by Qas qb}a 205 {QCH qb}a 5/7 {Qa})

mit § aus Abb. 2.4. M] erreicht wie M; aus Beispiel 1.19 stets einen Stopzustand, akzep-

1) ‘ 20 ‘ Za ‘ Zb

* (Q>*>N) (qaaa'> N) (Qbab> N)
a| (za,*, R) | (24,0, R) | (2,0, R)
b | (zp,%,R) | (24,0, R) | (25,b, R)

Abbildung 2.4: Uberfithrungsfunktion von M/

tiert aber nur die Worter, bei denen sich die Maschine a gemerkt (und schliellich auf das
Band geschrieben) hat. Folglich erhalten wir

T(M;) = {aw | w € {a,b}*}.

Um M} aus M, zu erhalten legen wir nur die Menge der akzeptierenden Zustédnde fest.
Wir wollen in jedem Stoppzustand akzeptieren, d.h. wir setzen

Mé = ({CL, b}7 {Z(Jv 215 Q}v 0, {Q}v 57 {Q})u

wobei § wie bei M, aus Beispiel 1.19 gegeben sei. Entsprechend den Betrachtungen fiir
M, in Beispiel 1.19 erhalten wir

T(M3) ={w: w € {a, b}, |w| ungerade}.

Bei der Behandlung von TURING-Machinen im Abschnitt 1.1.2 haben wir eine Normalform
hergeleitet, bei der nur ein Stoppzustand benutzt wurde. Wir wollen nun ein analoges
Resultat fiir akzeptierende TURING-Maschinen angeben.

Lemma 2.32 Zu jeder akzeptierenden TURING-Maschine M gibt es eine akzeptierende
TURING-Maschine M', deren Menge der Stopzustinde mit der Menge der akzeptierenden
Zustinde tbereinstimmt und fir die T(M) = T(M') gilt. Dabei kann die Menge der
Stoppzustinde von M’ einelementig gewdhlt werden.

Beweis. Sei M = (X, Z, z,Q, d, F') eine TURING-Maschine. Wir konstruieren aus M die
TURING-Maschine M’ = (X, Z', z0, {q}, ¢, {q}) mit

Z'" = ZU{q} wobei q ¢ Z,

§(z,x) = d(z,2) fir z€ 7\ Q,
8(z,2) = (z,z,N)fir z€ Q\ F, x € X U {x},
8(z,x) = (¢, z,N) fir z € F.

73



Entsprechend diesen Setzungen

- verhélt sich M’ wie M solange M keinen seiner Stopzustidnde erreicht hat,

- geht M’ in eine Schleife, wenn M einen nichtakzeptierenden Stopzustand erreicht hat,
- stoppt M’ nach einem weiteren Schritt, wenn M einen akzeptierenden Stopzustand
erreicht hat.

Hieraus folgt T'(M') = T'(M) sofort. O

Aus Lemma 2.32 folgt sofort der folgende Satz, der die Verbindung zu den Betrachtungen
aus Abschnitt 1.1.2 herstellt.

Satz 2.33 FEine Sprache wird genau dann von einer TURING-Maschine akzeptiert, wenn
sie Definitionsbereich einer TURING-berechenbaren Funktion ist. O

Lemma 2.32 legt die Frage nahe, warum in der Definition 2.30 der akzeptierenden TURING-
Maschine die Menge der akzeptieenden Zustiande eingefithrt wurde. Beim Beweis der Nor-
malform wurden die nichtakzeptierenden Stoppzustdnde einfach in Zusténde iiberfiihrt,
in denen die Maschine nicht stoppt. Dies verbietet sich aber dann, wenn — wie bei anderen
Typen von Automaten — stets eine Stoppsituation eintritt oder man fiir jede Eingabe eine
Antwort braucht. In diesen Féllen muss dann die Akzeptanz bzw. Nichtakzeptanz allein
mittels der Zustédnde geschehen konnen. Die akzeptierenden Zustdnde entsprechen dem
»ja“ und die nichtakzeptierenden dem ,nein®.

Fordert man stets ein Erreichen eines Stoppzustandes bei TURING-Maschinen kommt man
zum Begriff der rekursiven Sprache.

Definition 2.34 Fine Sprache L C X* heif$t rekursiv, falls es eine akzeptierende TURING-
Maschine M = (X, Z, 29, Q, 9, F') gibt, die auf jeder Eingabe stoppt und L akzeptiert.

Satz 2.35 Fine Sprache L C X* ist genau dann rekursiv, wenn sowohl L als auch X*\ L
von TURING-Maschinen akzeptiert werden.

Beweis. Es sei zuerst L eine rekursive Sprache. Dann gibt es eine akzeptierende TURING-
Maschine M = (X, Z, 2, Q, 9, F), die L akzeptiert und auf jeder Eingabe stoppt. Die
akzeptierende TURING-Maschine M’ = (X, Z,2,Q,9,Q \ F') akzeptiert dann offenbar
genau die Eingaben, die von M verworfen werden. Damit gilt T'(M') = X*\ L.

Es seien nun L und X*\ L von den akzeptierenden TURING-Maschinen N und N’ akzep-
tiert. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass N und N’ in der Nor-
malform aus Lemma 2.32 gegeben sind. Wir betrachten dann die akzeptierende TURING-
Maschine N”, die wie folgt arbeitet: Zuerst schreibt N” eine Kopie des Eingabewortes
hinter die Eingabe auf das Band. Im Folgenden wird auf dem ersten Wort N und auf dem
zweiten Wort N’ simuliert. N” fiithrt diese Simulationsschritte abwechselnd aus und stoppt,
falls ein Stoppzustand von N bzw. N’ erreicht wird. Dabei fungieren die Stoppzustidnde
von N als akzeptierende Stoppzustdnde und die von N’ als ablehnende Stoppzustinde.
Da entweder w € X oder w € X*\ L gilt, erreicht N” bei Eingabe von w im ersten Fall
einen Stoppzustand von N und im zweiten Fall einen Stoppzustand aus N’. Damit wird
in jedem Fall ein Stoppzustand erreicht und L akzeptiert. Dies bedeutet, dass L rekursiv
ist. O
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Satz 2.36 Fliir eine rekursive Sprache L ist die charakteristische Funktion

_JO0 z¢L
<PL($)—{1 relL

von L algorithmisch berechenbar.

Beweis. Es seien L eine rekursive Menge und M die akzeptierende TURING-Maschine, die
auf jeder Eingabe stoppt und L akzeptiert. Wir betrachten, die TURING-Maschine M’, die
zuerst M simuliert und bei Erreichen eines akzeptierenden Stoppzustandes den gesamten
Bandinhalt durch eine 1 ersetzt bzw. bei Erreichen eines ablehnenden Stoppzustandes den
gesamten Bandinhalt durch eine 0 ersetzt. Offenbar berechnet M’ die charakteristische
Funktion von L. O

Satz 2.37 Die Menge der rekursiven Sprachen ist echt in der Menge der von TURING-
Maschinen akzeptierbaren Sprachen enthalten.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 1.28 definieren wir die Menge
Lpay = {w : w € {0,1}*, w = wyy fiir eine TURING-Maschine M, fy,(wyy) ist definiert}

die im Wesentlichen dem Halteproblem von TURING-Maschinen entspricht, denn sie be-
steht aus allen Beschreibungen von TURING-Maschinen, die auf ihrer Beschreibung stop-
pen. Da wegen der Unentscheidbarkleit des Halteproblems die charakteristische Funktion
von Lyq; nicht berechenbar ist, ist Ly, nach Satz 2.36 nicht rekursiv.

Lyq: wird aber von der folgenden TURING-Maschine N akzeptiert, deren Arbeitsweise wir
nur informell beschreiben (die exakte Beschreibung von N bleibt dem Leser iiberlassen).
N stellt zuerst fest, ob das Wort w auf dem Band die Kodierung w,,; einer TURING-
Maschine M ist. Bei negativer Antwort geht N in eine Schleife und stoppt nicht. Bei
positiver Antwort kopiert N das Eingabewort w = w); ein zweites Mal auf das Band. Nun
simuliert N auf dem ersten Wort w = w); die Arbeit von M, wobei N die erforderlichen
Informationen iiber M aus der zweiten Kopie von w = wj; auf dem Band bezieht. N
stoppt, falls M stoppt. Daher stoppt N genau dann, wenn die Eingabe w Kodierung w,
einer TURING-Maschine M ist und fjy;(wy,) definiert ist. Somit gilt T'(N) = Lpa- O

Die néchsten Aussagen geben das Verhéltnis der von TURING-Maschinen akzeptierten
Sprachen zu den im vorhergehenden Abschnitt untersuchten Sprachen, die von Gramma-
tiken erzeugt werden, an.

Lemma 2.38 Zu jeder akzeptierenden TURING-Maschine M gibt es eine Regelgrammatik
G mit L(G) =T(M).

Beweis. Es sei die TURING-Maschine M = (X, Z, 29, Q, J, F') gegeben. Wir konstruieren
zuerst die TURING-Maschine M" = (X, Z", 20, {q"},d",{q"}) entsprechend dem Beweis
von Lemma 2.32 und aus M"” die TURING-Maschine M’ = (X U{§, #}, Z', 2, {d'}, 9", {d'})
entsprechend dem Beweis von Lemma 1.21. Jede Folge von Konfigurationen von M’ hat
die folgende Form:

() Ko= (A z0,w) " K1 = (8 20, wt) E" Ko = (§v1, ¢, ve#) =" Ks = (A, ¢, v),
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wobei vjvy = *"vx® gilt. AuBlerdem ist sofort zu sehen, dass T'(M) = T (M’) gilt. Ferner
nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass X N2’ = () und §, #,* ¢ 7’
gelten. Daher ist es moglich, eine Konfiguration (wq, z, ws) auch als w; zws zu beschreiben.
Wir werden jetzt eine Regelgrammatik G = (N, T, P, S) so konstruieren, dass im Wesent-

lichen w;zwy = w)z'w) genau dann gilt, wenn w} z'wlh = wy 2w, gilt, d.h. wir werden die

Uberfithrungen in M’ schrittweise in umgekehrter Reihenfolge simulieren. Dadurch wird
erreicht, dass die Grammatik in einer Ableitung eine ,Endkonfiguration“ in eine , An-
fangskonfiguration® iiberfiithrt, aus der durch ,,Streichen“ des Zustands das akzeptierte
Wort entsteht.

Wir geben nun die formale Definition von G. Dazu setzen wir

N = Z/U{§7#7*7S7S/7A}7
T = X

und definieren P als die Menge aller Regeln der folgenden Formen:

S — 28,8 — S'x fiir € X U{x}
S —q firqgeq

(mittels dieser Regeln wird eine Ableitung S =* §u;que# realisiert und damit die Be-
schreibung der Konfiguration K, aus (x) erreicht),

(i1)  Zal — azb fiir 2,2 € Z',a,0,b' € X U{x},0'(2,b) = (2, V, L),
20— 2b fir 2,2 € 70,0 € X U{x},8'(2,b) = (2,1, N),
V2 — 2b fiir 2,2/ € Z,0,0 € X U{x},0'(2,b) = (,V,R)

(dies ist eine direkte Simulation einer inversen Uberfithrung, bei der die TURING-Maschine
iiber einem Element aus X U {*} stand),

(1v) 829 — A,
Aa — aA firae X,
A# — A

(durch diese Regeln wird aus einem Wort der Form §zqw# mit w € X* das Wort w
abgeleitet).

Aufgrund der im Anschluss an die Regeln gegebenen Ausfithrungen ist klar, dass jede
Ableitung in G die Form

(k%) S =" uy = §uiquoFt =" us = §owH# =" w

hat, wobei die Ableitung u; =* uy durch schrittweise Simulation der Uberfithrungs-
schritte von K; |* K5 in umgekehrter Reihenfolge erhalten wird.

Damit ist gezeigt, dass es eine Ableitung (x*) in G genau dann gibt, wenn es auch eine
Uberfithrung (x) gibt. Hieraus folgt sofort, dass w € L(G) genau dann gilt, wenn auch
w € T(M) gilt. Somit erhalten wir L(G) = T'(M). O
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Die Idee des Beweises von Satz 2.38 besteht im Wesentlichen darin, dass die Uberfiihrun-
gen wizwe = wiz'wl der TURING-Maschine in umgekehrter Reihenfolge durch einen
direkten Ableitungsschritt w)z'w) = wzw, simuliert werden. Es ist naheliegend, diesen
Gedanken auch dafiir zu verwenden, um zu zeigen, dass jede von einer Regelgrammatik
erzeugte Sprache von einer TURING-Maschine akzeptiert wird. Dabei tritt aber die Schwie-
rigkeit, dass eine Satzform einer Grammatik durch Anwendung verschiedener Regeln auf
verschiedene Satzformen entstanden sein kann. Bei der Umkehrung erfordert dies, dass aus
einer Konfiguration mehrere verschiedene Konfigurationen entstehen kénnen miissen. Um
diese Schwierigkeit zu iiberwinden, definieren wir daher eine nichtdeterministische Vari-
ante der TURING-Maschine, bei der auf eine Konfiguration dann mehrere Konfigurationen
folgen konnen.

Definition 2.39 Fine nichtdeterministische TURING-Maschine M ist ein Sechstupel
M = (X7 Z7Z07Q7T7 F)v

wobei X, Z, zg, Q und F wie bei einer (akzeptierenden deterministischen) TURING-Maschine
definiert sind und T eine Funktion

7:(Z\ Q) x (X U {x}) — 22 XUt {RN.L}
18t.

Entsprechend dieser Definition besteht 7(z,x) aus einer Menge von Elementen der Form
(2/,2',r) mit 2/ € Z,2' e (X U{x}),r € {R,L,N}.

Die in Definition 1.15 angegebenene TURING-Maschine ist der Spezialfall, dass die Menge
7(z,2) nur aus dem Element 0(z, ) besteht.

Wir definieren nun die Konfiguration einer nichtdeterministischen TURING-Maschine wie
bei einer (deterministischen) TURING-Maschine (Definition 1.16) und die Relation K; =
K wie in Definition 1.17, wobei wir nur 6(z, z) = (2/, 2/, r) durch die Forderung (2, 2', 1) €
7(z,x) ersetzen.

Hieraus folgt offensichtlich, dass aus einer Konfiguration K; mehrere Konfigurationen
K, erzeugt werden konnen, wenn 7(z, ) mehrere Elemente enthdlt. Wir definieren die
von einer nichtdeterministischen TURING-Maschine akzeptierte Wortmenge in Analogie
zu Definition 2.30.

Definition 2.40 Essei M = (X, Z, 29, Q, 7, F') eine nichtdeterministische TURING-Maschine
wie in Definition 2.39. Die von M akzeptierte Sprache T(M) wird durch

T(M)={w:we X", (A z,w)E"(v1,q,v2) fiir ein q € F}
definiert.
Wir geben nun ein Beispiel.
Beispiel 2.41 Wir betrachten die nichtdeterministische TURING-Maschine
M = ({a, b}, {20, 20, 20, 20.271.2, 22, 2, 29, 20.371,3, 22.3, 23, 23, 25,4} 20, {4}, T, {q})

77



mit

T(z0.a) = {(20,a,R)},
7(20,0) = {(20,0, N)},
7(z0,%) = {(20,% L)},
m(z0,a) = {(z0,a,1)},
T(20,%) = {(20,% R)}

(die Maschine entscheidet, ob auf dem Band nur as stehen; ist dies nicht der Fall, so geht
sie in eine Schleife),

T(Z(/;?*) = {(ZZ>*>N)}
7(25,2) = {(20,2,N),(z3,2,N)} fiir x € {a,b}

(steht kein Buchstabe auf dem Band, so geht die Maschine in eine Schleife; ansonsten
entscheidet sich die Maschine nichtdeterministisch zwischen zwei Varianten, die im Index
2 bzw. 3 festgelegt sind),

7(zi,a) = {(z},a,R)} fiir i€ {2,3},
7(2z;,0) = {(z,b,R)} furie {2,3},
7(zi,a) = {(2/,a,R)} fiirie {2,3},
7(z,,0) = {(z},b,R)} fiir i€ {2,3},
(2, x) = {(z',x,R)} fiir x € {a,b},
T(zi,%) = {(zi,%,N)} firie {2,3},
(2l %x) = {(¢,*,N)} fiirie {2,3},
)

\]
—~
D

*

= {(z04,% L)} furie{2,3}

(die Maschine liest von links nach rechts das Wort auf dem Band und priift, ob es kein
a, genau ein a oder mindestens zwei a enthélt, wozu die Zusténde z;, z; und 2 dienen;
ist kein a vorhanden, so geht die Maschine in eine Schleife und stoppt nicht; ist genau ein
a vorhanden, so akzeptiert die Maschine die Eingabe; sind mindestens zwei a vorhanden,
so wird die néchste Phase eingeleitet),

T(ZO,Qu CL) = {(21,27 b7 L)}v
'7'(2172,(1,) = {(2«’072,&, L)}>
T(Zj,Q, b) = {(Zi,Q, b, L)} fiir j S {0, 1}
(die Maschine liest das Wort auf dem Band von rechts nach links; abwechselnd wird dabei

ein a durch ein b ersetzt bzw. stehengelassen; somit erfolgt eine Halbierung der Anzahl
der Vorkommen von a; im Zustand z; o gibt j die Anzahl der gelesenen a modulo 2 an),

T(z03,0) = {(212,b, L)},
T(z13,a) = {(223,0,L)},
T(223.a) = {(203,a,L)},
7(zj3,0) = {(2;3,0,L)} fiir j € {0,1,2}
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(analog erfolgt eine Drittelung der Anzahl der Vorkommen von a; in z; 3 gibt j die Anzahl
der gelesenen a modulo 3 an),

T(204,%) = {(zi,%x,R)} fiiri e {2,3},
T(zj0,%) = {(z4,*% N)} furje{l,2},ie{2,3}

(ist die Halbierung bzw. Drittelung ganzzahlig moglich, d.h. zg 2 bzw. 2 3 liegt vor, so wird
der Gesamtprozess iteriert, anderenfalls geht die Maschine in eine Schleife und akzeptiert
daher nicht).

Nach diesen Erklarungen ist klar, dass die TURING-Maschine nur solche Worter akzeptiert
bei denen iterierte Halbierung bzw. Drittelung der Anzahl der Vorkommen von a zu einem
Wort auf dem Band fithrt, dass genau ein a enthélt und akzeptiert dann. Somit ergibt
sich als akzeptierte Sprache

T(M) = {w: #4(w) = 2" oder #,(w) = 3" fiir ein n > 0}.

Mit diesem Typ von TURING-Maschinen sind wir nun in der Lage, die Umkehrung von
Lemma 2.38 zu beweisen.

Lemma 2.42 Zu jeder Regelgrammatik G gibt es eine nichtdeterministische TURING-
Maschine M mit T(M) = L(G).

Beweis. Wir geben hier keinen detaillierten vollstdndigen Beweis, sondern erldutern nur
die wesentliche Idee der Konstruktion.

Es sei die Grammatik G = (N, T, P,S) gegeben. Wir konstruieren nun eine nichtdeter-
ministische TURING-Maschine M mit dem Eingabealphabet N U T U {§} und folgender
Arbeitsweise auf einer Eingabe w.

1. Da nur Worter iiber T akzeptiert werden sollen, testet M als erstes, ob w in T™
liegt. Ist dies nicht der Fall, so geht M in eine Schleife (und akzeptiert daher w
nicht); gilt dagegen w € T™, so erreicht M die Konfiguration (A, z1,w), bei der der
Zustand z; den Beginn der zweiten Phase andeutet.

2. In dieser Phase testet M, ob auf dem Band nur S steht. Ist dies der Fall, so stoppt M;
steht nicht nur S auf dem Band, erreicht die Maschine die Konfiguration (A, z3, w),
bei der zo den Beginn der Phase 3 markiert.

3. Diese Phase dient der Simulation eines Ableitungsschrittes, wobei wir wie bereits im
Beweis von Lemma 2.38 die Richtung umkehren, d.h. wir simulieren die Anwendung
einer Regel u — ¢/ und damit die Ableitung

Tuy = au'y = w
durch den Ubergang
(A, 22, w) = (N, 29, z'y) E* (\, 21, zuy).

Hierzu bestimmt M zuerst nichtdeterministisch eine Stelle, an der die Anwendung
der Regel p = u — ' simuliert werden soll, d.h. M erreicht die Konfiguration
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(x, zp,2'), bei der z, den Beginn der Simulation von p markiert. M testet nun, ob
das Wort u' hinter x auf dem Band steht. Ist dies nicht der Fall, so geht M in eine
Schleife. Ist dies aber der Fall arbeitet M wie folgt. Falls |v/| — |u| = m > 0 ist,
ersetzt M das Wort v’ durch u§™, wodurch (zu§™, 2, y) entsteht, verschiebt y um
m Zellen nach links und kehrt an den Wortanfang und in den Zustand z; zuriick.
Falls |u| — |o/| = m’ > 0 ist, verschiebt M zuerst das hinter u’ stehende Wort y
um m’ Zellen nach rechts, schreibt in die entstehende Liicke §”, ersetzt dann u/§"
durch u und kehrt dann an den Wortanfang und in den Zustand z; zuriick. Damit
entsteht jeweils die Konfiguration (A, zq, zuy) aus (A, 22, zu'y), womit die Simulation
abgeschlossen ist.

Danach wird erneut Phase 2 gestartet.

Entsprechend dieser Arbeitsweise wird jede Ableitung
S— ) —= Wy — ... — Wy_] — W, =W
durch

o (A 2z, wn) E (A 22,w)

E (A 2z, wem) ET (A, 22, i)

E* L ET (N 2z, wr) BT (A, 22, we)

E* (A 2z, w) ET (A 22, w1)

F (A28 E (A g, 5)

simuliert. Weiterhin erreicht M nur einen Endzustand, wenn M eine Ableitung simuliert,

da M sonst in eine Schleife geht. Setzen wir nun noch die Menge der akzeptierenden
Zusténde als die Menge aller Stoppzusténde, so gilt T (M) = L(G). O

()\a ZOawn)

Satz 2.43 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) L wird von einer Regelgrammatik erzeugt.
it) L wird von einer deterministischen TURING-Maschine akzeptiert.
iii) L wird von einer nichtdeterministischen TURING-Maschine akzeptiert.

Beweis. Wegen Lemma 2.38 und 2.42 reicht es zu zeigen, dass jede Sprache, die von einer
nichtdeterministischen TURING-Sprache akzeptiert wird auch von einer (deterministischen
TURING-Maschine akzeptiert wird.

Wir geben hier erneut keinen vollstdndigen formalen Beweis sondern nur die Beweisidee.
Es seien M = (X, Z, 29, Q, T, F') eine nichtdeterministische TURING-Maschine und

n=maz{#(7(z,x)): z € Z,x € X U{x}} und N ={1,2,...,n}.

In der Menge der Folgen iiber N fiithren wir eine Ordnung ein, bei der zuerst nach der
Lénge und bei gleicher Lange lexikographisch sortiert wird. NFOLGE sei die Funktion,
bei der der Folge z die auf x entsprechend der Ordnung folgende Folge NFOLGE(x)
zugeordnet wird. Wir sagen, dass die Folge dids...d, durch M abgearbeitet wird, wenn
bei Vorliegen des Zustandes z und Lesen von x nach ¢ — 1 Schritten im ¢-ten Schritt das
d;-te Element aus 7(z,x) benutzt wird, soweit es vorhanden ist.

80



Wir betrachten nun die TURING-Maschine M’, die wie folgt auf der Eingabe w arbeitet
(dabei ist $ ein gesondertes Trennzeichen):

Programm Bandinhalt
BEGIN w
f=A
Schreibe f hinter das Wort auf dem Band wS f

A: Schreibe hinter das Wort auf dem Band eine Kopie
von w und zwei Kopien von f' = NFOLGE(f) w fSwSf'Sf
Losche f$ wSw f'$f/

Arbeite f’ auf erstem w ab (dabei wird f'$ geloscht) w'$Sw$f’
(falls das d;-te Element nicht vorhanden ist,

16sche w$ und f’'$ und GOTO A) (w$f")
IF erreichter Zustand z ¢ () THEN
losche w'$ und GOTO A w$ f’

END

Jeder einzelne dieser Schritte ist deterministisch realisierbar, und durch spezielle Kom-
ponenten in den Zustédnden kann deterministisch der Schritt, in dem sich M’ befindet,
gespeichert werden.

Verwenden wir F' auch als Menge der akzeptierenden Zustdnde von M’, so akzeptiert M’
entsprechend ihrer Arbeitsweise genau dann ein Wort w, wenn es eine Folge dqds. . .d,
gibt, bei deren Abarbeitung M das Wort w akzeptiert. Daher gilt T'(M') = T'(M). O

Satz 2.43 kann auch wie folgt formuliert werden: Fine Sprache L wird genau dann von
einer (nichtdeterministischen) TURING-Maschine akzeptiert, wenn L € L(RE) gilt.

Durch Kombination dieser Formulierung mit Satz 2.33 und den Ubungsaufgaben 12und
13 zu Abschnitt 1 wird die Bezeichnung RFE als Abkiirzung von rekursiv-aufzéhlbar (engl.
recursively enumerable) als sinnvoll nachgewiesen.

Wir wollen nun ein Analogon zu Satz 2.43 fiir kontextabhingige Sprachen geben. We-
gen Folgerung 2.17 kénnen wir eine monotone Grammatik zur Erzeugung der Sprache
verwenden. Wir werfen nun einen Blick auf den Beweis von Lemma 2.42. Da bei mono-
tonen Grammatiken fiir alle Regeln v — u' die Beziechung |u| < |u/| gilt, wird bei der von
der TURING-Maschine in umgekehrter Richtung durchgefiihrten Simulation der Ubergang
wiu'we = wiuws zu einer Verkiirzung des Bandinhaltes fiithren. Folglich stehen auf dem
Band nur Woérter, deren Lénge hochstens die Lange des Wortes ist, das zu Beginn auf dem
Band steht. Aulerdem bewegt sich der Kopf der Maschine immer nur auf Zellen, in denen
ein Buchstabe des Eingabealphabetes steht, oder auf den mit * gefiillten Zellen direkt vor
oder direkt hinter dem Wort (dies ist notig, um den Wortanfang oder das Wortende zu
finden). Damit ist durch die um 2 erhéhte Lange des Wortes, das zu Beginn auf dem Band
steht, eine obere Schranke fiir die Anzahl der Zellen der TURING-Maschine, iiber denen
sich wihrend der Arbeit der Kopf befinden kann. Dies fiithrt zur folgenden Definition.

Definition 2.44 FEin linear beschrinkter Automat ist eine nichtdeterministische TU-
RING-Maschine M = (X, Z, 2,Q,0, F), deren Kopf sich wihrend der Abarbeitung der
FEingabe w € X* hdchstens tber |w| + 2 verschiedenen Zellen befindet.
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Aus den vorstehend gemachten Ausfiihrungen folgt sofort, dass jede von einer monoto-
nen oder kontextabhéingigen Grammatik erzeugte Sprache von einem linear beschriankten
Automaten akzeptiert wird. Ohne Beweis geben wir an, dass auch die Umkehrung gilt.
Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.45 FEine Sprache ist genau dann kontextabhdngig, wenn sie von einem linear be-
schrinkten Automaten akzeptiert werden kann. O

Fiir TURING-Maschinen haben wir gezeigt, dass deterministische und nichtdeterminis-
tische Varianten die gleiche Menge von Sprachen akzeptieren. Die analoge Frage ist fiir
deterministische linear beschrankte Automaten noch offen, d.h. es ist weder ein Beweis ge-
geben worden, dass jede kontextabhéngige Sprache von einem deterministischen linear be-
schrankten Automaten akzeptiert werden kann, noch ein Beispiel einer kontextabhingigen
Sprache bekannt, die nicht von einem deterministischen linear beschrinkten Automaten
akzeptiert werden kann.

2.2.2 Endliche Automaten

Im vorangehenden Abschnitt haben wir Charakterisierungen der Sprachfamilien £(RE)
und £(C'S) mittels TURING-Maschinen bzw. linear beschriankten Automaten angegeben.
Wir wollen nun eine analoge Charakterisierung fiir die Familie der reguldren Sprachen
herleiten. Zuerst definieren dazu den hierfiir geeigneten Automatentyp.

Definition 2.46 i) Ein endlicher Automat ist ein Quintupel
A = (X7 Z7Z07F75)7

wobet

- X und Z Alphabete sind,

-20 € Z und F C Z gelten,

- 0 eine Funktion von Z x X in Z ist.

ii) Die Erweiterung 0* von § auf Z x X* ist durch

(2, ) = z,
0 (z,wx) = 0(6*(z,w), z) firwe X",z e X

definiert.
iii) Die durch A akzeptierte Wortmenge ist durch

T(A)={w:we X" 6 (2,w) € F}
definiert.

Wie bei TURING-Maschinen nennen wir die Elemente von X erneut Eingabesymbole und
die von Z Zustédnde; z, ist der Anfangszustand, und F' ist die Menge der akzeptieren-
den Zustinde; § heiBt erneut Uberfithrungsfunktion. Im Folgenden werden wir meistens
zwischen der Funktion 0 und ihrer Erweiterung 6* nicht unterscheiden und beide mit
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bezeichnen, zumal aus der Definition sofort 6*(z,x) = §(6*(z,A),x) = §(z,x) fir x € X
und z € Z folgt.

Die Arbeitsweise eines endlichen Automaten konnen wir uns wie folgt vorstellen: Der
Automat liest von links nach rechts die Buchstaben des Eingabewortes und &ndert bei
jedem Lesevorgang seinen Zustand entsprechend o, wobei er im Zustand z; beginnt. Ein
Wort wird genau dann akzeptiert, wenn er nach Lesen des gesamten Wortes in einen
akzeptierenden Zustand gelangt ist.

Entsprechend dieser Interpretation kann ein endlicher Automat als TURING-Maschine
aufgefasst werden, bei der sich der Kopf nur nach rechts bewegt und beim Lesen des
* hinter dem Wort ein Stoppzustand erreicht wird. Das Schreiben auf das Band ist bei
endlichen Automaten — wie wir sie definiert haben — nicht von Interesse, da die Zellen,
in die geschrieben werden kann, wegen der stdndigen Rechtsbewegung nicht mehr gelesen
werden konnen, so dass das Schreiben keinen Einfluss auf die Akzeptanz hat. Wir merken
aber an, dass dann, wenn man sich nicht nur fiir das Akzeptanzverhalten von endlichen
Automaten interessiert, auch eine entsprechende Modifikation des Begriffs zum endlichen
Automaten mit Ausgabe moglich ist.

Um einen endlichen Automaten zu beschreiben, ist es nach Definition notwendig, die
einzelnen Komponenten X, Z, 2y, I, § von A anzugeben. Vielfach wird aber eine Beschrei-
bung von A durch einen gerichteten Graphen G = (V, E), dessen Kanten bewertet (oder
markiert) sind, bevorzugt. Als Knotenmenge V' verwenden wir die Zustandsmenge Z, und
es gibt genau dann eine Kante von z nach 2/, die mit x bewertet ist, falls 0(z, z) = 2’ gilt.
Zur Auszeichnung des Anfangszustandes bzw. der akzeptierenden Zusténde benutzen wir
einen auf den Knoten gerichteten Pfeil bzw. einen doppelten Kreis. In dieser Beschreibung
wird 6*(z, x123 . .. x,) = 2’ durch die Existenz eines Weges von z nach z’ widergespiegelt,
bei dem die Folge der Bewertungen durch zix, ...z, gegeben ist.

Beispiel 2.47 Der endliche Automat A = (X, Z, 2o, F, §) sei durch

X = {a,b,c}
Z = {ZOa217227Z3}7
F = {ZQ},

z1 firz=zp,x=a

zp firz=2z,z=a

2o fir z € {z0, 2}, 2 =c
z3 sonst

oz, ) =

gegeben. Die Darstellung von A durch einen Graphen wird in Abb. 2.5 gezeigt.

Wir bestimmen nun die von A akzeptierte Wortmenge. Wir geben die Erlduterungen
dabei immer durch Bezug auf die Uberfithrungsfunktion; der Leser mége sie jedoch auch
anhand des Graphen zu verfolgen.

Wir stellen dazu erst einmal fest, dass wegen d(z3,z) = 23 fiir alle z € X der Zustand z3
nicht mehr verlassen werden kann, womit eine Akzeptanz ausgeschlossen ist. Da auflerdem
0(z,b) = z3 fur alle z € Z gilt, wird z3 erreicht, wenn im Wort ein b vorkommt. Hieraus
folgt, dass ein Wort nur dann akzeptiert werden kann, wenn es kein b enthélt. Wir bemer-
ken noch, dass die einzige Moglichkeit des Ubergangs von zy zu z durch d(zy,aa) = 2
gegeben ist. Da §(22, ") = §(20, ") = 2 fiir beliebige natiirliche Zahlen n > 1 gelten,
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a @/
gij

a,b,c

Abbildung 2.5:

erhalten wir, dass T'(A) aus allen Wortern besteht, bei denen einer beliebigen Anzahl von
Vorkommen von ¢ stets aa folgt und die kein b enthalten, d.h.

T(A) ={c"aac™aa...c™aa: k>1, ny >0, n; >1fir 1 <i <k}
Beispiel 2.48 Wir wollen einen endlichen Automaten A so bestimmen, dass
T(A)={a"V":n>1,m > 2}

gilt.? Offensichtlich kénnen wir X = {a, b} annehmen. Ferner benutzen wir Zustéinde, um
zu zéhlen, wieviele Buchstaben a bzw. b bereits im gelesenen Teil des Wortes enthalten
sind. Folgende Zusténde entsprechen folgenden Situationen:

z1 — es ist mindestens ein a und kein b gelesen worden,

25 — es sind mindestens ein a und genau ein b gelesen worden,

z3 — es sind mindestens ein ¢ und mindestens zwei b gelesen worden.

Ferner haben wir zu beachten, dass bei zu akzeptierenden Wortern kein a auf ein b folgen
darf. Ein endlicher Automat mit dieser Eigenschaft ist offenbar durch Abb. 2.6 gegeben.

@O,

b a a

a,b

Abbildung 2.6:

Wir definieren nun eine nichtdeterministische Variante des endlichen Automaten. Dabei
gehen wir analog zu TURING-Maschinen vor, d.h. die Bilder bei 6 werden Mengen von
Zustanden anstelle von einzelnen Zustdnden sein.

2Wir diskutieren hier nicht die Frage, ob diese Sprache iiberhaupt von einem endlichen Automaten
akzeptiert werden kann, da wir in diesem Abschnitt diese Frage generell kldren werden.
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Definition 2.49 i) Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel A =
(X, Z, 20, F,9), wobei fiir X, Z, zy, F' die gleichen Bedingungen wie in Definition 2.46 gelten
und ¢ eine Funktion von Z x X in die Menge der Teilmengen von Z ist.

i) Wir definieren 6*(z,\) = {2z} fir z € Z, und fir w € X*, x € X und z € Z gelte
2 € 0*(z,wx) genau dann, wenn es einen Zustand z" € §*(z,w) mit 2’ € 0(2", x) gibt.
iii) Die von A akzeptierte Wortmenge ist durch

T(A) ={w:0"(z20,w) N F # 0}
definiert.

Erneut ist damit der (deterministische) endliche Automat der Spezialfall des nichtdeter-
ministischen Automaten, bei dem jede Menge (z,z) und damit dann auch jede Menge
0*(z,w) einelementig ist. Daher stimmt dann auch die vom so interpretierten nichtde-
terministischen Automaten akzeptierte Sprache mit der des deterministischen iiberein.

Wir beweisen nun die Aquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen endli-
chen Automaten beziiglich ihrer Akzeptierfihigkeit, die wir fiir TURING-Maschinen schon
in Satz 2.43 gezeigt haben.

Satz 2.50 Die beiden folgenden Aussagen sind fir eine Sprache L dquivalent:
i) L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten akzeptiert.
it) L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

Beweis. i) = ii) folgt sofort aus den obigen Bemerkungen, dass (deterministische) endliche
Automaten als spezielle nichtdeterministische aufgefasst werden konnen.

ii) = 1). Essei A = (X, Z, 29, F, 0) ein nichtdeterministischer Automat. Wir konstruieren
den (deterministischen) endlichen Automaten A" = (X, 7', 2, F',¢') mit

7 = {U:UCZ},

Z(/) = {ZO}v
F'o— {U:UeZ, UNF+0Y,
§(U,x) = Uepd(z, ).

Mittels vollstandiger Induktion iiber die Wortldnge zeigen wir nun

() (0" ({20}, w) = 0" (20, w)

fiir alle Worter w € X*.

Fiir w = X folgt dies direkt aus den Definitionen der Erweiterungen. Damit ist der Induk-
tionsanfang bewiesen.

Sei nun w = w'z und die Aussage bereits fiir w’ giiltig. Dann gilt

(0 ({20}, w'z) = '((8")" ({20}, w'), 2) = &'(0" (20, '), ) = Useor(z0,u1)0(2, ) = 67 (20, w'z).

Damit gilt (8')*({z0}, w) = §*(20, w), womit auch der Induktionschritt nachgewiesen ist.
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Sei nun w € T'(A). Dann gilt 0*(zp, w) N F # (. Nach Definition heiit dies 0*(zp, w) € F".
Wegen (x) gilt auch (6')*({z0}, w) € F’, womit w € T'(A’) gezeigt ist.

Durch Umkehrung der eben durchgefiithrten Schliisse konnen wir zeigen, dass aus w €
T(A") auch w € T'(A) folgt. Damit ist dann T'(A) = T'(A") gezeigt. O

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes, in dem wir zeigen, dass die von
(nichtdeterministischen) endlichen Automaten akzeptierten Sprachen mit den reguldren
Sprachen iibereinstimmen.

Satz 2.51 Fiir eine Sprache L sind die folgenden Aussagen dquivalent.
i) L ist requldr.

ii) L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptiert.
iii) L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten akzeptiert.

Beweis. 1) = ii). Wir geben den Beweis zuerst fiir den Fall, dass L das Leerwort nicht
enthélt.

Es sei G = (N, T, P, S) eine reguliare Grammatik mit L(G) = L. Entsprechend Satz 2.24
kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass alle Regeln in P von
der Form A — B, A — x mit A, B € N, x € T sind. Wir konstruieren nun zuerst die
reguldre Grammatik G' = (N, T, P’, S) mit

N = NU({$},
P = {A—-asB:A—-xBeP}U{A—2$: A—ze PtU{$— )},

wobei $ ein zusétzliches Symbol ist ($ ¢ N UT). Da die terminierenden Ableitungen in
G bzw. G’ die Form
S =" wA = wa

bzw.
S =" wA = wa$ = wa

haben, ist leicht zu sehen, dass L(G) = L(G’) = L gilt.

Wir konstruieren nun einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A, fiir den
T(A) = L gilt. Damit ist dann die Behauptung gezeigt.

Wir setzen dazu A = (T, N’, S, {$},), wobei die Uberfithrungsfunktion durch

§(A,z) ={B: A—zB € P}

gegeben ist.

Wir zeigen zuerst mittels vollstéandiger Induktion {iber die Wortlédnge, dass eine Ableitung
A =" 1125 ... 1, B genau dann in G’ existiert, wenn B € §(A, x1x5 ... 1,) gilt.

Der Induktionsanfang, d.h. diese Aussage fiir n = 1, gilt nach der Definition von 4.

Es sei nun eine Ableitung A — z125...2,_1B" =— x129...2,_12,B in G’ gegeben.
Nach Induktionsvoraussetzung und Definition von § gelten dann B’ € §(A, x1xs ... 2, 1)
und B € §(B’, z,,). Folglich ist B € §(A, 122 ... Tp_12y).
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Gilt umgekehrt B € 0(A, 122 ... x,). Dann gibt es einen Zustand B’ (d.h. ein Nichttermi-

nal B’) derart, dass B € 6(B',z,) und B’ € §(A, z122...2,1) gelten. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es damit eine Ableitung A =—* x125 ... 2,1 B’ in G’, und aus der De-
finition von ¢ folgt B’ = x,, B. Somit existiert eine Ableitung A —* 2125 ...2,1B —
r1Ty ... LE‘n_l.CL’nB.

Damit ist auch der Induktionsschritt vollzogen.

Wir betrachten jetzt ein Wort w € L(G’). Dann gibt es eine Ableitung S —* w$ — w
in G'. Entsprechend der oben bewiesenen Aussage gilt dann $ € §(.S, w) und damit w €
T(A).

Umgekehrt folgt aus w € T'(A), also $ € §(S, w), mittels der obigen Aussage die Existenz
einer Ableitung S =* w$ in G’ und damit wegen $ — X\ € P’ auch S =—=* w.

Aus den beiden letzten Bemerkungen folgt T'(A) = L(G'), womit wegen L = L(G) =
L(G") auch T(A) = L bewiesen ist.

Gilt A € L, so modifizieren wir die Konstruktion wie folgt. Die Grammatik in der Normal-
form aus Satz 2.24 enthélt dann zusétzlich die Regel S — A und S kommt in keiner rechten
Seite von Regeln aus P vor. Wir nehmen diese zusétzliche Regel auch in P’ auf, und da
diese nur die direkte Ableitung des Leerwortes bewirkt, muss auch S in die Menge der
akzeptierenden Zustdnde von A aufgenommen werden. Nun laufen die Argumentationen
fir L(G) = T(A) wie oben ab.

ii) = iii) ist durch Satz 2.50 gegeben.

iii) = 1i). Sei ein deterministischer endlicher Automat A = (X, Z, zp, F,0) gegeben. Wir
konstruieren dazu die regulire Grammatik G = (Z, X, P, z) mit

P={z—a2:2 €d6(z,a)}U{z—>\:z€ F}.

Wie im ersten Teil dieses Beweises kénnen wir zeigen, dass z € d(zp,w) fiir ein z € F
genau dann gilt, wenn es eine Ableitung zp =* wz = w gibt, woraus T'(A) = L(G)
folgt. O

Wir illustrieren die beiden Konstruktionen im Beweis von Satz 2.51 durch jeweils ein
Beispiel.

Beispiel 2.52 Wir betrachten die Grammatik
G = ({S, A, B},{a,b}, P,S),
bei der P aus den Regeln

S—-\NS—aA,S—a,S—bS—bB,A—a,
A—bA—aA;A—bB,B—bB,B—bB,B—b

besteht. Die im Beweis zuerst vorgenommene Umformung liefert dann
G' = ({S,A, B,$},{a,b}, P',S)
mit
P = {S—X\S—aA S —a$,S—b$,S — bB,A— a$,
A—b3 A—aA,A—bB,B—bB,B—0b3$,$— \}
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Der gesuchte Automat B ergibt sich dann durch
B = ({a,b},{S, A, B,$},5,{S,$},0)
mit
0(5,a) = 6(A, a) = {4, 8},
S, A

6(5,0) = 6(A,b) = 0(B,b) = {B,$},
8(B,a) =4(3%,a) =4(8,b) = 0.

Weiterhin konstruieren wir noch einen (deterministischen) endlichen Automaten B’ an,
der die gleiche Menge wie B akzeptiert. Dazu gehen wir wie im Beweis von Satz 2.50
vor. Die Menge Z der Zusténde von B’ wird dann von allen Teilmengen von {S, A, B, $}
und die Menge F' der akzeptierenden Zustdnde von allen den Teilmengen, die S oder $
enthalten, gebildet. Wir erhalten dann

= ({a,b}, Z, {5}, F,9),
wobei
0'({S},a) = 9'({A},a) = 0'({S, A}, a) = &'({S, B}, a) = '({A, B}, a)
= 0'({S, 4, B}, a) = {4, 8},
§'({B},a) =0"(0,a) =&'(0,b) =0,
do'({S},b) = &'({A},b) = '({B}. b) = 0'({S, A}, b) = 6'({S, B}, b)
=0 ({A, B}, b) =8 ({S, A, B},b) = {B, $},
(U U{$},z)=0"(U,z)U{8§} fiir U C{S, A B}, x€{a,b}

gesetzt wird.

Beispiel 2.53 Haben wir eben zu einer Grammatik G einen (nichtdeterministischen)
endlichen Automaten angegeben, der L(G) akzeptiert, so konstruieren wir nun umgekehrt
zu dem Automaten A aus Beispiel 2.47 eine regulédre Grammatik G mit L(G) = T'(A).
Entsprechend dem Beweis von Satz 2.51 ergibt sich

G = ({Zo, 215 22, Z3}> {aa b> C}> P> ZO)
mit
P = {zy — azy, 20 — bzs, 20 — c20, 21 — Q29,21 — bz3, 21 — cz3,

2o — az3, 20 — bz3, 20 — €20, 23 — az3, 23 — bzg, 23 — cz3}.

2.2.3 Kellerautomaten

Die im vorhergehenden Abschnitt angegebenen Charakterisierungen von Sprachen mittels
Maschinen oder Automaten ergénzen wir in diesem Abschnitt durch eine solche Charakte-
risierung der kontextfreien Sprachen. Endliche Automaten kénnen kontextfreie, aber nicht
reguliire Sprachen wie {a"b" : n > 1} oder {wcw® : w € {a,b}*} im Wesentlichen deshalb
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nicht akzeptieren, weil eine endliche Menge von Zustdnden nicht ausreicht, um sich die
Lange bzw. die Struktur des schon gelesenen Wortanfangs zu merken. Um kontextfreie
Sprachen zu akzeptieren, miissen wir den Automaten daher mit einer Mo6glichkeit zum
Speichern dieser Information versehen. Hierfiir werden wir ein zusétzliches Arbeitsband
benutzen.

Wenn wir keine Restriktionen an das Arbeiten auf dem Arbeitsband stellen, so kénnten
wir die Eingabe von links nach rechts lesen und dabei auf das Arbeitsband iibertragen
und anschlieflend das Arbeitsband wie bei einer TURING-Maschine nutzen. Dann kénnten
offenbar wie bei TURING-Maschinen alle rekursiv-aufzéhlbaren Sprachen akzeptiert wer-
den. Da wir einen Automatentyp suchen, der nur die kontextfreien Sprachen akzeptiert,
miissen wir eine Einschrinkung der Arbeit auf dem Arbeitsband vornehmen.

Wir nehmen folgende Einschréinkungen vor:

e Die Symbole des Eingabebandes kénnen nur von links nach rechts gelesen werden,
d.h. Kopfbewegungen nach links sind verboten (im Gegensatz zum endlichen Au-
tomaten gestatten wir aber das Verharren des Lesekopfes an einer Stelle, damit
Verénderungen des Arbeitsbandes ohne gleichzeitiges Lesen vorgenommen werden
kénnen).

e Eine Zelle des Arbeitsbandes ist mit einem speziellen Symbol # markiert, das nicht
geloscht und iiberschrieben werden kann. Der Lese-/Schreibkopf des Arbeitsbandes
bewegt sich nicht auf die Zellen rechts von der mit # markierten Zelle. Dadurch
entsteht im Prinzip ein einseitig begrenztes Arbeitsband.

e Die Arbeit auf dem Arbeitsband erfolgt wie bei der Datenstruktur Keller. Dies
bedeutet, dass jeweils nur das am weitesten links stehende Symbol verdndert werden
kann und nur Anfiigungen nach links vorgenommen werden kénnen. Damit werden
nach einem Symbol v rechts erzeugte Symbole nicht bearbeitet, bevor v bearbeitet
wird. Daher bezeichnet man diese Arbeitsweise auch als zuletzt hinein - zuerst hinaus
(engl. last in - first out oder abgekiirzt LIFO). 3

Wir werden das Arbeitsband auch als Keller bezeichnen.

Anschaulich ist diese Interpretation in der Abbildung 2.7 dargestellt.
Wir geben nun die formale Definition des entsprechenden Automatentyps.

Definition 2.54 FEin Kellerautomat ist ein Sechstupel
M = (X7 Z,F,Zo,F,(S),

wober

- X das Eingabealphabet ist,

- Z die endliche Menge von Zustinden ist,

- I' das Bandalphabet ist,

-20 € Z und F C Z gelten,

- 0 eine Funktion von Z x X x (I' U {#}) in die Menge der endlichen Teilmengen von
Z X {R,N} x I'* ist, wobei # ¢ I', R und N zusditzliche Symbole sind.

3Wir bemerken, dass dieses Prinzip auch bei einem iiblichen Keller gilt; was als letztes in den Keller
getragen wird, ist auch als erstes herauszuholen, sonst kann auf vorher Eingelagertes nicht zugegriffen
werden. Hierin liegt der Grund fiir die Bezeichnung des Automatentyps.
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Rechenwerk

z
Eingabeband
T1 | T2 | Pk—1| Tk | Tg4a| o Tp—1] Tn
L " Arbeitsband oder Keller
e Tt (nach rechts begrenzt)

Abbildung 2.7: Schematische Darstellung eines Kellerautomaten

Die Arbeitsweise des Kellerautomaten wird wie folgt festgelegt.

Definition 2.55 Es sei M = (X, Z, T, z, F, §) ein Kellerautomat wie in Definition 2.5.
Fine Konfiguration K des Kellerautomaten M ist ein Tripel (w, z,a#) mit w € X*,
z € Z und a € T,

Der Ubergang von einer Konfiguration K, in die nachfolgende Konfiguration Ky (den wir
erneut mit K1 = Ky bezeichnen) wird wie folgt beschreiben: Fir x € X,v € X* z €
Z.Z2eZyel,pel™ aecl™ gilt

(LL’U, 2 705#) ’: (Uv Zla 6O‘#>7 fa’ll‘s (2,7 R, ﬂ) S 5(Z7 Z, 7)7
(xv, z,va#) | (zv, 2/, Ba#), falls (2/,N,B) € §(z,z,7),
(xv, 2, #) = (v, 2/, B#), falls (7 R, () € 6(z,x,#),
(xv, z,#) E (xv, 2/, 6#), falls (2, N,B) € 0(z,x,#).

Eine Konfiguration K = (w, z, a#) gibt den noch nicht gelesenen Teil w des Eingabe-
wortes, den Zustand z des Automaten und das Wort auf dem Arbeitsband (im Keller)
an.

Anschaulich wird bei einer Konfigurationsiiberfithrung ausgehend vom Zustand, in dem
sich das Rechenwerk befindet, dem gelesenen Symbol und dem ersten Kellersymbol ein
neuer Zustand ermittelt und der Inhalt des Kellers verdndert, indem das erste Symbol
durch ein Wort ersetzt wird oder ein Wort vorangestellt wird. Genauer heifit dies:

o (2/,R,) € 6(z,x,7) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z be-
findet, das Symbol x liest und ~ als erstes Symbol im Keller hat, in den Zustand 2’
geht, den Lesekopf des Eingabebandes nach rechts bewegt und das Symbol v durch
das Wort (3 ersetzt,

e (2/,N,B) € 0(z,z,7) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z be-
findet, das Symbol x liest und ~ als erstes Symbol im Keller hat, in den Zustand 2’
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geht, den Lesekopf nicht bewegt? und das Symbol v durch das Wort 3 ersetzt,

e (2/,R,3) € (z,x,#) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z
befindet, das Symbol z liest und nur # im Keller hat, in den Zustand z’ geht, den
Lesekopf des Eingabebandes nach rechts bewegt und das Wort 3 vor # in den Keller
schreibt,

e (2/,N,B) € 0(z,z,#) bedeutet, dass der Kellerautomat, der sich im Zustand z
befindet, das Symbol = x liest und nur # im Keller hat, in den Zustand 2’ geht,
keine Kopfbewegung ausfiihrt und 3 vor # in den Keller schreibt.

Der Lese-/Schreibkopf des Kellers (Arbeitsbandes) wird stets auf das erste Symbol im
Keller gesetzt.

Mit |=* bezeichnen wir erneut den reflexiven und transitiven Abschluss der Relation .

Definition 2.56 FEs sei M ein Kellerautomat wie in Definition 2.54. Die von M akzep-
tierte Sprache ist durch

M =A{w: (w,20,#) E" (N q, %) fiir ein q € F'}

definiert.

Ein Wort wird entsprechend dieser Definition akzeptiert, wenn ausgehend vom Anfangs-
zustand und einem leeren Keller (d.h. der Keller enthélt nur das Markierungssymbol #)
nach dem vollstdndigen Lesen des Eingabewortes der Keller wieder leer ist und sich der
Automat in einem akzeptierenden Zustand befindet. (Es lassen sich noch andere Varianten
des Akzeptierens denken, so z. B. durch die Forderung, dass unabhéngig vom Kellerinhalt
nur ein akzeptierender Zustand erreicht wird oder unabhéngig vom Zustand der Keller
leer ist. Man kann beweisen, dass diese Varianten die Menge der akzeptierbaren Sprachen
jedoch nicht verdndern.)

Beispiel 2.57 Wir betrachten den Kellerautomaten

M= (X,Z,T, z,F,0)

mit
X ={a,b}, T'={a}, Z=A{z,21,20}, F={=n},
0(z0,a,7#) = {(z0, R,aa)}, 9(20,a,a) ={(20, R,aaa)},
d(z0,b,a) = {(z1, R, N},  d(q,b,a) ={(z1, R, \)}
und

Iz, x,y) = {(22, R,7)}

4In manchen Lehrbiichern wird das Bewegen des Kopfes anders interpretiert. Eine Bewegung nach
rechts entspricht dem Lesen des Symbols, wihrend die Nichtbewegung als Nichtlesen gedeutet wird.
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in allen sonstigen Fillen. Dann ergeben sich fiir die Eingaben aabbbb und aba die folgenden
Folgen von Konfigurationen:

(aabbbb, zo, #) = (abbbb, 2o, aa#) = (bbbb, zg, aaaa#) = (bbb, z1, aaa#)
): (bbv 21 a'a#) ): (b, 21 a#) ): ()\7 21, #)

und
(aba, zo, #) | (ba, 20, aa#) = (a, 21, a#) E (A, 22, #).

Damit gelten aabbbb € T'(M) und aba ¢ T'(M).

Es ist leicht zu sehen, dass im Zustand zy beim Lesen eines a auf dem Band und einem a
oder # an der Spitze des Kellers jeweils zwei a zusétzlich in den Keller geschrieben werden.
Beim Lesen des ersten b wird in den Zustand z; gewechselt, und es beginnt der Prozefl
des Kiirzens des Kellers um ein a. Dies wird solange fortgesetzt, wie b gelesen werden
und a im Keller sind. In allen anderen Situationen wird der Zustand zy erreicht, den der
Kellerautomat nicht mehr verlassen kann, womit eine Akzeptanz des Wortes verhindert
ist.

Da doppelt soviele a in den Keller geschrieben werden wie gelesen werden, miissen doppelt
soviele b wie a gelesen werden, um den Keller wieder zu leeren. Folglich gilt

T(M) = {a"b™ : n > 1}.

Die Idee hinter M ist im Wesentlichen folgende: Im Keller wird die Struktur des gelesenen
Teilwortes gespeichert und dann mit dem noch nicht gelesenen Teilwort verglichen, wobei
nur bei positiven Ausgang des Vergleichs das Eingabewort akzeptiert wird.

Eine grundséitzlich andere Idee fiir eine Konstruktion eines Kellerautomaten, der L =
{a"b* : n > 1} akzeptiert, besteht darin, im Keller durch Speicherung der Satzformen im
Wesentlichen die Ableitung der Worter aus L zu simulieren, und dann das terminale Wort
mit dem Eingabewort zu vergleichen. So einfach ist diese Idee aber nicht zu realisieren,
da bei der Ableitung auch Nichtterminale zu ersetzen sind, die nicht am Wortanfang
stehen, was nach der Arbeitsweise des Kellers nicht moglich ist. Gelost wird dies Problem
dadurch, dass immer bereits die Satzform und das Eingabewort soweit verglichen werden,
wie dies zu dem Zeitpunkt moglich ist.

Wir formalisieren nun die eben beschriebenen Vorgehensweise, in dem wir den zugehérigen
Kellerautomaten angeben. Dafiir benotigen wir eine L erzeugende Grammatik. Dies ist

G = ({S},{a,b},{S — aSbb, S — abb},S).
Wir definieren nun

M = ({a’ b}> {Z(,b Zia Zé}’ {Sv a, b}’ 26’ {Zi}’ 5/)
mit
&' (2,2, #) = {(#, N, S)} fiir x € {a,b}

(wir initialisieren den Keller mit dem Startsymbol S, das die zu Beginn vorliegende Satz-
form ist),

8 (21,2, 5) = {(21, N,aSbb), (21, N,abb)} fiir z € {a,b}
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(wir simulieren die Anwendung einer Regel fiir S im Keller, d.h. wir ersetzen S im Keller
durch die rechte Seite einer Regel),

(wir vergleichen das erste Symbol des Kellers mit dem gerade gelesenen Buchstaben auf
dem Band) und

5,(Za Z, 7) = {(Zé> R, )‘)}

in allen weiteren Féallen. Fiir das obige Eingabewort aabbbb erhalten wir

(aabbbb, z,, #) E (aabbbb, 21, S#) = (aabbbb, 21, aSbb#) | (abbbb, 2}, Sbb#)
L (abbbb, 2|, abbbb4) = (bbbb, 2, bbbbt) |= (bbb, 2., bbb4)

= (0b, 21, bb#) = (b, 21, b#) |= (A, 21, #)

als Konfigurationsfolge. Dagegen ist

(aba, 2, #) b= (aba, 2}, S#) = (aba, 2, abb#) = (ba, 2}, bb) = (a, 2}, b#) = (A, 2, #)

nur eine mogliche Folge von Konfigurationen fiir die Eingabe aba, bei der eine Konfigurati-
on vorliegt, die nicht mehr verdndert werden kann, jedoch kann man sich leicht iiberlegen,
dass wir bei jeder anderen Konfigurationsfolge auch (A, z5, #) erreichen.

Im Keller sei Sb®"# enthalten (aus der Anfangskonfiguration (w, zo, #) erhalten wir die-
se Situation mit n = 0 im ersten Schritt der Arbeit von M?’). Nun wird eine der Regeln
S — aSbb oder S — abb simuliert, wodurch im Keller a.Sh*™ D4 oder ab* ™14 entsteht.
Im ersten Fall lesen wir einen Buchstaben, vergleichen diesen mit dem Spitzensymbol a
des Kellers und erhalten Sb>™ 1% d.h. ein Wort der Form wie zu Beginn der Betrachtun-
gen, oder erreichen den Zustand zj, wodurch Akzeptanz ausgeschlossen wird. Im zweiten
Fall vergleichen wir das noch nicht gelesene Wort mit dem Kellerinhalt und kommen bei
Ubereinstimmung zur Akzeptanz oder bei Nichtiibereinstimmung in den Zustand z5.
Hieraus folgt, dass wir das Eingabewort dann akzeptieren, wenn es mit einem bei der
Simulation erzeugten terminalen Satzform iibereinstimmt. Somit gilt

Wir verallgemeinern nun die Idee der zweiten Konstruktion, um zu zeigen, dass durch
Simulation von Ableitungen in kontextfreien Grammatiken die Akzeptierbarkeit der zu-
gehorigen Sprache bewiesen werden kann.

Im Beispiel haben wir nach partiellem Vergleich immer das erste Nichtterminal der Satz-
form erreicht und dann nachfolgend keine Schwierigkeiten bekommen, da dies auch das
einzige Nichtterminal der Satzform ist. Fiir die Verallgemeinerung ist es daher notwendig,
zu zeigen, dass wir die erzeugte Sprache nicht verdndern, wenn wir stets das am weitesten
links stehende Nichtterminal ersetzen. Derartige Ableitungen nennen wir Linksableitun-
gen.

Seien nun eine Satzform w; Aws Bws und zwei Regeln A — v; und B — vy gegeben. Dann
bestehen die Ableitungen

wlAwngg - U)1U1U)QBU)3 — W1V W2V2Ws3
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und
wlAwngg - wlAU)QUQU)3 — W1V WaV2W3,

die beide zum gleichen Ergebnis fithren. Somit ist eine derartige Vertauschung der Reihen-
folge der Regelanwendungen moglich, ohne das erzeugte Wort zu verdndern. Fortgesetzte
derartige Anderung der Reihenfolge fithrt dazu, dass wir eine Linksableitung erhalten und
das gleiche Wort erzeugen. Daraus folgt, dass wir bei Beschrankung auf Linksableitungen
die gleiche Sprache erzeugen wie mittels beliebiger Ableitungen.

Lemma 2.58 Fliir jede kontextfreie Sprache L gibt es einen Kellerautomaten M mit

T(M) = L.

Beweis. Es sei G = (N', T, P,S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L. Wir kon-
struieren nun zu G den Kellerautomaten

M = <T7 {Z(]’ <1, Z2}7 N/ U T7 205 {Z1}7 5)

mit
(20w, #) = {(21, N, 5)} firw e,
d(z1,2,A) ={(21,N,v) : A—ve P} firzel,
0z, z,2) ={(21,R,\)} firzeT

und

0(z,2,7) = {(22, B, \)}

in allen weiteren Fallen.

Zuerst bemerken wir, dass - abgesehen von der Anfangskonfiguration - nur Konfiguratio-
nen entstehen, die den Zustand z; oder z, enthalten. Ferner wird bei Erreichen des Zu-
stands zy dieser nicht mehr verindert, womit eine Akzeptanz von w nicht mehr moglich
ist. Wir untersuchen daher jetzt, welche Konfigurationen mit dem Zustand z; erreicht
werden konnen. Wir zeigen, dass

(*) (wiws, 20, #) " (w2, 21, v#)
genau dann gilt, wenn es eine Linksableitung
(xx) S =" wyv

in G gibt. Hieraus folgt dann mit w = wy, A = wq, v = A, dass (A, z1, #) genau dann er-
reicht wird, wenn es eine Linksableitung S =* w gibt. Somit wird ein Wort genau dann
akzeptiert, wenn es durch eine Linksableitung erzeugt werden kann. Nach den Bemerkun-
gen vor diesem Lemma gilt folglich T (M) = L(G) = L, womit das Lemma bewiesen ist.

(x) — (*%). Wir benutzen absteigende Induktion iiber die Lange des noch nicht gelesenen
Wortes. Fiir wy = A\, ws = w,v = S gilt die Behauptung, da ausgehend von (w, zg, #)
in einem Schritt nur (w, z1, S#) erreicht werden kann und S =* S eine Linksableitung
(mit null Ableitungsschritten) ist.
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Sei nun (wywy, 2o, #) E* (wy, 21, v#) eine Uberfithrung, bei der wy # X ist und fiir die
eine Linksableitung S =" wyv existiert. Wir unterscheiden drei Félle:
a) v = av’ fiir ein a € T. Gilt auch wy = aw}, so gelten

(wlawé’ 205 #) ):* (awé> 21, CL’U’#) ): (wé> 21, UI#)
und
S =" wiv = wav’,

womit die Aussage fiir das kiirzere Wort wi, gilt. Gilt dagegen wy = bw) mit a # b, so
kann nur in den Zustand z, iibergegangen werden.

b) v = Av' fiir ein A € N. Ferner sei A — Xz eine Regel aus P. Dann erhalten wir durch
Simulation dieser Regel

(w27 21, AU/#) ): (w27 21, X']:/U/#)'

Ist X € T, so erreichen wir damit die unter a) diskutierte Situation, ist X € N fahren
wir wie beschrieben fort, bis wir zu einer Anwendung einer Regel kommen, deren rechte
Seite mit einem Terminal beginnt.

c) v = A. Wegen ws # A gehen wir in den Zustand zs.

(%) — (). Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl der
Ableitungsschritte in (x%) und zeigen sogar die schirfere Aussage: Ist nach n Ableitungs-
schritten in einer Linksableitung das Wort wiAu mit wy € T™ erzeugt worden, so gibt es
die Uberfithrung (wyws, 20, #) =* (wy, 21, Au).

Fiir n = 0 folgt die Aussage mit w; = A\, ws = w direkt aus der nach Definition existie-
renden Uberfithrung (ws, 2o, #) = (wg, 21, S#) und dem Fakt, dass in null Schritten nur
S erzeugbar ist.

Sei die Aussage nun schon fiir n bewiesen. Ferner sei

S =" w; Au = wyv; Busu

eine Linksableitung aus n + 1 Ableitungsschritten, wobei der letzte Schritt in der Anwen-
dung der A — v Bvy mit v; € T* besteht. Da es eine Linksableitung ist, gilt w; € T™*.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher

(wwe, 2o, #) FE* (we, 21, Au#t).
Aufgrund der Definition von M gilt dann weiterhin
(wa, 21, Au#) = (we, 21, v1 Bugu#).
Falls wy = vjws erhalten wir aulerdem
(vyws, 21, v1 Bugu#) E* (ws, 21, Buau#)
und durch Kombination dieser Relation
(wrvws, 20, #) E* (ws, 21, Bugu#),

womit die Aussage auch fiir die Ableitung aus n + 1 Schritten gilt. Ist aber wy # viws fiir
alle wg € T*, so erreichen wir ausgehend von (ws, 21, v1 Buau#) den Zustand zs. O

Ohne Beweis geben wir das folgende Lemma.
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Lemma 2.59 Zu jedem Kellerautomaten M gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit

L(G) =T(M). O

Durch Kombination der beiden vorstehenden Lemmata erhalten wir das Hauptresultat
dieses Abschnittes.

Satz 2.60 Die beiden folgenden Aussagen sind fiir eine Sprache L dquivalent:
i) L ist eine kontextfreie Sprache.
ii) L =T(M) gilt fiir einen Kellerautomaten M. O

Der Kellerautomat ist nach Definition nichtdeterministisch. Auch hier kann eine deter-
ministische Variante eingefiihrt werden, bei der es zu jeder Konfiguration genau eine
Folgekonfiguration gibt. Dafiir reicht es zu fordern, dass alle Mengen §(z, x,y) einelemen-
tig sind. Der in Beispiel 2.57 angegebene Kellerautomat M ist deterministisch. Damit ist
klar, dass deterministische Kellerautomaten nichtregulare Sprachen akzeptieren kénnen.
Andererseits kann gezeigt werden, dass deterministische Kellerautomaten nicht in der La-
ge sind, die Sprache {ww® : w € {a,b}} zu akzeptieren. Somit liegt die Menge der von
deterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen echt zwischen der der reguléren
Sprachen und der der kontextfreien Sprachen.

2.3 Sprachen und algebraische Operationen

Nachdem wir im Abschnitt 2.1 verschiedene Typen formaler Sprachen mittels erzeugen-
der Grammatiken definiert haben, gelang uns im Abschnitt 2.2 eine Charakterisierung
der zugehorigen Sprachmengen mittels verschiedener Typen von Automaten. Ziel dieses
Abschnittes ist es, eine weitere Charakterisierung der Menge der reguldren Sprachen an-
zugeben, indem wir zeigen, dass sie sich als spezielle (universelle) Algebra beschreiben
lassen.

Da Sprachen Mengen sind, kénnen wir auf diese problemlos die mengentheoretischen Ope-
rationen Vereinigung und Durchschnitt anwenden. Eine weitere wichtige mengentheore-
tische Operation ist die Komplementbildung, bei der aber erst zu klaren ist, beziiglich
welcher Gesamtheit das Komplement zu bilden ist. Sei zum Beispiel L C X*. Dann ist
sicher X*\ L eine mogliche Definition des Komplements. Jedoch gilt natiirlich fiir jedes
Symbol a ¢ X auch L C (X U{a})*, womit auch (X U{a})*\ L als Komplement moglich
wére. Wir wollen uns hier auf den Fall beschridnken, dass das zugrunde liegende Alphabet
minimal gew#hlt wird.

Fiir eine Sprache L definieren wir alph(L) als die Menge aller Buchstaben, die in mindes-
tens einem Wort von L vorkommen und das Komplement von L als

L = (alph(L))*\ L.
Wir definieren nun einige der Algebra entlehnten Operationen.

Definition 2.61 FEs seien L, Ly, Lo Sprachen iiber einem Alphabet X. Wir definieren
dann das Produkt von L1 und Ly durch

L1 . L2 = {w1w2 Twp € Ll,w2 c Lg}
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Weiterhin setzen wir
L = {)‘}a
L = "L fir n>0
und definieren den KLEENE-Abschluss (oder KLEENE-x) von L durch

n>0
und den positiven KLEENE-Abschluss (oder KLEENE-+) von L durch

Lt=JL"

n>1

Falls keine Missdeutungen moglich sind, lassen wir wie {iblich den Punkt als Operations-
zeichen beim Produkt fort.

Beispiel 2.62 Seien
L ={ab,ac} und L' ={ab"a:n>1}
gegeben. Dann ergeben sich:

L-L=1L* = {abab,abac,acab,acac},

L-L' = {abab"a:n>1}U{acaba :n > 1},
(L) = {ab'aabaab’a :i>1,5>1,k>1},
L* = {axriazy...ax, v > 1,2, € {b,c},1 <i<r}U{r},
LNt = {abaab®a...ab’a:t>1,s;>1,1<j <t}
j

Vom algebraischen Standpunkt aus ist das Produkt das iibliche Komplexprodukt in der
(freien) Halbgruppe der Worter iiber X. L* ist dann die kleinste Halbgruppe mit neu-
tralem Element, die L enthilt, und L% ist entsprechend die kleinste Halbgruppe, die L
enthélt.

Wir bemerken, dass nach Definition stets

L*=LTuL’=LTu{\}

gilt, wihrend LT = L* \ {\} nur dann gilt, wenn X\ ¢ L gilt.

Weiterhin merken wir an, dass im Spezialfall L = X die Menge L™ aus genau allen
Wortern der Lange n iiber X besteht. Somit ist dann L* die Menge aller Worter iiber X,
d.h. L* = X*, womit auch die Rechtfertigung fiir die Bezeichnung X* in diesem Zusam-
menhang nachgewiesen ist.

Mit Hilfe der mengentheoretischen und den eben eingefiithrten Operationen lassen sich
einige Sprachen sehr einfach beschreiben, fiir die wir bisher ,,relativ umstiandliche Defi-
nitionen gegeben haben. Wir wollen dies an einigen Beispielen demonstrieren.

Da offensichtlich nach Definition fiir jedes Symbol x

{z}' ={2":n>0} und {z}" ={z":n>1}={a}{a}’
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gelten, konnen wir die in den Beispielen 2.47 bzw. 2.48 akzeptierten (reguldren) Sprachen
wie folgt beschrieben:

{"aac™aa...c™aa:k>1,n >0,n;>1,2<i<k} = {c}{al{a}{c} {a}{a})*

= {c"{aH{a}({cHe} {a}{a})"

und
{a"b™ :n>1,m > 2} = {a} " {b}{b}*.

Die Sprache R bestehe aus allen Wortern iiber dem Alphabet X, die mindestens einen
Buchstaben aus der Menge Y C X enthalten. Hierfiir ergibt sich

R=J X*{z}X".
zeY

Satz 2.63 Wenn L und L' regulire Sprachen sind, so sind auch die Sprachen

i) LU L,

i) LN L/,
iii) V*\ L (wobei L C V* gilt),

w) L-L,

v) LT und L*
requldr.

Beweis. i) Es seien L; und Ly zwei regulére Sprachen iiber dem Alphabet 7. Wir haben
zu zeigen, dass auch L; U Ly eine reguldre Sprache (iiber T') ist. Dazu seien

G1= (N, Ty, P, S1) und Go = (No, Ty, P, Ss)
zwel reguldre Grammatiken mit
L(Gh) =L, und L(Gs)= L.
Offenbar konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
Ty=T,=T und Ny NNy=1{

gelten (notfalls sind die Nichtterminale umzubenennen). Ferner sei S ein Symbol, das
nicht in Ny U Ny U T liegt. Wir betrachten nun die reguldre Grammatik

G=(NfUN,U{S}H T, PUP,U{S — 51,5 — 52}, 9).
Offenbar hat jede Ableitung in G' die Form
S =5 =" w, (2.1)
wobei i € {1,2} gilt und S; =* w eine Ableitung in G; ist (da wegen Ny N Ny = () keine
Symbole aus N;, j # i entstehen konnen und damit keine Regeln aus P; anwendbar sind).

Folglich gilt w € L(G;). Hieraus folgt sofort
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Man sieht aber auch aus (2.1) sofort, dass jedes Element aus L(G;), ¢ € {1,2}, erzeugt
werden kann, womit auch die umgekehrte Inklusion

L(G) 2 L(G1) UL(G3) = L1 U Ly

gezeigt ist.

ii) Wir haben zu zeigen, dass fiir zwei regulire Sprachen L; und Ly auch ihr Durchschnitt
Ly N Ly regulér ist. Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall dass A ¢ Ly N Ly liegt und
iiberlassen dem Leser die Modifikationen fiir die allgemeine Situation.

Es seien dazu wieder

G = (N, Th, P, S1) und Gy = (Ny, Ty, Po, S)
reguldre Grammatiken mit
L(Gl) = Ll und L(Gg) = L2.

Diesmal kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit neben T = 77 = T5 noch
annehmen, dass G; und G5 den in Satz 2.24 gegebenen Bedingungen geniigen. Wir be-
trachten diesmal die reguldre Grammatik

G = (Ny x Ny, T, P, (51, 52))
mit
P = {(A1,Ay) = a(By,Bs) : Ay — aB; € P1, Ay — aBy € Py}

U{(A1,A2) —a: A —a€ P,Ay —a€ P}

Es ist leicht zu sehen, dass
(S1,8) =* w'(Ay, A3) =" w

genau dann gilt, wenn es in G; und G5 Ableitungen

S ="w'A =" w und Sy, ="w'A, ="w

gibt. Folglich gilt w € L(G) genau dann, wenn auch w € L(G;) und w € L(Gs) erfiillt

sind. Somit ergibt sich

Damit ist der Durchschnitt von L; und L, als reguldr nachgewiesen.

iii) Es sei L eine regulidre Sprache. Dann gibt es einen endlichen Automaten
A = (alph(L), Z, zy, F, §)

mit T'(A) = L, der also L akzeptiert. Offenbar gilt daher genau dann w € L oder gleich-
wertig w ¢ T'(A), wenn 6(zp,w) ¢ F, d.h. 0(20,w) € Z \ F ist. Somit akzeptiert der
endliche Automat

A" = (alph(L), Z, 20, Z \ F,0)
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das Komplement von L, welches damit als regulér nachgewiesen ist.
iv) Es seien wieder

G1= (N, 11, P, S1) und Gy = (Ny, Tz, Py, S5)
reguldre Grammatiken mit
L(G1) =Ly und L(Gs) = Lo
und Ny N Ny, = (). Wir konstruieren aus G und G5 die regulire Grammatik
G = (N1 UN,, T, P, U Py, S)
mit
Pl={A—wB:A—wBeP,BeENj}U{A—wSy: A—we P,weT}
Entsprechend dieser Konstruktion sind die Ableitungen in G von der Form
S =* WA = wwS, =" wwws,,

wobei S =* w'A = w'w = w; eine Ableitung in G| und Sy, =* w, eine Ableitung in
G5 sind. Damit ergibt sich

L(G) = {’(UlU)Q Twp € L(Gl),U)Q c L(Gg)} = L(Gl) . L(Gg)

v) Wir beweisen die Aussage zuerst fiir L.
Es sei G = (N, T, P,S) eine regulire Grammatik mit L(G) = L. Wir konstruieren die
regulire GRammatik G' = (N, T, P’,S), wobei P’ aus P entsteht, indem wir zu P die
Regeln

A—-wSfirA—-wePweT"

hinzufiigen. Die Ableitungen sind dann (bis auf die Reihenfolge der Anwendung der Re-

geln) von der Form
! ron x 0N N/ ]

!

n—1

/

* !/ " " * / " "
=" wywy ... w,_qw, ;5 =" wijw] ... w, W, Wy,

wobel wiw! € L(G) for 1 <i <n—1und w, € L(G) gelten. Hieraus folgt leicht die zu
beweisende Aussage.

Wir geben nun die Modifikationen fiir den KLEENE-x. Gilt A € L, so kénnen wir wegen
der dann gegebenen Giiltigkeit von L* = Lt wie oben vorgehen. Ist A\ ¢ L, so haben wir
L* = LT U{A}. Da {\} eine regulidre Sprache ist (erzeugt von der Grammatik mit der
einzigen Regel S — ), folgt die Regularitat von L* aus Teil i) dieses Satzes. O

Wir haben oben Beispiele betrachtet, bei denen (regulére) Sprachen erzeugt werden konn-
ten, indem die Operationen Vereinigung, Produkt und (positiver) KLEENE-Abschluss auf
einelementige Mengen iteriert angewandt wurden. Wir wollen nun das auf S. C. KLEENE
zuriickgehende Resultat zeigen, dass auf diese Weise genau die regulédren Sprachen be-
schrieben werden koénnen. Dafiir verwenden wir reguldre Ausdriicke, die auch an anderer
Stelle in der Informatik zur Beschreibung von Mengen eingesetzt werden.
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Definition 2.64 Reguldire Ausdriicke tiiber einem Alphabet X sind induktiv wie folgt de-
finiert:

1. 0, X und x mit x € X sind requlire Ausdriicke.

2. Sind Ry, Ry und R regulire Ausdriicke, so sind auch (Ry + Ry), (Ry - Rg) und R*
requldre Ausdriicke.

3. Ein Ausdruck ist nur dann requldr, wenn dies aufgrund von 1. oder 2. der Fall ist.
Wir ordnen nun jedem regulédren Ausdruck iiber X eine Sprache iiber X zu.

Definition 2.65 Die einem requldren Ausdruck U iiber dem Alphabet X zugeordnete
Menge M(U) ist induktiv durch die folgenden Festlequngen definiert:

o M(0)=0, M(\) = {)\} und M(z) = {x} firz e X,
e Sind Ry, Ry und R requlire Ausdriicke, so gelten

M((Rl+Rz)) =
M((Ry- Ry)) =
M(R*) = (M(R)".

Beispiel 2.66 Sei X = {a,b, c}. Dann sind nach 1. aus Definition 2.64
R0:>\, Rlza, Rgzb, RgIC

reguldre Ausdriicke iiber X. Nach 2. aus Definition 2.64 sind dann auch die folgenden
Konstrukte reguldre Ausdriicke:

Ry = (R -Ri)=(a-a),

R = (R R)=((a-a)-a),

Ry = Ry=1b",

Ry = (Ry+RY) ="+ ((a-a)-a))),

Ry = Ry=c",

Ry = (Rs- Ry) = (c-c),

Ry = (Ry-R3) =((b"+((a-a)-a))-(c-c)),

Rs = (Ro+ Ra) = A+ ((0"+((a-a)-a)))-(c-c))).

Entsprechend Definition 2.65 erhalten wir die folgenden zugeordneten Mengen (wobei wir
offensichtliche Vereinfachungen stets vornehmen):

M(Ro) = {A}, M(Ry)={a}, M(Rp)={b}, M(Rs) = {c},
M(Ry) = =M((R:-Ry)) ={a}{a} = {a’},

M(R{) = M((Ry- Ri))={a’}{a} ={a’},

M(Ry) = M(R;) ={b}" = {b":m >0},
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M(Ry) = M((Ry+R{))={0":m>0}U{a’},

M(R;) = M(R3) ={c}"={c":n =0},

M(R;) = M((Rs-Ry) ={cH{c":n>0}={c":c>1},
M(R,) = M((R” RD)) = ({o™ :m >0} U{a®}) - {":n>1}

{o" ":mz(),nZl}U{agc":nEZ’)},
M(Rs) = M((Ry+ Ry)) = {2 }u{b™c:m >0,n>1}U{a*c":n > 3})
= {AJu{p™c" :m>0,n>1}U{a*c" :n > 3}.

Ist U= ((...((R1+ Ra) + R3) +...) + R,), so schreiben wir dafiir kurz

Offenbar ist .
~ U M(R
i=1
In analoger Weise benutzen wir Summen bzw. Vereinigungen iiber gewisse Indexbereiche.

Satz 2.67 Fine Sprache L ist genau dann regquldir, wenn es einen requldren Ausdruck R
mit M(R) = L gibt.

Beweis. =) Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es einen endlichen deterministischen
Automaten
A: (XaZ>ZO>F>5)

mit T(A) = L. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
Z={0,1,2,...r} und 2z =0

fiir ein gewisses k > 0 gelten. Fiir 7,7,k € Z bezeichnen wir mit Lk die Menge aller
Worter w mit den beiden folgenden Eigenschaften:

e 0(i,w) = j,
o fiir jedes u # A mit w = v’ und |u| < |w| gilt §(,u) < k.

Offenbar gilt dann

L=T(A) = J L (2.2)

jEF

Wir beweisen nun, dass es fiir jede Menge L ; einen reguliren Ausdruck RY; mit M (R};) =
L’f gibt. Der Beweis hierfiir wird nun mlttels Induktion iiber k£ gezeigt.
Sei zuerst k = 0. Fiir ¢ # j besteht L?,j nach Definition aus allen Wortern w, die den
Zustand ¢ direkt in den Zustand j iiberfiihren, da aufgrund der zweiten Bedingung keine
Zwischenzustéinde auftreten konnen. Damit muss w ein Wort der Lénge 1 sein, und es gilt

Ly, ={x:2ze X, 6(i,x) = j}.
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Wir schreiben dies als

L?J-: U {z}.
reX
6(i,x)=j

Damit gilt auch

L?’j = M( Z ).

reX
8(ix)=3

womit die Aussage bewiesen ist. Gilt ¢+ = 7, so kommt zu den Wortern der Lénge 1, die ¢
in ¢ transformieren, noch das leere Wort hinzu. Daher ist auch in diesem Fall

0 __
L, =MAX+ >
P o

Sei nun k > 1 und fiir alle Mengen der Form L7 ; mit s < k existiere ein regulérer Ausdruck
R;; mit Lf; = M(R; ;). Wir zeigen zuerst

Lk = Lz k— I(Lk 1,k— 1)*Liii,j U Li;l . (2-3)
Sel w = x5 ... 2, ein Wort aus Lﬁj. Fir 1 <p <n —1 setzen wir
z

p = 5(’é,l’1l’2 .. .l’p).

Gilt 2z, <k —1fir 1 <p<n-—1,soist wauch in Li;l. Folglich erhalten wir w € R.
Deshalb sei nun fiir gewisse t > 1und 1 <p; <po < ... <p, <n-—1

Zpy = Zpy = ... =2p, =k—1 und z,<k—1firp¢ {p1,pa,....0}
Dann gelten
0(i,x129 ... 2p,) =k — 1

Ok =1, 2p 1 %pgg2-. Ty, ) =k —1 fir 1<qg<t—1,
0k —1,2p,Tp, 41 ... 2n) = J.

Weiterhin wird bei keiner dieser Uberfithrungen als Zwischenschritt der Zustand k — 1
erreicht. Daher erhalten wir
T1T ... Ty € sz 1
Tpypy12pyt2 - Ty € i1 e fir 1<g<t—1,
TpyTpy+1Tpy42 - - - Tn € Rk 1,5°
und
W=12T1...%p, ...Tpy...Tp, anLm (L= 1k1) Ly 1)

Folglich ist
Lk ngk I(Lk 1,k— 1) Lk IJULk 1’

Die umgekehrte Inklusion und damit die Gleichheit aus (2.3) folgt durch analoge Schliisse.
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(2.3) liefert nun sofort

Lf,j = M(Rzk 1)M(Rk 1,k— 1) M(Rk 1;)UM(L?,;1)
= M((((Rzk L [Re IR R}” 1]) Rﬁfl)%

womit gezeigt ist, dass jede Menge L ; durch einen reguldren Ausdruck R beschrieben
werden kann.
Beachten wir nun noch die aus (2.2) herriithrende Relation

L = U La—lj—l — M(Z R?‘—I—l)

JEF JEF

so ist diese Richtung des Satzes von KLEENE gezeigt.

< ) Wir zeigen induktiv, dass fiir jeden reguldren Ausdruck U die zugehorige Menge
M(U) regulér ist.

Ist U ein reguldrer nach Ausdruck nach 1. aus Definition 2.64, so sind die zugehérigen
Mengen M(0) = 0, M(\) = {\} und M(z) = {z} mit x € X alle endlich und folglich
auch regulir (siche auch Ubungsaufgabe 5).

Sei nun U ein reguldrer Ausdruck, der aus den reguldren Ausdriicken R;, Ry, und R
entsprechend 2. aus Definition 2.64 gebildet wurde, wobei die Mengen M (R, ), M (R) und
M (R) nach Induktionsvoraussetzung regulér sind. Falls U = (R;+ R») gilt, so erhalten wir
M(U) = M(Ry)U M(R3). Nach Satz 2.63 i) ist M (U) regular. Gelten U = (R; - Rs) bzw.
U = R*, so sind nach den Saztz 2.63 die zugehorigen Mengen M (U) = M(R;) - M(R2)
bzw. M(U) = (M(R))* ebenfalls regulir. O

Wir geben noch eine andere Formulierung des Satzes von KLEENE an, bei der wir statt der
regulidren Ausdriicke eine direkte Beschreibung durch die Mengenoperationen angeben, die
bei der Interpretation der Ausdriicke durch Mengen auftreten.

Satz 2.67° FEine Sprache L C X ist genau dann requldr, wenn sie in endlich vielen
Schritten mittels der Operationen Vereinigung, Produkt und KLEENE-Abschluss aus den
Mengen 0, {\} und {z} fir z € X erzeugt werden kann. O

Das folgende Beispiel verdeutlicht die in den Beweisen der vorstehenden Lemmata ange-
gebenen Konstruktionen.

Beispiel 2.68 Wir betrachten den endlichen Automaten A aus Beispiel 2.47 und konstru-
ieren zu der durch ihn akzeptierten Sprache die Darstellung durch Vereinigung, Produkt
und KLEENE-Abschluss. Zur Vereinfachung der Schreibweisen werden wir dabei statt z;
die Bezeichnung ¢ verwenden. Es ergibt sich

T(-A) = Léz

= (L(1),1(L%,1)*L%,2 U L(l),z)(Lé,l(Lil)*Liz U L§,2)*
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= L(l),l{a} ) (Lil{a})*wegen L%,2 = {a}, Lil = L(1),2 = L§,2 =0)
= (Lg,O(Lg,O)*Lg,l U L871){a} ) ((Lg,O(Lg,O)*Lg,l U L%l){a})*
= (A cHA et {a} U{ab){a} - ({cHA e} {a}){a})",

woraus die abschliefende Darstellung
T(A) = (A +¢e) - (A+¢))-a)+a)-a)- (((c- (A+¢)7) - a) -a¥))

gewonnen wird.
Wir bemerken, dass diese Darstellung nicht mit der auf auf Seite 98 gegebenen Darstellung

T(A) = {cj{af{aj({cHey {aH{a})"

identisch ist. Daher zeigt dieses Beispiel auch noch, dass es mehrere Beschreibungen durch
Operationen fiir eine reguldre Menge geben kann.

Wir setzen das Beispiel jetzt fort, indem wir ausgehend von der Beschreibung von T'(.A)
eine Grammatik konstruieren, die 7'(A) erzeugt. Zur Abkiirzung des Prozesses starten wir
mit der letzten oben gegebenen Darstellung fiir T'(A).

Offenbar ist fiir alle nachfolgenden Grammatiken die Menge 7' der Terminale durch die
Eingabemenge {a, b, c} von A gegeben.

Wir konstruieren nun zuerst Grammatiken, die die notwendigen (einelementigen) Mengen
erzeugen. Ferner sichern wir dabei die Disjunktheit aller Mengen von Nichtterminalen, da
diese in den Beweisen der Abgeschlossenheit unter Vereinigung, Produkt und KLEENE-
Abschluss teilweise vorausgesetzt wurde. Wir gehen daher von

G; = ({S:},T,{S; — ¢}, S;) firie{1,4,5}
Gj = ({Sj}>Ta {SJ - a}7 SJ) fiir i € {27 3>6a 7}

aus, fiir die

L(Gi) = {c} und  L(G;) = {a}

und damit auch
T(A) = L(Gl)*L(Gz)L(G:&)(L(G4)L(G5)*L(G6)L(G7))*

gelten. Wir gehen nun entsprechend den Konstruktionen des Satzes 2.63 vor. In der fol-
genden Tabelle geben wir stets die erzeugte Sprache, die Regeln und das Axiom an (die
Nichtterminale konnen aus den Regeln abgelesen werden).
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L(G,)* = {a}" ST —= NS — 81,5 = ¢S,51 — ¢ S

L(Gl)*L(GQ) Si — SQ, Si — Sl, Sl — CSl, Sl — CSQ, Si
SQ — a

L(G1)*L(G2)L(G3) Si — Sy, Si — 51,51 — 51,51 — ¢S, Si
SQ — CSg, Sg — C

L(G5)* St — A\, Sy — S5,55 — ¢S5,5 — ¢ Si

L(G4)L(G5)* S4 — CSé, Sé — )\, Sé — 55, S5 — CS5, S4
55 — C

L(G4)L(G5)*L(G6)L(G7) S4 — CSé, Sé — Sﬁ, Sé — 55, 55 — CS5, S4
55 — CSG, 56 — 0,57, 57 — Qa
(L(G4)L(G5)*L(G6)L(G7))* S:l — )\, Szll — 54, 54 — CSé, Sé — Sﬁ, S:l
Sé — 55, 55 — CS5, 55 — CSG, Sﬁ — aS7,
57 — a

T(.A) Si — SQ, Si — Sl, Sl — CSl, Sl — CSQ, Si
SQ — CSg, Sg — CSZL, S!l — )\, S!l — 54,
S4 — CSg, Sg — Sﬁ, Sé — 55, 55 — CS5,
S5 — CSﬁ, Sﬁ — CLS7, 57 — a

2.4 Entscheidbarkeitsprobleme bei formalen
Sprachen

Formale Sprachen sind fiir uns ein Modell, das als theoretische Grundlage der Untersu-
chung von Programmiersprachen, der Syntaxanalyse und der Compilerkonstruktion be-
nutzt werden kann. In diesem Zusammenhang ist das folgende natiirliche Entscheidungs-
probleme von besonderem Interesse.

Das Mitgliedsproblem ist die Frage, ob eine gegebene Grammatik ein gegebenes Wort
erzeugt. Hierbei ist aber wichtig, wie die Sprache gegeben ist. Entsprechend den vorher-
gehenden Abschnitten kann dies sowohl durch eine Grammatik als auch durch einen ak-
zeptierenden Automaten (und im Fall einer reguldren Sprache auch durch einen reguléren
Ausdruck) geschehen. Daraus resultieren mindestens die zwei folgenden Varianten des
Mitgliedsproblems fiir kontextfreie Sprachen:

Gegeben:  Grammatik G = (N, T, P, S) und Wort w € T*
Frage : Ist w in L(G) enthalten ?

oder

Gegeben: Kellerautomat M = (X, Z,T', 29, F, §) und Wort w € X*
Frage: Ist W in T'(M) enthalten ?

Wir haben das Problem nur fiir kontextfreie Grammatiken bzw. Kellerautomaten ange-
ben. Natiirlich kann die gleiche Frage auch fiir andere Typen von Grammatiken gestellt
werden, fiir beliebige Regelgrammatiken (bzw. Turing-Maschinen) oder kontextsensitive
Grammatiken oder monotone Grammatiken (bzw. linear beschriankte Automaten) oder
reguldre Grammatiken.

Im Folgenden interessieren wir uns zuerst dafiir, ob das Problem entscheidbar ist oder
nicht, d.h. wir untersuchen, ob es einen Algorithmus gibt, der die Frage beantwortet. Die
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Antwort ist dann unabhéingig von der Formulierung des Problems, da sowohl der Ubergang
von einer kontextfreien Grammatik G zu einem Kellerautomaten M mit L(G) = T(M)
als auch der umgekehrte Ubergang von einem Kellerautomaten zu einer kontextfreien
Grammatik konstruktiv - also mittels eines Algorithmus - erfolgen. Folglich haben beide
Formulierungen stets die gleiche Antwort.

Eine analoge Situation ist auch hinsichtlich der anderen Typen von Grammatiken und
zugehorigen Automaten gegeben.

Im Fall der Existenz eines Algorithmus zur Beantwortung des Problems ist natiirlich auch
die Komplexitiat des Algorithmus von groflem Interesse. Hier ist eine Abhéngigkeit vom
Problem gegeben, da schon die Grofle der Eingabe Grammatik bzw. Automat (Maschine)
unterschiedlich sind. Wir geben hier stets nur die Komplexitidt des Algorithmus bezogen
auf die GroBe der Grammatik an. Ist man an der Komplexitit bezogen auf die (hier noch
nicht definierte) Grofle des Automaten interessiert, so lidsst sich diese meist leicht dadurch
ermitteln, dass man den Aufwand fiir den Ubergang vom Automaten zur Grammatik
noch hinzufiigt. Letzterer Aufwand kann aus den Konstruktionen in Abschnitt 2.2 relativ
einfach ermittelt werden.

Wir bestimmen nun den Entscheidbarkeitsstatus und die Komplexitéit des Mitgliedspro-
blems fiir die Grammatiken der CHOMSKY-Hierarchie.

Satz 2.69 Das Mitgliedsproblem ist fiir (beliebige) Regelgrammatiken unentscheidbar.

Beweis. Aus den Sétzen 2.33 und 2.43 ergibt sich sofort, dass w € L(G) genau dann
gilt, wenn die zugehotrige TURING-Maschine auf w stoppt. Die Entscheidbarkeit des Mit-
gliedsproblems wiirde daher die Entscheidbarkeit der Frage, ob eine TURING-Maschine
auf einem Wort stoppt, zur Folge haben. Das widerspricht aber Satz 1.28. O

Satz 2.70 Das Mitgliedsproblem ist fiir monotone (oder kontextsensitive) Grammatiken
entscheidbar.

Beweis. Es seien die monotone Grammatik G = (N, T, P,S) und das Wort w € T*
gegeben.
Entsprechend der Definition von monotonen Grammatiken kann A € L(G) nur gelten,
wenn P die Regel S — )\ enthélt. Daher ist das Mitgliedsproblem fiir w = A entscheidbar,
und wir kénnen von nun ab voraussetzen, dass w € T gilt.
Es sei

S=w)y=— W] = Wy = ... — W, =W

eine Ableitung von w in G. Falls w; = w; fiir ¢ < j gilt, so ist auch
S:w0:>w1$w2:>...:>wi:>wj+1:>wj+2:>...:>wn:w

eine Ableitung von w in G. Daher konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass bei w € L(G) eine Ableitung von w in G existiert, in der keine Satzform
mehrfach auftritt. Da bei monotonen Grammatiken |w;_1| > |w;| ausgeschlossen ist und
nur #(V)* Worter der Liinge k iiber V = NUT existieren, tritt innerhalb einer Ableitung
von w stets nach hochstens #(V)[*l Schritten eine Verlingerung der Satzform ein. Daher
muss es, falls w € L(G) gilt, eine Ableitung von w in G geben, die hochstens |w|#(V)I+1
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Schritte hat. Da es héchstens #(P)#)™ ™ Apleitungen dieser Linge gibt, besteht die
Méoglichkeit diese durchzutesten und damit festzustellen, ob w € L(G) gilt. O

Der eben beschriebene Algorithmus zur Losung des Mitgliedsproblems fiir monotone (kon-
textsensitive) Grammatiken hat exponentielle Komplexitéit bez. der Lénge von w, da
H(P)#V)™ msgliche Ableitungen zu testen sind.

Aus Satz 2.70 folgt sofort, dass die monotonen Sprachen rekursiv sind. Damit ergibt sich
unter Beachtung von Satz 2.37 die folgende Aussage, die dann die verbliebene Liicke bei
der Behandlung der CHOMSKY-Hierarchie in Abschnitt 2.1 schlief3t.

Satz 2.71 L(MON) C L(RE) O

Aus Satz 2.70 folgt natiirlich sofort, dass das Mitgliedsproblem fiir kontextfreie und re-
gulire Grammatiken ebenfalls entscheidbar ist. Wir sind aber in der Lage fiir diese Gram-
matiktypen die Komplexitdt ndher zu bestimmen. Zur Formulierung der Aussage benoti-
gen wir den Begriff der Grofle k(G) einer Grammatik G = (N, T, P, S), der durch

KG)= > lal+18+1

a—BeP

definiert ist (wir fassen Eine Regel als Wort auf und addieren die Léngen aller Regeln).

Satz 2.72 i) Das Mitgliedsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken G = (N, T, P, S) in
CHOMSKY-Normalform in der Zeit O(#(P) - |w|*}) entscheidbar.

ii) Das Mitgliedsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken G = (N, T, P, S) in der Zeit
O(k(GQ) - #(N) - #(P) - |w|*) entscheidbar.

Beweis. 1) Es seien die kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) in CHOMSKY-Normalform
und ein Wort w = ayas . . . a, der Lange n gegeben. Wir konstruieren schrittweise die Men-
gen V;; mit 0 < i < j <n wie folgt: Zuerst setzen wir

Vicii={A|Ae N, A —q; € P}
Sind dann fiir ¢ < k < j die Mengen V; ;, und Vj, ; bereits definiert, so setzen wir
Vij={A|AeN,A— BCeP,BeV,,CeVpji<k<j}

Da es hochstens n Moglichkeiten fiir £ gibt und fiir jedes & alle Regeln von P durchzumus-
tern sind, kann jede Menge V; ; in #(P) - n Schritten konstruiert werden. Da insgesamt
@ Mengen zu konstruieren sind, ergibt sich damit ein durch w nach oben
beschriankter Gesamtaufwand fiir die Konstruktion der Mengen.

Wir beweisen nun mittels Induktion iiber die Differenz j — i, dass
Vij={A|Ae N A="a;110,42...0a;} (2.4)

ist.
Fiir j —¢ =1 gilt dies nach Konstruktion.
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Es sei nun A € V; ;. Dann gibt es nach Konstruktion Nichtterminale B € V; , und C' € V; ;
mit A — BC € P. Nach Induktionsvoraussetzung gelten dann

* *
B =" a;110,42...a;;, und C =" apqyiap42...a;.
Folglich ergibt sich
* *
A— BC — iy 142 . .. a,C = Qjt1@i42 - - - QA +10k4+2 - - - Q.

Gilt umgekehrt A =" ;410,42 . . . a;, so muss es wegen der CHOMSKY-Normalform Nicht-
terminale B und C und ein k mit ¢ < k < j und

A—BCeP, B="a10i+2...a, C =" ap10512...0,

geben. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir B € V; ; und C' € V; ;, woraus wir nach
Konstruktion von V; ; dann A € V; ; erhalten.

Somit ist (2.4) bewiesen.

Aus (2.4) ergibt sich aber genau dann S =* a1as...a, = w, wenn S € V;,, gilt. Damit
sind w € L(G) und S € V;, gleichwertig. Um w € L(G) zu entscheiden, reicht es also die
Mengen V; ; mit 0 < i < j < n zu konstruieren und S € Vj,, zu iiberpriifen. Nach obigem
ist daher die Entscheidung des Mitgliedproblems fiir G und w in 6(#(P) - |w|®) Schritten
moglich.

ii) folgt aus i) sofort, wenn wir beachten dass bei der Umwandlung einer beliebigen
kontextfreien Grammatik G = (N, T, P,S) in eine Grammatik G' = (N',T, P’,S") in
CHoMsKY-Normalform entsprechend den Konstruktionen aus Abschnitt 2.1.2 die Bezie-
hung #(P') = O(k(G) - #(N) - #(P)) gilt. m

Beispiel 2.73 Wir illustrieren den eben beschriebenen Algorithmus, den sogenannten
Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus, anhand der Grammatik

G=({S,T,U},{a,b},P,>S)
mit den Regeln
S—=8T,T—-TUT—-TT,U—-TSS—aT—alU—b

in P. Wir wollen zuerst untersuchen, ob das Wort w = aabaa in L(G) liegt. Wir miissen
also die zugehorigen Mengen V; ; mit 0 <7 < j <5 konstruieren. Es ergeben sich

Voo = {A|A—aeP}t={5T},
Vig = {A|A—aeP}t={5T},
Voz = {A|A—be P}={U},
Voo = {A|A—BCeP,BeVy,,CeVisy={ST,U},
Vis = {A|A— BCe€P,BeV,C¢cVys}={T},
Vos = {A|A— BCeP,BeVy,,CeVis}
U{A"| A — B'C" € P,B' € Vj5,C" € Va3}
= {S,TYu{T} ={S,T}.
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Die weiteren Mengen konnen der nachfolgenden Tabelle entnommen werden, wobei das
i-te Symbol des Wortes w im Schnittpunkt der Zeile ¢ und Spalte ¢ und die Menge V; ; im
Schnittpunkt der Zeile « und Spalte j eingetragen und die Mengenklammern fortgelassen
wurden.

0 1 2 3 4 5
0 S, T |S,T.,U|ST|STU]|STU
1 a S, T T T,U T.U
2 a U 0 0
3 b S, T | S,T,U
4 a S, T
) a
Wegen S € V5 folgt w = aabaa € L(G).
Fiir v = abaaa ergibt sich die Tabelle
0 1 2 3 4 5)
0 S,T|T|T,U | T,U T,U
1 a (U] 0 0 0
2 b | ST |STU|STU
3 a S, T | S,T,U
4 a S, T
) a

und damit v ¢ L(G) wegen S ¢ Vp 5.

Eine genaue Analyse des Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus ergibt, dass die Bestim-
mung der Mengen V; ; eine Analogie zur Matrizenmultiplikation aufweist. Hierdurch ist
bei fester Grammatik G (und damit festem P) eine Verbesserung moglich, da Algorithmen
fiir die Matrizenmultiplikation bekannt sind, die O(n®) mit a < 3 erfordern. So erfordert
z.B. die Multiplikation von Matrizen nach STRASSEN nur O(n'°%2(")).

Fiir regulére Sprachen 148t sich die folgende Verscharfung von Satz 2.72 angeben.

Satz 2.74 Fir eine requlire Grammatik G = (N, T, P, S) und ein Wort w ist in der Zeit
O(k(G) - #(N) - |w|) entscheidbar, ob w € L(G) gilt.

Beweis. Zuerst konstruieren wir entsprechend Satz 2.24 in der Zeit O(#(N)k(G)) die
reguldre Grammatik G’ = (N',T, P, S") zu G, die nur Regeln der Form A — aB oder
A — amit A, B € N';a € T besitzt (vielleicht mit Ausnahme der Regel S’ — \) und
L(G") = L(G) erfiillt. Fiir G’ gelten auflerdem #(N') = 0(k(G)) und #(P') < 4-k(G') =
O(#(N)k(G)) nach dem Beweis von Satz 2.24.

Es sei w = ajas .. .a,. Dann setzen wir My = {S} und

Mi = {A | B — CI,Z'A fiir ein B € Mi—l}

fir 1 < ¢ < n — 1. Die Bestimmung von M;, 1 < ¢ < n, aus M;_; kann in der Zeit
O(#(P")) erfolgen, da einmal die Regeln aus P’ durchzumustern sind. Aus der Kon-
struktion der Mengen folgt sofort, dass A € M, genau dann gilt, wenn es die Ableitung
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S =* ajay . ..a;A gibt. Nun iiberpriifen wir, ob es ein Nichtterminal A in M,,_; gibt, fiir
das eine Regel A — a,, in P vorhanden ist. Gibt es ein solches Nichtterminal, so existiert
die Ableitung

S ="aay...a,1A = ajas...a,_1a, = W,

womit w € L(G") = L(G) gilt. Ist dagegen kein solches Nichtterminal vorhanden, so kann
es keine nach Erzeugung von a,, terminierende Ableitung geben, woraus w ¢ L(G') = L(G)
folgt. Da die Existenz eines solchen Nichtterminals erneut in der Zeit O(#(P’)) getestet
werden kann, erhalten wir als gesamten Zeitbedarf

OF#(P)w]) = O(k(G) - #(N) - [w]).

Ubungsaufgaben
1. Bestimmen Sie die von der Grammatik
G = ({S, X1, Xq, X5},{a,b,c}, P, S)
mit
a) P={5 — X15X,,5 — X3, X1 — aX1b, X7 — A\, Xy — bXoa, Xy — N\, X3 — ¢}

b) P = {S — aXng,aXl — aale, le — leXg,ng — ng,XgXQ — XQC,
X1X2 — bC}
C) P = {S — a,SXl, S — CLXQ,XQXl — bXQC, CXl — ch, X2 — bC}

erzeugte Sprache.
2. Geben sei die Grammatik
G = ({S},{a,b},{S — SS,S — aaSb, S — bSaa,S — A}, S).

Gilt
L(G) ={w:weT" [wla =2 |wl} ?

3. Geben Sie fiir die folgenden Sprachen kontextfreie Grammatiken an:
a) {a"b"c™ :n>1,m > 3},
b) {attab? ... apFbrb L b iy > 1 fiir 1 <4 < kY.

4. Geben Sie eine reguldre Grammatik an, die die Menge aller Worter w € {a, b, c}*,
die genau drei Vorkommen von a und hochstens zwei Vorkommen von ¢ haben,
erzeugt.

5. Beweisen Sie, dass jede endliche Sprache regulér ist.
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10.

11.

12.

13.

Es sei
L={xxe...vpxpxp_1... 00 :n>12;, €T, 1 <i<n}

Beweisen Sie, dass
i) L eine kontextfreie Sprache ist,
ii) L keine regulére Sprache ist.

Es sei
L={da®" :n>1}.

Beweisen Sie, dass
i) L eine monotone Sprache ist,
ii) L keine kontextfreie Sprache ist.

Beweisen Sie, dass
{ww:we Tt} e L(CS)

und

{ww:weTt} ¢ L(CF)
gelten.

Geben Sie fiir die Grammatik G = (N, T, P, S) mit

N = {S, A, B},
T = {a/’ b7c}7
P = {S—cSe,S— AB, A — aAb,B — ¢Bb, A — ab, B — \}

eine Grammatik G’ in Chomsky-Normalform mit L(G') = L(G).
Eine Grammatik G = (N, T, P, S) heifit linear, falls P nur Regeln der Form
A— wiBwyund A — w mit A, B € N und wy,ws,w € T™

enthélt.
a) Beweisen Sie, daf} es eine lineare Sprache gibt, die nicht regulér ist.
b) Beweisen Sie, dafl es eine kontextfreie Sprache gibt, die nicht linear ist.

Fiir eine Sprache L iiber dem Alphabet V mit a € V' sei
L,={w:awe L} und L*={v:vaeL}.

Zeigen Sie, dass fiir regulédres L auch L, und L® regulér sind.

Fiir eine Sprache L sei L., die Menge der in L enthaltenen Worter gerader Lénge.

Beweisen Sie, dass fiir reguldres L auch L, regulér ist.

Gegeben sei der endliche Automat

A= ({a,b}, {20, 21, 22}, 20, {22}, 0)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

mit

d(20,a) = §(22,b) = 2o,
5(20, b) = 5(21, b) = 21,
5(21,@) = 5(22,@) = Z9.
a) Beschreiben Sie A durch einen Graphen.
b) Welche der Worter abaa, bbbabb, bababa und bbbaa werden von A akzeptiert?

¢) Bestimmen Sie die von A akzeptierte Sprache.

Gegeben sei der Graph

der den Automaten A beschreibt.

a) Geben Sie alle moglichen Uberfithrungen bei Eingabe von aaabb an.

b) Wird aaabb von A akzeptiert.

c¢) Bestimmen Sie die von A akzeptierte Sprache.

d) Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten B mit 7'(A) = T'(B) an.

Konstruieren Sie einen (nichtdeterministischen) endlichen Automaten, der die Spra-
che aller Worter iiber {1, 2, 3} akzeptiert, bei denen die Quersumme durch 6 teilbar
ist.

Konstruieren Sie einen (nichtdeterministischen) endlichen Automaten, der die Spra-
che aller Worter iiber {a,b,c} akzeptiert, bei denen jedes Teilwort der Linge 3
mindestens ein a enthéalt.

Gegeben sei ein endlicher Automat A mit n Zustianden. Beweisen Sie, dass

a) T'(A) genau dann nicht leer ist, wenn T'(A) ein Wort der Lénge m mit m < n
enthalt,

b) T'(A) genau dann unendlich ist, wenn 7'(.A) ein Wort der Lange m mit n < m <
2n enthélt.

Geben Sie fiir die reguldren Sprachen aus den Aufgaben 4, 13, 14 und 16 eine
Darstellung mittels Vereinigung, Produkt und KLEENE-Abschluss.

Gegeben sei der Kellerautomat
M = ({20, 21, 22}, {a, b}, { X}, 20, {20}, 0)
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20.

21.

22.

23.

24.

mit

0(20,0,#) = {(20, X)}, (20,0, X) = {(20, X X)},
5(2’0,&, X) = {(217)‘)}a 5(2’1,CL, X) = {(Zla)‘)}a
6(z1,a,#) = {(20, M)}

und 0(z,x,7v) = {(22,A)} in allen anderen Féillen. a) Untersuchen Sie, ob baabaa,
babaaaa und baaabaa von M akzeptiert werden.
b) Bestimmen Sie die von M akzeptierte Wortmenge.

Bestimmen Sie fiir die nachfolgend genannten Sprachen jeweils einen Kellerautoma-
ten, der sie akzeptiert.

a) {wdw’ : w € {a,b}*},

b) die Menge aller Palindrome iiber {a, b},

c) die Menge aller Worter tiber {a, b}, bei denen die Anzahl der Vorkommen von a
und b gleich sind,

d) die Menge aller Worter tiber {(, )}, die einer korrekten Klammerung entsprechen.

Konstruieren Sie zu der Grammatik
G = ({S,A,B},{a,b,c}, P,S)

mit
P={S—aABA,S —aBB,A— bA;A—bB— cB,B— c}
einen Kellerautomaten M mit T'(M) = L(G).

Bestimmen Sie zu reguléren Grammatiken G, G; und Gy regulére Grammatiken H

und H' mit L(H) = L(G) und L(H') = L(G1) N L(G5).

Beweisen Sie, dass zu kontextfreien Grammatiken GG; und G5 kontextfreie Gram-
matiken G und G’ mit L(G) = L(G1) U L(G,), L(G") = L(G,) - L(G3) und k(G) =
O(mazx{k(G1),k(G2)}) und k(G') = O(maz{k(G;), k(G2)}) gibt.

Gegeben seien die Grammatik G = ({S, A, B,C}, {a,b}, P, S) mit
P={S— AB,S— BC,A— BA/A—a,B—CC,B—bC— AB,C — a}

und die Worter w; = abbba, wy = baaba und ws = bbbaaa. Stellen Sie mittels
des Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus fest, welche der Worter wy, we, w3 in L(G)
liegen.
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Kapitel 3

Elemente der Komplexitatstheorie

3.1 Definitionen und ein Beispiel

Im ersten Abschnitt haben wir gesehen, dass es Probleme gibt, die durch keinen Algo-
rithmus gelost werden konnen, zu deren Losung es also kein fiir alle Eingaben korrekt
arbeitendes Programm gibt. Neben dieser generellen Schranke fiir Algorithmen gibt es
aber auch der Praxis entstammende Grenzen. Stellen wir uns vor, dass durch ein Pro-
gramm entschieden wird, ob ein Element zu einer Menge gehort! und dass bei einem
Element der Gréfie? n fiir die Entscheidung vom Computer f(n) Operationen ausgefiihrt
werden miissen. In der folgenden Tabelle sind einige Zeiten zusammengestellt, die sich
bei verschiedenen Funktionen f ergeben, wobei wir annehmen, dass der Computer eine
Million Operationen in der Sekunde ausfiihrt. (Wenn wir eine andere Geschwindigkeit des
Computers annehmen, z.B. 10° Operationen je Sekunde, so dndern sich die Tabellenwerte
nur um einen konstanten Faktor. Wir merken aber an, dass aus physikalischen Griinden
eine Schranke fiir die Geschwindigkeit existiert.)

n 5 10 50 100

f
n? 10,000025s | 0,0001 s 0,0025 s 0,01 s
n® | 0,003125 s 0,1s 3125 s ca. 3 Std.
2" | 0,000032 s | 0,001024 s | ca. 36 Jahre | ca. 10'7 Jahre
n™ | 0,003125 s | ca. 3Std. | > 10" Jahre

Abb. 2.1.

Man sieht an den Werten deutlich, dass bei den Funktionen f(n) = 2" und f(n) = n" der
Zeitaufwand bei praktisch relevanten Féllen mit Eingaben einer Grofle > 50 so grof} ist,
dass sie nicht in ertréglicher Zeit zu einem Ergebnis fithren. Hieraus resultiert, dass nur
solche Algorithmen von Interesse sind, die nicht zu zeitaufwendig sind. Gleiches gilt fiir
die zur Losung notwendige Speicherkapazitit. Wir formalisieren nun diesen Ansatz zur
Messung der Effizienz eines Algorithmus.

'Wir erinnern daran, dass jedes entscheidbare Problem auf eine solche Frage zuriickgefiihrt werden
kann.

2Wir gehen hier nicht nither auf den Begriff der Groe ein. Dies kann z. B. bei Wortern die Linge, bei
Matrizen die Anzahl der Zeilen, bei Polynomen der Grad sein.
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Dabei verwenden wir TURING-Maschinen als Beschreibung der Algorithmen. Um eine
einheitliche Definition zu erreichen, werden wir TURING-Maschinen mit k-Arbeitsbandern
verwenden. Wir beginnen daher mit der Definition solcher Maschinen.

Definition 3.1 Fine akzeptierende k-Band-TURING-Maschine ist ein 6-Tupel
M = (k>Xa Z> ZO)Q7F7 5)7

wobei k > 1 eine natirliche Zahl ist, X, Z, zy, QQ und F wie bei einer TURING-Maschine
definiert sind, § eine Funktion

(Z\Q) X (X U {*})k+1 — 7/ X (X U {*})k X {R’ L, N}k-i-l
ist und x ¢ X gilt.

Die k-Band-TURING-Maschine verfiigt iiber ein Eingabeband, auf dem nur gelesen werden
darf, und k& Arbeitsbinder mit jeweils einem Lese-Schreibkopf. Wir interpretieren X, Z,
29, @ und die Elemente aus {R, L, N} wie bei einer TURING-Maschine. Falls

/
6(Z,l'e,$1,$2,...,$k) = (Z ay17y2>"'aykarearlar%"'ark)

gilt, so interpretieren wir dies wie folgt: Die Maschine liest im Zustand z auf dem Eingabe-
band den Buchstaben z., auf dem i-ten Arbeitsband den Buchstaben z;, 1 <14 < k, geht
in den Zustand 2z’ iiber, schreibt den Buchstaben y; auf das i-te Arbeitsband, 1 < i < k,
der Lesekopf des Eingabebandes bewegt sich nach r, € {R, N, L} und der Kopf des i-ten
Arbeitsbandes nach r; € {R, L, N}, 1 <1 <k.

Definition 3.2 Sei M eine k-Band-TURING-Maschine wie in Definition 3.1.
Fine Konfiguration von M ist ein 2k + 5-Tupel

/ / / / /
(Za We, We, W1, Wy, Wy, Wy, ..., Wk, W, Wq, wa)> (31)

wobei z € Z, we,w, € (X U{*})* und w;,w, € (X U{*})* firl <i <k gelten.

Eine Konfiguration heifit Anfangskonfiguration, falls z = zy, We = w1 = Wy = ... = Wy, =
A und w, = w) =w) = ... =w;, = * gelten.

FEine Konfiguration heifit Endkonfiguration, falls z in Q) liegt.

Wir interpretieren eine Konfiguration (3.1) wie folgt: Die Maschine befindet sich im Zu-
stand z, auf dem Eingabeband steht w.w! und der Lesekopf steht iiber dem ersten Buch-
staben von w., fir 1 <1 < k steht auf dem i-ten Arbeitsband w;w; und steht der Kopf
iiber dem ersten Buchstaben von w;.

Bei einer Anfangskonfiguration ist die Maschine im Zustand zy, auf dem Eingabeband
steht w!, der Lesekopf befindet sich {iber dem ersten Buchstaben von w., alle Arbeitsbénder
sind leer, aber durch ein angegebenes x wird die Position des Kopfes des Bandes angege-
ben.

Wir iiberlassen dem Leser eine formale Definition der Anderung der Konfiguration K; in
die Konfiguration K5, die sich aus dem bisher gesagtem in Analogie zu Definition 1.17
ergibt und die wir wieder mit K; - K5 bezeichnen.
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Definition 3.3 Sei M eine k-Band-TURING-Maschine wie in Definition 3.1. Die von M
akzeptierte Sprache besteht aus allen Wértern w € X* | die die Anfangskonfiguration

K = (20, \,w, A\, %, A\, %, .\ %)
eine Endkonfiguration
K' = (q, we, w.,, wy, wjws, wh, . .., w, wy,) mit ¢ € F
tberfiihren.
Wir definieren nun die Grundbegriffe der Komplexitatstheorie.

Definition 3.4 Sei M = (k, X, Z, 29, Q, 9, F') eine deterministische akzeptierende k-Band-
TURING-Maschine, die bei jeder Fingabe einen Stoppzustand erreicht. Ferner sei r =
£(X). ,_

i) Mit ty(w), w € X*, bezeichnen wir die Anzahl der (direkten) Uberfihrungsschritte,
die M ausfiihrt, um die Anfangskonfiguration (zo, A, w, A, %, X\, %, ..., X\, %) in die zugehori-
ge Endkonfiguration zu transformieren, und nennen ty(w) die Zeitkomplexitit von w
beztiglich M.

i) Fiir eine natirliche Zahl n setzen wir

ta(n) = max{ty(w) : |w| =n}

und = (w)
— wl=n tar(w
far(n) = 2= 207
T
Die Funktionen ty; und tyr von N in N heiflfen Zeitkomplexitit des ungiinstigsten Falles
(worst-case time complexity) und durchschnittliche Zeitkomplexitit (average time comple-

zity) von M.

Bei t3/(n) wird die Zeitkomplexitét ¢y, (w) des Wortes w der Lénge n genommen, fiir das
M am meisten Schritte benétigt, d.h. die Komplexitit des ungiinstigsten Wortes wird
benutzt. Bei der durchschnittlichen Zeitkomplexitéit wird zuerst die Summe der Zeitkom-
plexitdten aller Worter der Lange n gebildet und dann - wie bei Durchschnittsbildungen
iiblich - durch die Anzahl r™ aller Worter der Lénge n dividiert.

Wir betrachten die Funktionen t;; und ¢, als Mafe fiir die Effizienz des durch M reali-
sierten Algorithmus.

Neben dem Zeitaufwand zur Losung eines Problems ist auch noch der Speicherbedarf eine
wesentliche Kenngrofle.

Definition 3.5 Seien M und r wie in Definition 3.4 gegeben.

i) Mit spr(w), w € X*, bezeichnen wir die Anzahl der Zellen auf den Arbeitsbindern, iber
denen wihrend der Uberfihrung der Anfangskonfiguration (z0, A, w, Ak, N A\ %) in
die zugehorige Endkonfiguration mindestens einmal der Lese-/Schreibkopf stand. sy (w)
heifit die Raumkomplexitit von w auf M.
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i) Firn € N setzen wir
sy (n) = max{sy(w) : |w| =n}
und
. Z|w\:n SM(w)
rn '
sy und Sy heiffen Raumkomplexitdt des ungiinstigsten Falles bzw. durchschnittliche
Raumkomplexitit von M.

sm(n)

Wir illustrieren die Begriffe nun an einem Beispiel.

Beispiel 3.6 Wir betrachten die Sprache
L={a"bt":n>1}

und die 1-Band-TURING-Maschine M, die wie folgt arbeitet:

e Ist M im Anfangszustand z; und liest ein a, so geht sie in den Zustand z, und
schreibt ein a auf das Arbeitsband.

e Ist M im Zustand z,, so bleibt sie in z,, solange sie ein a liest und schreibt jedes
Mal beim Lesen eines a auch ein a zusatzlich auf das Arbeitsband. Beim Lesen des
ersten b in z, geht M in z, und l6scht ein a auf dem Arbeitsband.

e Den Zustand z, verdndert M nicht, solange ein b gelesen wird, und bei jedem Lesen
eines b wird ein a geloscht. Wird dann ein * gelesen und ist das Arbeitsband leer,
so geht M in den akzeptierenden Stopzustand zu..

e In allen Féallen wechselt M in den ablehnenden Stopzustand z,.

Hieraus ergeben sich folgende Aussagen zur Komplexitit von w € {a,b}*:

w ta(w) sy(w)
ab’,r>s>1 r+s—+1 r
a'b®, s >r>1 2r+1 r
bw', w' € {a,b}* 1 0
abaw”, r>1s>1w" € {a,b}* | min{r+s+1,2r +1} r

Daher gelten stets |w|+1 > min{r+s+1,2r+1} und |w| > r. Ferner gelten ¢),(a™) = n+1
und sj/(a") = n. Somit erhalten wir

ty(n)=n+1 und spy(n)=n

als Zeit- bzw. Raumkomplexitét des schlechtesten Falles. In beiden Komplexitdtsmaflen
erhalten wir lineare Funktionen als Komplexitéiten des schlechtesten Falles.

Wir betrachten nun die durchschnittliche Raumkomplexitit. Dazu bemerken wir zunéchst,
dass jedes Wort der Lénge n entweder a™ oder von der Form a"bw” mit r > 0 und
w” € {a,b}* ist. Dann gelten

spy(a”)=n und  spy(a"bw”) = {6 r2 (1) .
r =
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Ferner gibt es genau 2"~ "~! verschiedene Wérter w” der Linge n — r — 1, womit sich

. n+Yrlr2nl o n (20 —n—1) 1
sai(n) = Z - 2" BT

ergibt. Die durchschnittliche Raumkomplexitdt von M ist also durch eine Konstante be-
schrankt.

Ohne Beweis merken wir an, dass dies auch fiir die durchschnittliche Zeitkomplexitéit von
M gilt.

Wir kénnen zur Entscheidung von L aber auch die 1-Band-TURING-Maschine M’ benut-
zen, die sich von M nur dadurch unterscheidet, dass sie zuerst 0 auf das Arbeitsband
schreibt und dann bei Lesen von a in z, bzw. zy die Zahl auf dem Arbeitsband um Eins
erhoht und bei Lesen von b in 2z, um Eins erniedrigt wird.

Die Komplexitdten édndern sich dann wie folgt: Die Lange des Wortes auf dem Einga-
beband ist bei bindrer Zahlendarstellung dann durch log,(n) beschrankt (und bei Ver-
wendung einer anderen Basis zur Darstellung wird dieser Wert nur um einen konstanten
Faktor verkleinert). Somit gilt unter Verwendung der Landau-Symbole

sur(n) = O(logy(n)).

Da die Addition von 1 unter Umstédnden mehrere Schritte erfordert, ist die Betrachtung
der Zeit im schlechtesten Fall etwas komplizierter. Wenn wir bei der Addition wie in
Beispiel 1.19 vorgehen, so ergibt sich fiir die Anzahl der Schritte bei der Addition von 2%
Einsen zu 0 die Rekursion

tar (29) = 2 20 (2°71) + 210gy(n),

woraus letztlich

resultiert.

Wihrend wir hinsichtlich der Raumkomplexitat im schlechtesten Fall also bei M’ ge-
geniiber M eine deutliche groBenordnungsméaflige Verbesserung konstatieren kénnen, ist
fiir die Zeitkomplexitét im schlechtesten Fall in beiden Féllen Linearitdt vorhanden (je-
doch ist der konstante Koeffizient bei n bei M kleiner).

Es erhebt sich nun die Frage, ob es eine noch bessere k-Band-TURING-Maschine zur Be-
rechnung von M gibt. Wir wollen nun zeigen, dass dies hinsichtlich der Raumkomplexitét
im schlechtesten Fall nicht der Fall ist, genauer gesagt wir beweisen die folgende Aussage:

Fiir jede k-Band-TURING-Maschine M", die L entscheidet, gilt sy (n) = O(logy(n)).

Wir bemerken zuerst, dass wir uns auf 1-Band-TURING-Maschinen beschrinken konnen.
Dies folgt daraus, dass wir statt k& Béndern ein Band mit k& Spuren betrachten kénnen
und jeweils der Reihe nach die Spuren in Analogie zu den Béandern dndern. Dies erfordert
jeweils ein Suchen des (markierten) Symbols der Spur iiber dem der Kopf gerade steht und
damit einen zusétzlichen Zeitaufwand, aber der Raumbedarf wird dadurch nicht grofler.
Vielmehr ist nun der Raumbedarf durch den maximalen Raum auf einem der Bénder
gegeben, der aber (da die Zahl der Bénder fiir eine Maschine fest ist) nur um einen
konstanten Faktor kleiner ist, als der Platzbedarf auf allen Béndern.
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Wir nehmen erst einmal an, dass sich der Lesekopf des Eingabebandes stets iiber einer
Zelle steht, in der sich ein Buchstabe des Eingabeworts befindet.

Wir bezeichnen mit U(n) die Menge der moglichen Teilkonfigurationen, die aus dem Tripel
(z,k,w) bestehen, wobei z den Zustand, w das Wort auf dem Arbeitsband und k die
Position des Kopfes auf dem Arbeitsband (d.h. der Kopf steht iiber dem k-ten Buchstaben
von w) angeben, und die bei Eingabe eines Wortes der Lange n erreicht werden konnen.
Dann gibt es héchstens sy, (n) Positionen fiir den Kopf und héchstens 2°4” (™ verschiedene
Worter auf dem Band bei einer Eingabe der Lénge n. Damit gilt

#(U(n)) < #(Z) . SMH(n) . 98mn(n)

Durch Logarithmieren gewinnen wir

log, (#(U(n))) < logy(#(2)) + logy (s (1)) + su(n).

Wir nehmen nun an, dass
sy (n) = o(log,(n))

gilt, womit aus der vorstehenden Ungleichung
n
log,(#(U(n))) < su(n) = o(logy(n)) < logy (5)

fiir hinreichend groBes n folgt. Dies impliziert, dass U(n) fiir hinreichend grofles n weniger
als n/2 Elemente enthilt.

Wir betrachten die Arbeit von M” auf a™b"™ mit hinreichend groflem n.

Falls M"” das Wort a™b™ bereits akzeptiert, ohne ein b zu lesen, so wird auch a”b"+!
akzeptiert. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition von L.

Daher muss M"” also mindestens ein b von der Eingabe a™b" lesen und somit mindestens
jedes a. Mit u;, 1 < i < 2n, bezeichnen wir das Element von U(2n), das vorliegt, wenn
das erste Mal der i-te Buchstabe von a™b" gelesen wird. Da U(2n) weniger als n Elemente
enthélt, muss es Zahlen ¢ und j mit 1 <4 < j < n derart geben, dass u; = u; gilt.

Wir betrachten nun die Eingabe a"*™b". Sei v,, 1 < s < n + n!, das Element von
U(2n +n!), das beim erstmaligen Lesen des s-ten Buchstaben von a™*™b" vorliegt. Dann
gilt v; = v; und u; = v;, da in beiden Féllen ausgehend von der gleichen Ausgangssituation
die gleichen Elemente auf dem Eingabeband gelesen werden. Ferner folgt aus vy = v,
auch vgy 1 = vy fiir k,t < n + n!l, da ausgehend von gleichen Konfiguration auf dem
Arbeitsband nur a’s gelesen werden. Damit gilt

Ui =V = Uj = V5 = Vig(j—i) = Vi42(j—i) = - -+ = Vigr(j—i)
. | . . . . . . .
mit r = % Wegen ¢ + r(j — i) = ¢ + n! erhalten wir u; = v;,,1. Daraus ergibt sich
U = Viqnl, Ui+l = Vigl4nly -« -5 Un = Ungnl, - . - U2n = V2p4n! -

Dies impliziert, dass M" auch die Eingabe a™t™b" akzeptiert, womit erneut ein Wider-
spruch zur Definition von L gegeben ist.

Daher muss unsere (einzige) Annahme, namlich dass die Raumkomplexitét von M” grofien-
ordnungsméBig kleiner als log,(n) ist, falsch sein.
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Sollte sich der Eingabekopf nicht immer iiber einer Zelle befinden, in der ein Buchstabe
des Eingabeworts steht, so gibt es eine natiirliche Zahl h so, dass sich M” fiir jedes i > 1
nach dem Lesen des i-ten Buchstaben von a"b™ nur noch maximal h Zellen nach links
bewegt. Wére dies ndmlich nicht der Fall, so wiirde es 6fter als #(U(2n)) mal das erste
a lesen. Dies wiirde implizieren, dass zweimal das gleiche Element von U(2n) beim Lesen
des ersten Buchstaben vorliegt. Damit wiirde sich eine Schleife ergeben, die dazu fiihrt,
dass a™b™ nicht akzeptiert wird.

Nun konnen wir obigen Beweis dahingehend modifizieren, dass wir jeweils die Anzahl
der Buchstaben um h erhéhen, da nach dem Lesen des h + i-ten Buchstaben nur Zellen
betreten werden, in denen Buchstaben des Eingabewortes stehen.

Wir haben die Komplexitdten bisher anhand der k-Band-TURING-Maschine eingefiihrt.
Fiir die TURING-Maschine (ohne Arbeitsbédnder und ohne separatem Ausgabeband) ldsst
sich die Zeitkomplexitdt in volliger Analogie definieren. Dagegen ist die Definition der
Raumkomplexitét sy (w) fir eine TURING-Maschine M und ein Eingabewort w etwas
problematisch, da zum einen auf dem Band stets schon |w| Zellen beschriftet sind und zum
anderen in der Regel die Eingabe vollstandig gelesen werden muss, wodurch s, (w) > |w|
als notwendig erscheint. Dies wiirde logarithmische Komplexitédt wie im obigen Beispiel
unmoglich machen. Wir diskutieren daher fiir TURING-Maschinen nur die Zeitkomple-
xitat.

Der folgende Satz gibt einen Zusammenhang zwischen den Komplexitédten der verschie-
denen Varianten von Maschinen.

Satz 3.7 Zu jeder deterministischen akzeptierenden k-Band-TURING-Maschine M, die
auf jeder Eingabe stoppt, gibt es eine deterministische akzeptierende TURING-Maschine
M’ derart, dass

T(M')=T(M) und ty(n)=O0((tu(n))?)

gelten und M’ auf jeder Eingabe stoppt.

Beweis. Wir verwenden die Simulation von M durch M’ in der Weise, dass wir alle Bander
zu einem Band zusammenfassen, in dessen Zellen dann (k + 1)-Tupel von Bandsymbolen
stehen. Die Simulation wird wie folgt vorgenommen. Durch das Koppeln von Lesesymbol
und Zustand auf einem Band von M, d.h. statt = steht (z,z) in der Komponente des
entsprechendes Bandes, wird die Stelle, wo sich der Kopf des Bandes befindet markiert.
Die Simulation eines Schrittes von M besteht nun darin, dass der Kopf von M’ von Beginn
des beschriebenen Teils mehrfach iber das Eingabeband von M’ lauft und dabei der Reihe
die Position des Lesekopfes iiber dem Eingabeband, die die Inhalte der Arbeitsbénder
entsprechend der Arbeitsweise von M #ndert. Jede Anderung bei M’, die einer Anderung
eines Bandinhaltes entspricht erfordert nur eine endliche Anzahl von Schritten. Ferner
kann bei jedem Schritt von M der Inhalt eines Arbeitsbandes hochstens um 1 vergrofert
werden, so dass jedes Band von M hochstens ein Wort der Lénge ¢y/(n) enthélt. Damit
sind von M’ in jedem Simulationsschritt hochstens 2(k+ 1)t (n)+ck Schritte erforderlich,
wobei ¢ eine Konstante ist. Hieraus folgt die Behauptung, da t,;(n) Schritte zu simulieren
sind. O

Ohne Beweis geben wir das folgende Resultat, das zeigt, dass es Funktionen gibt, fiir
deren Berechnung ein beliebig grofler vorgegebener Zeitaufwand erforderlich ist.
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Satz 3.8 Zu jeder Funktion g von N in N gibt es eine Sprache L derart, dass fir jede
TURING-Maschine M, die L entscheidet,

ta(n) = g(n)
gilt. O

Um zu verdeutlichen, wie katastrophal die Aussage des Satzes 3.8 ist, betrachten wir die
durch
9(0)=2 und g(n+1)= g(n)*™

gegebene Funktion g. Wir erhalten
F(1)=4, f(2)=256, f(3)=256"%=~3.10°,

d.h. es gibt eine Funktion, deren Berechnung auf einer beliebigen Maschine bereits auf Ein-
gaben der Linge 3 mindestens 3-10°'6 Schritte erfordert und damit praktisch unlésbar ist.

Da in den meisten Féllen von praktischer Bedeutung die Funktion ¢,,(n) nicht genau
bestimmt werden kann und man sich daher mit Abschétzungen zufrieden geben muss,
fithren wir folgende Sprechweisen ein.

Definition 3.9 FEs seien t : N — N eine Funktion, f : X* — X* eine TURING-
berechenbare Funktion und M = (X', Z, 29, Q,0) eine deterministische TURING-Maschine
mit X C X" und fy = f. Wir sagen, dass M die Funktion f in der Zeit t berech-
net, wenn M fir jedes Wort w aus dem Definitionsbereich von f nach héchstens t(Jw|)
Uberfiihrungsschritten einen Stopzustand erreicht.

Definition 3.10 FEs seient : N — N eine Funktion und L C X* eine rekursive Sprache
und M = (X', Z, 20,Q, 0, F) eine akzeptierende deterministische TURING-Maschine mit
X C X' und L =T (M). Wir sagen, dass M die Sprache L in der Zeit t entscheidet, wenn
M fiir jedes Wort w € X* nach hochstens t(|w|) Uberfihrungsschritten einen Stopzustand
erreicht.

Bisher haben wir nur deterministische TURING-Maschinen betrachtet. Auf nichtdetermi-
nistische TURING-Maschinen lassen sich die Begriffe nicht so einfach {ibertragen. Zuerst
erinnern wir daran, dass bei Akzeptanz von w durch die nichtdeterministische TURING-
Maschine M mindestens einmal bei Abarbeitung von w auf M ein akzeptierenden Zustand
erreicht wird, bei anderen Abarbeitungen aber sowohl ablehnende als auch akzeptierende
Zustande erreicht werden konnen. Daher ist ¢,(w) nicht eindeutig definierbar. Dies legt es
nahe, nur eine Ubertragung von Definition 3.10 vorzunehmen. Da auch bei Erreichen eines
Stopzustandes bei einer Abarbeitung, bei einer nichtdeterministischen TURING-Maschine
die Moglichkeit besteht, dass bei einer anderen Abarbeitung kein Stopzustand erreicht
wird, ist es naheliegend, statt der Entscheidbarkeit einer Menge nur die Akzeptanz der
Menge zu verlangen. Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 3.11 FEs seient : N — N eine Funktion und L C X* eine rekursiv-aufzdihlba-
re Sprache und M = (X', Z, 20, Q, 6, F) eine akzeptierende (deterministische oder nicht-
deterministische) TURING-Maschine mit X C X' und L = T(M). Wir sagen, dass M die
Sprache L in der Zeit t akzeptiert, wenn M fiir jedes Wort w € L nach héchstens t(|w])
Uberfiihrungsschritten einen akzeptierenden Stopzustand erreicht.
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3.2 Nichtdeterminismus und das P-NP-Problem

Wir betrachten einfithrend das Erfiillungsproblem S AT, das der Illustration der Proble-
matik dieses Abschnitts dienen soll, aber auch von grofler theoretischer Bedeutung dafiir
ist.

Unter einer Disjunktion oder Alternative in n Booleschen Variablen (die nur mit den
Wahrheitswerten 1 fiir wahr und 0 fiir falsch belegt werden kénnen) verstehen wir einen
logischen Ausdruck E(x1, s, ...,x,) der Form

_ 00 Tig g
E(xy, 20, ... 0,) =2, Va,> V..V,

wobei r > 1, i; € {1,2,...,n} und o;, € {0,1} fiir 1 < j < r gelten, ' die Identitét und
20 die Negation sind.

Problem: SAT

Gegeben:  n Boolesche Variable zq, xs, ..., x, und m Alternativen
Ei(xl,@, ...,l’n), 1<1<m.

Frage: Gibt es eine Belegung b : x; — a; € {0, 1} der Variablen derart,
dass Ej(ay,as, ..., a,) den Wert 1 fiir 1 < j < m annimmt,
d.h. dass alle Alternativen bei b wahr werden.

Zur Losung von SAT gibt es offenbar folgenden naheliegenden Algorithmus. Wir erzeugen
alle 2" moglichen Belegungen der logischen Variablen xy, s, ..., x, und testen fiir jede
Belegung, ob alle Alternativen auf dieser Belegung den Wert 1 annehmen. Da das Testen
einer Belegung auf einer Disjunktion hochstens die Berechnung von n Negationen und
n — 1 zweistelligen Alternativen erfordert, ergibt sich fiir den Gesamtaufwand die obere
Schranke (2n — 1) - m - 2". Andererseits ist fiir diesen Algorithmus eine untere Schranke
durch die Zahl 2™ der moglichen Belegungen gegeben. Damit gilt fiir diesen naheliegenden
Algorithmus A
2" <ts(n)<(2n—1)-m-2".

Das exponentielle Wachstum der Zeitkomplexitidt von A zeigt, dass dieser Algorithmus
praktisch fiir grole Werte von n nicht verwendbar ist. (Wir werden im Folgenden zeigen,
dass alle bisher bekannten Algorithmen zur Lésung von SAT ebenfalls exponentielles Ver-
halten der Zeitkomplexitit aufweisen.) Offenbar ergibt sich der exponentielle Charakter
von t4 aus der Tatsache, dass wir der Reihe nach - also sequentiell - die moglichen Bele-
gungen durchtesten. Eine Verbesserung ist daher zu erwarten, wenn wir das Uberpriifen
der Werte der Belegungen auf den Disjunktionen ,gleichzeitig® (,,parallel*) durchfiihren
konnten. Beim Algorithmenbegriff auf der Basis von TURING-Maschinen ist dies nicht
moglich, weil die Uberfithrungsfunktion ¢ eine Funktion auf der Menge der Konfiguratio-
nen erzeugt.

Daher ist es naheliegend, auch in diesem Zusammenhang nichtdeterministische Maschinen
zu betrachten. Diese konnten nichtdeterministisch in n Schritten alle mégliche Belegungen
erstellen (wir haben nur nichtdeterministisch fiir jede Variable die Belegung 1 oder 0 zu
wihlen) und kénnen dann ebenfalls in (2n — 1)m Schritten die Belegung testen. Damit
ergibt sich hochstens die Komplexitit n + (2n — 1)m.

Aus Satz 2.43 wissen wir, dass nichtdeterministische und deterministische TURING-Ma-
schinen die gleiche Mengen von Sprachen akzeptieren. Aufgrund unserer Betrachtungen
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zum Erfiillungsproblem S AT ist aber zu vermuten, dass der Aufwand zur Losung eines
Problems beim Ubergang zu nichtdeterministischen Algorithmen sinken kann. Wir wollen
dies nun fiir den polynomialen Fall etwas néher untersuchen. Dazu fithren wir die folgenden
Mengen von Sprachen ein.

Definition 3.12 P sei die Menge aller Sprachen, die von einer deterministischen akzep-
tierenden TURING-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden kénnen.

NP sei die Menge aller Sprachen, die von einer nichtdeterministischen akzeptierenden
TURING-Maschine in polynomialer Zeit akzeptiert werden kénnen.

Eine Sprache L liegt also genau dann in P, wenn es eine deterministische akzeptierenden
TURING-Maschine M und ein Polynom p derart gibt, dass T'(M) = L gilt und M die
Sprache L in der Zeit p entscheidet. Analog liegt L genau dann in NP, wenn es eine
nichtdeterministische akzeptierenden TURING-Maschine M und ein Polynom p derart
gibt, dass T'(M) = L gilt und M die Sprache L in der Zeit p akzeptiert.

Da deterministische TURING-Maschinen als ein Spezialfall der nichtdeterministischen TU-
RING-Maschinen angesehen werden konnen, erhalten wir

P CNP.

Um zu zeigen, dass P echt in NP enthalten ist, reicht es ein Beispiel anzugeben, dass in
NP aber nicht in P enthalten ist. Fiir den Nachweis der Gleichheit der beiden Mengen ist
dagegen zu beweisen, dass jede Sprache aus P auch in NP liegt. Ziel dieses Abschnittes
ist es, zu zeigen, dass auch fiir den Beweis der Gleichheit ein Beispiel ausreicht, da es
Sprachen in NP mit folgender Eigenschaft gibt: falls diese Sprache in P liegt, so gilt
P=NP.

Definition 3.13 Seien Ly C X7 und Ly C X zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly auf Lo
transformierbar ist, falls es eine Funktion T gibt, die X7 auf X so abbildet, dass a € L,
genau dann gilt, wenn 7(a) € Ly ist.

Wir wollen diese Definition auch fiir Probleme angeben. Dazu erinnern wir zuerst daran,
dass jedes Problem P durch eine Funktion fp : X7 x Xs x ... x X,, — {0, 1} représentiert

werden kann, wobei fp(ay,as, ..., a,) = 1 genau dann gilt, wenn die Antwort auf die hinter
dem Problem stehende Frage bei der Belegung der Variablen mit aq, ao, ..., a, ,wahr® ist.
Im folgenden schreiben wir immer kurz Xp fiir das Produkt X; x Xs x ... x X,, und a
fir (ay,...,a,).

Seien P; und P, zwei Probleme. Wir sagen, dass P; auf P, transformierbar ist, falls es
eine Funktion 7 gibt, die Xp, auf Xp, so abbildet, dass fp, (a) = 1 genau dann gilt, wenn

fpy(7(a)) =1 ist.

Beispiel 3.14 Es sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge V' C V heifit Clique in G,
falls (v,v") € F fiir alle paarweise verschiedenen v,v" € V' gilt, d.h. die Knoten aus V’
sind paarweise durch Kanten verbunden. Wir betrachten das Cliquenproblem

Gegeben: Graph G = (V| E), natiirliche Zahl k > 1,
Frage: Gibt es eine k-elementige Clique in G' 7
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und zeigen dass SAT auf das Cliquenproblem transformiert werden kann.
Seien die Alternativen

o; o5 CT". .
Ai(zy, 20, xy) =2y Vs’ Vox, 1<i<im,

gegegen. Wir konstruieren nun wie folgt den Graphen G = (V| F). Zuerst setzen wir

V={(4,277):1<i<m,1<j<r}
Die Knoten (A, %) und (A, 2’°") werden genau dann durch eine Kante verbunden, wenn
A# A x# a2 oder A# A,z =12' 0 = o' gelten. E sei die Menge aller so konstruierten
Kanten. Ferner setzen wir k = m.

Wir illustrieren die eben beschriebene Konstruktion durch ein Beispiel. Wir betrachten
die Menge der Alternativen

Alzx\/y, Ang\/y\/E, As=yV z. (32)
Der zugehorige Graph ist in Abbildung 3.1 dargestellt.
(A37 y)
(A2> T)
(Ala Zlf)
(A27 y)
(A17 y)
(A27 E)
(A3> Z)

Abbildung 3.1: Graph zu den Alternativen aus (3.1)

Damit haben wir die in Definition 3.13 geforderte Funktion konstruiert, und es bleibt zu
zeigen, dass genau dann eine Belegung existiert, fiir die alle m Alternativen wahr werden,
wenn es in G eine m-elementige Clique gibt.

Sei zuerst V' C V eine m-elementige Clique in GG. Da nach Konstruktion zwei Knoten,
die zur gleichen Alternative A gehoren, durch keine Kante verbunden sind, muss V' zu
jeder Alternative genau einen Knoten enthalten, d.h.

V' ={(Ay, 1’1311), (A, :):ﬁf), o (A,

Gilt fiir zwei Knoten aus V' die Beziehung z, ;, = z,,, so ist nach Konstruktion von G
auch o, ;, = 04j, d.h. jede Variable taucht nur negiert oder nur unnegiert auf. Daher
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kénnen wir eine Belegung a,, 1 < r < n, so wihlen, dass af;” =1 fir 1 <i < m gilt.
Damit gilt auch A;(aq,aq,...,a,) =1 fir 1 <i <m.

Gilt umgekehrt A;(ay,aq,...,a,) =1, so gibt es ein j;, 1 < j; < r; mit :)sj]jl = 1. Es ist
nun leicht zu sehen, dass

V= (A, 750, (Aa, 2332, (A, )

eine m-elementige Clique ist.

In unserem Beispiel entsprechen die Belegungen (0,1, 1) bzw. (1,0, 1) den Cliquen { (44, y),
(A2,T), (A3, 2)} baw. {(A1,2), (A2,7), (A3, 2) }.

Beispiel 3.15 Wir betrachten das Problem des Geschdftsreisenden

Gegeben: n > 1, n Stiadte C1, Cy, ..., C),
die Entfernungen d(C;, C;) zwischen den Stadten C; und C}
fiir 1 <i,5<n, B>0

Frage: Gibt es eine Rundreise C;,, C;,, ..., C;, durch alle Stéadte,

und das Problem der Existenz von HAMILTON-Kreisen

Gegeben: Graph G = (V, E) mit #(V) =n

Frage: Enthélt G einen HAMILTON-Kreis,
d.h. gibt es eine Folge vq, v, ..., v, von paarweise verschiedenen
Knoten des Graphen G so, dass (v;,v;41) € F fiir 1 <i<mn
und (v, v1) € E gelten?

Wir geben nun eine Transformation des Problems der Existenz eines HAMILTON-Kreises
auf das Problem des Geschéftsreisenden.
Sei G = (V, E) ein gegebener Graph mit der Knotenmenge

V =Aai,as,...,a,}.
Dann setzen wir

T(a;)) = C; fir 1<i<mn,

wec) = {3 (o) e

und
B =n.

Ist nun durch die Folge der Knoten v; = a;,,v2 = a4y, ..., Uy, = a;,
ein HAMILTON-Kreis gegeben, so definiert die Folge C;, = 7(a;,), Ci, = 7(ai,), ..., Ci, =
7(a;, ) eine Rundreise durch alle Stédte, bei der

n—1

(Z d(Cij,Cij+1)) -+ d(Cln, Czl) = (n — 1) + l=n=28

Jj=1
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gilt, womit gezeigt ist, dass das durch n, C1, ..., C,,, die Abstandsfunktion d und B gegebene
Problem des Geschéftsreisenden eine Losung besitzt.

Sei umgekehrt fiir das durch n, Cy, Cs, ..., C,, die obige Abstandsfunktion d und B = n
beschriebene Problem des Geschéftsreisenden die Losung C;,, C,, ..., C; gegeben. Wegen
B = n miissen d(C;,,C;,, ) = 1 fiir 1 <j <n—1und d(C;,,C;;) = 1 gelten. Das besagt
aber gerade, dass a;,, a;,, ..., a;, ein HAMILTON-Kreis in G ist.

Definition 3.16 Wir sagen, dass die Sprache L1 polynomial auf die Sprache Lo trans-
formierbar ist, wenn Ly durch eine Funktion T auf Lo transformiert wird, die mit poly-
nomialer Zeitkomplexitit berechnet werden kann, d.h. T wird von einer deterministischen
TURING-MASCHINE M mit ty(n) = 0(n") fir ein gewisses v € N induziert. Wir bezeich-
nen dies durch LioLo.

Die Transformation in Beispiel 3.14 ist offenbar polynomial, denn wenn SAT durch n
Variablen und m Alternativen gegeben ist, hat der zugehorige Graph hochstens n - m
Knoten und héchstens n - n(m — 1) Kanten, die alle mittels nm + n*(m — 1)-maligen
Durchmustern aller Alternativen bestimmt werden kénnen.

Auch die Transformation in Beispiel 3.15 ist polynomial, wie aus der Definition von 7
sofort zu sehen ist.

Lemma 3.17 i) « ist eine transitive Relation auf der Menge der Sprachen.
ii) Aus Ly € P und LyaLs folgt Ly € P.
ii1) Aus Ly € NP und LyaLy folgt Ly € NP.

Beweis. 1) folgt aus der leicht zu verifizierenden Tatsache, dass aus der Berechenbarkeit
von f; und f5 in polynomialer Zeit die Berechenbarkeit von f; o fy in polynomialer Zeit
folgt.

ii) Wir haben zu zeigen, dass w € L; in polynomialer Zeit durch eine deterministische
TURING-Maschine entscheiden werden kann. Nach Voraussetzung kénnen wir in polyno-
mialer Zeit 7(w) mittels einer deterministischen TURING-Maschine M; bestimmen. We-
gen Ly € P kann 7(w) € Ly nun in polynomialer Zeit von einer deterministischen Turing-
Maschine M, entschieden werden. Nach der Definition der Transformierbarkeit gilt w € Ly
genau dann, wenn 7(w) € Ly giiltig ist. Somit kann w € L; durch die deterministische
TURING-Maschine, die zuerst wie M; und dann wie M, arbeitet, in polynomialer Zeit
entschieden werden.

iii) wird analog zu ii) bewiesen. O

Definition 3.18 FEine Sprache L heifst NP -vollstindig, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

i) L € NP,

it) L'aL gilt fir jede Sprache L' € NP.

Satz 3.19 Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
i) P =NP.

ii) L € P gilt fir jede NP-vollstindige Sprache L.

iii) L € P gilt fir eine NP-vollstindige Sprache L.
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Beweis. i) = ii). Sei L eine NP-vollstandige Sprache. Da nach Definition L € NP gilt,
folgt aus P = NP sofort L € P.

ii) = iii). Diese Implikation ist trivial.

iii) = i). Seien L eine NP-vollstandige Sprache und L’ eine Sprache aus NP. Aus der
Definition der NP-Vollsténdigkeit folgt L'aL. Wegen Lemma 3.17, ii) gilt nun L' € P
wegen der Voraussetzung L € P.

Damit ist die Inklusion NP C P bewiesen. Wegen der Giiltigkeit der umgekehrten Inklu-
sion folgt die Behauptung. O

Die Bedeutung der NP-vollstdndigen Sprachen besteht nach Satz 3.19 in Folgendem:
Ko6nnen wir fiir eine NP-vollstdndige Sprache zeigen, dass sie in P liegt, so gilt P = NP;
beweisen wir dagegen fiir eine NP-vollstindige Sprache, dass sie nicht in P ist, so gilt
P # NP. NP-vollstdndige Sprachen sind also Scharfrichter fiir die Frage ,P=NP 7.

Wir beweisen nun erst einmal die Existenz NP-vollstdndiger Probleme.
Satz 3.20 SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Entsprechend der Definition NP-vollstédndiger Probleme, miissen wir zum einen
zeigen, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Ausdriicke in konjunktiver
Normalform in NP liegt, und zum anderen haben wir zu zeigen, dass jede Sprache aus
NP polynomial auf dieses Erfiillbarkeitsproblem transformierbar ist.

SAT € NP haben wir bereits informell bewiesen. Ein formaler Beweis bleibt dem Leser
iiberlassen.

Es sei L eine beliebige Sprache aus NP. Dann gibt es eine nichtdeterministische Turing-
Maschine M = (X, Z, 29, @, 7), die L in polynomialer Zeit akzeptiert, die also fiir eine
Eingabe w € L hochstens p(|w|) Schritte bendtigt, wobei p ein Polynom ist. Es seien
X ={a,a9,...,a,}, w=a;a;,...qa;, *x=ay, Z=1{z20,21,---,2n} und ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit @ = {z;}. Ferner sei

q=max{#7(z,a) | z€ Z, a € X}.

Wir nummerieren die Zellen des Bandes mit ganzen Zahlen in der Weise, dass die Zelle
mit der Nummer 1 zu Beginn der Arbeit den ersten Buchstaben von w enthélt und setzen
nach rechts (bzw. links) durch Addition (bzw. Subtraktion) von 1 die Nummerierung fort.
Setzen wir noch t = p(Jw|) + 1, so kann der Kopf wihrend der Arbeit von M nur iiber
den Zellen stehen, die mit einer Zahl k, —t < k < ¢, nummeriert sind.

Wir definieren nun einen aussagenlogischen Ausdruck, der die Arbeit von M auf der
Eingabe w beschreibt. Als Variablen benutzen wir

Zi;; 1 <i<t,0< 5 <m,
Hy,1<i<t, —t<k<t,
S, 1 <i<t,—t<k<t,0<[<r,

die folgende Bedeutung haben:

e Z;; nimmt genau dann den Wert 1 an, wenn M zur Zeit ¢ im Zustand z; ist,
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e H;. nimmt genau dann den Wert 1 an, wenn der Kopf von M zur Zeit ¢ iiber der
Zelle k steht, und

e S, nimmt genau dann den Wert 1 an, wenn zur Zeit ¢ in der Zelle k auf dem Band
von M der Buchstabe a; steht.

Wir betrachten die folgenden Ausdriicke:

)(ZOVZZ:[\/ \/Zim) furlgzgt,

9) (~Zi; V = Ziy) fm1§i§u0§j<f§nu

( t\/HZ t+1\/ \/Hzt> furlgzgt,

( Z]f\/_ur'[m/) furlgigt,—t§k<k’§t,
(Siko V Sig1 V- -V Sir) fiir 1 <i <, —t <k <t,

(—\ ikl V zkl’) ﬁirlgz'gt,—t§k§t,0§l<l’§r,

H117
51121, 51212, ey Slm'n und SlkO fij.l" —t S k S t, k ¢ {1,2, .. .,n},
Zt17
(= Zi;V=Hiy V=Si V (Zig1jy AHiva oy ASizi k) VooV (Ziga ju A Hivt kg NSit1.k0,))
firl<i<t—1,0<j#1<m, —t<k<t,0<I<r,

5(2]'7 al) = {(Zju agy, dl)a (Zj2a Qly s d2)> KRR (Zju’ Qi dU)’

ky=k—-1fird,=L, k,=kflrd,=N,k,=k+1fird,=R,1<p<u,
(12) (=Ziy V = Hy NV =S V (Zivaa AN Hiv1 e N Siv1k1))

fir 1 <i<t—1, —t<k<t 0<I<r

(13) (_\ ikl V _‘Hik’ \/Si-i-l,k,l) fiir 1 S 1 S t— 1, —t S k 7é K S t, 0 S l S Tr.

(

(1
(
(
(
(
(
(
(
(
1
(1

)
3)
4)
5)
6)
7) Zo,
8)
9)
0)
1)

Durch diese Wahl der Ausdriicke wird folgendes erreicht: (1) nimmt genau dann den Wert
1 an, wenn mindestens eine der Variablen Z;;, 0 < j < m, den Wert 1 annimmt, d.h. wenn
sich die Maschine M zur Zeit 7 in mindestens einem Zustand z; befindet. Die Alternative
(2) nimmt genau dann den Wert 0 an, wenn Z;; und Z;;; den Wert 1 annehmen, d.h. wenn
sich M zur Zeit ¢ sowohl im Zustand z; als auch im Zustand zj» befindet. Die Alternativen
(1) und (2) sind also genau dann beide wahr, wenn sich M zur Zeit i in genau einem
Zustand befindet.

Analog sichern (3) und (4), dass sich der Kopf von M zur Zeit i iber genau einer Zelle
befindet, und (5) und (6) bedeuten, dass in der Zelle k zur Zeit i genau ein Buchstabe
steht.

Die Alternativen (7), (8) und (9) beschreiben die Anfangskonfiguration; (10) sichert das
Erreichen einer Endkonfiguration.

Der Ausdruck (11) beschreibt das Verhalten von M, wenn noch kein Endzustand erreicht
ist. Bei Wahrheit von Z;;, H;;, und Sj muss eine der Konjunktionen (Z;41;, A Hiz1, A
Sit1,ki,), 1 < p < u, wahr werden. Wenn M zur Zeit 7 im Zustand z; ist und das Symbol
a; in Zelle k liest, dann schreibt M das Symbol q;, in die Zelle k, geht in den Zustand
z;, und bewegt den Kopf zur Zelle k,. Folglich wird eine der moglichen Aktionen von M
ausgefiihrt.

Analog sichert (12), dass bei Erreichen eines Endzustandes keine Anderung mehr vorge-
nommen wird, d.h. wir setzen die Arbeit von M im Unterschied zur formalen Definition
auch bei Erreichen des Endzustandes fort, um den Zeitpunkt ¢ zu erreichen. Die Alterna-
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tive (13) besagt, dass der Inhalt der Zelle nicht verdndert wird, wenn sich der Kopf nicht
iiber der Zelle befindet.

Es sei B die Konjunktion aller Ausdriicke aus (1)—(15). Aus obigen Bemerkungen folgt
sofort, dass es genau dann eine Belegung der Variablen gibt, bei der alle Ausdriicke (1)—
(15) den Wert 1 annehmen, wenn die Akzeptanz der Eingabe w hochstens p(Jw|) Schritte
erfordert. Somit liegt eine Transformation von L auf das Erfiillbarkeitsproblem fiir aus-
sagenlogische Ausdriicke vor.

Wir haben noch zu zeigen, dass diese Transformation polynomial ist. Dazu reicht es aus,
festzustellen, dass der aus M und w konstruierte Ausdruck B hochstens die Lange

1 1
(2m +4)t +8- 5m(m + 1)t + (4t +4)t+ 8 - 5(2t +1)2t% + (2r +4)(2t + 1)t

1
8 or(r D@+ D2 1421420 (2 1) +2-1

+(8q + 11)(m + 1) (2t + 1)(t — 1)(r + 1) + 10(r + 1)(2t + 1)2¢>
< (2r +8g 4 40)(m* + 1) (r* + 1)2t*(2t + 1)

hat, wobei sich die ersten 10 Summanden aus den Léngen der Alternativen der Typen
(1)—(10) ergeben, der elfte Summand eine obere Abschétzung der Lénge der Ausdriicke
aus (11) und (12) ist und der letzte Summand die Lange der Alternativen vom Typ (13)
ist (dabei gibt bei jedem Summanden der erste Faktor jeweils die um Eins vergroferte
Lange eines Ausdrucks der Form an, wobei die hinzugefiigte Eins das in B dem Ausdruck
folgende A erfasst; das Produkt der anderen Faktoren gibt die Anzahl der entsprechende
Ausdriicke an). O

Wir haben bereits oben auf die Bedeutung der NP-vollsténdigen Sprachen fiir die Losung
des Problems ,,P=NP 7“ hingewiesen. Daher wollen wir nun eine Reihe von NP-vollstan-
digen Sprachen aus verschiedenen Bereichen der Mathematik und Informatik angeben.
Auf Beweise werden wir dabei weitgehend verzichten. In den Féllen, wo wir einen Beweis
geben werden, wird der folgende Satz angewandt.

Satz 3.21 Ist die NP-vollstindige Sprache L polynomial auf die Sprache L' aus NP
transformierbar, so ist L' auch NP -vollstandig.

Beweis. Fiir jede Sprache Q aus NP gilt QaL. Weiterhin haben wir nach Voraussetzung
Lal’. Damit folgt QoL fiir alle Q € NP. O

Diese Methode ist also erneut die Reduktion eines Problems auf ein anderes, wobei sich
die NP-Vollstandigkeit iibertrégt.

Bei den folgenden Beispielen werden wir — der Anschaulichkeit halber — statt Sprachen
die zugehorigen Probleme verwenden.

Satz 3.22 Das Cliquenproblem ist NP-vollstindig.

Beweis. Nach Beispiel 3.14 und der Bemerkung nach Definition 3.16 ist SAT polynomial
auf das Cliquenproblem transformierbar. Auflerdem ist das Cliquenproblem sicher in NP,
da wir nichtdeterministisch in polynomialer Zeit eine k-elementige Menge V'’ von Knoten
auswahlen und dann in polynomialer Zeit testen konnen, ob V"’ eine Clique ist. Nach Satz
3.21 ist das Cliquenproblem damit als NP-vollsténdig nachgewiesen. O

Ohne Beweis geben wir nun die folgende Aussage.
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Satz 3.23 Das Problem der Existenz von HAMILTON-Kreisen ist NP-vollstindig. O
Satz 3.24 Das Problem des Geschiftsreisenden ist NP -vollstindig.

Beweis. Nach dem Beispiel 3.15 ist das Problem der Existenz von HAMILTON-Kreisen auf
das Problem des Geschéftsreisenden polynomial transformierbar. Satz 3.24 ist daher nach
Satz 3.21 bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass das Problem des Geschéftsreisenden in
NP liegt. Dies folgt aber leicht, wenn wir nichtdeterministisch alle moglichen Rundreisen
erzeugen und dann testen, ob sich fiir eine Rundreise ein Wert < B ergibt, da beide
Teilschritte mit polynomialen Aufwand erledigt werden koénnen. O

Wir betrachten noch eine Variante des Problems des Geschéftsreisenden, die ein spezielles
diskretes Optimierungsproblem darstellt.

Problem: Minimale Rundreise

Gegeben:  natiirliche Zahl n > 1,
Stadte Cy, Cs, ..., C,, mit den Abstianden d(C;,C;), 1 <i,j <n,

Frage: Wie groB ist der minimale Wert von d(C;,, C;,) + E;L:_fd(C’ij, Ci;ih),
wobei das Minimum iiber alle Permutation von {1,2,...n} zu
nehmen ist?

Satz 3.25 Das Problem der minimalen Rundreise ist NP -vollstindig.

Beweis. Sei
m = max{d(C;,C;) : 1 <1i,j <n}.

Dann ist das gesuchte Minimum beim Problem der minimalen Rundreise sicher hochstens
m - (n + 1). Somit kann das Problem der minimalen Rundreise durch sequentielles Abar-
beiten des Problems des Geschiftsreisenden mit den Werten B; = i, 1 < i < m(n + 1),
gelost werden.

Umgekehrt liefert die Bestimmung des Minimums auch die Antwort auf die Frage nach
einer Rundreise mit einer Linge < B. O

Satz 3.26 Das Problem der (Knoten-)Firbbarkeit von Graphen

Gegeben:  Graph G = (V, E) und natirliche Zahl k > 3
Frage: Gibt es eine Farbung der Knoten von G mit k Farben, so dass
durch eine Kante verbundene Knoten jeweils verschieden gefdirbt sind?

1st NP -vollstindig. O

Fiir k = 2 gibt es eine Losung des Farbbarkeitproblems mit polynomialem Aufwand.

Satz 3.27 Das Problem der Teilmengensumme

Gegeben: endliche Menge A C N und natiirliche Zahl b € N
Frage: Gibt es eine Teilmenge A" C A derart, dass Xacaa = b qilt?

1st NP -vollstindig. O
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Satz 3.28 Das Problem der Lésbarkeit diophantischer quadratischer Gleichungen

Gegeben: natiirliche Zahlen a, b, ¢
Frage: Gibt es eine Lisung von ax® + by = c in natiirlichen Zahlen?

1st NP -vollstindig. O

Wir wollen nun ein Problem aus der Theorie der Datenbanken betrachten, fiir das wir
das CoDDsche relationale Datenbankmodell zugrundelegen. Es besteht aus Objekten und
zugeordneten Attributwerten. Die Notation erfolgt meist in Form einer Tabelle, in deren
erster Spalte die Objekte stehen und in den weiteren Spalten, die den Attributen ent-
sprechen, stehen in der Zeile von einem Objekt die ihm zugeordneten Attributwerte. Die
folgende Tabelle gibt ein Beispiel.

Objekt | Name | Vorname | Immatrikulations- | Universitét Fakultét/
nummer Fachbereich
1| Meyer | Heike 12345678 RWTH Aachen | Informatik
2 | Schulz | Ulrike 21436587 TU Miinchen Elektrotechn.
3 | Miiller | Heike 12348765 TU Dresden Elektrotechn.
4 | Muster | Fritz 56781234 TH Darmstadt Mathematik.
5 | Meyer | Ulrich 65874321 TU Berlin Mathematik
6 | Miiller | Fritz 87654321 RWTH Aaachen | Informatik

Fiir das Objekt i und das Attribut A sei der i zugeordnete Attributwert mit A(7) be-
zeichnet. Wir sagen, dass das Attribut A von den Attributen By, Bs, ..., B, abhingig
ist, wenn die durch f(B(i), Ba(i),. .., Bk(i)) = A(i) gegebene Abbildung eine Funktion
ist, d.h. wenn der Wert A(i) fiir jedes i bereits durch die Werte Bi(i), Ba(i), .. ., Bx(7)
eindeutig festgelegt ist. Wir schreiben hierfiir { By, Bs, ..., By} = A.

Im obigen Beispiel gelten z.B. {Immatrikulationsnummer} > Name und {Name, Vorna-
me} > Immatrikulationsnummer, aber nicht {Name} > Vorname und nicht {Vorname}
> Name.

Es sei eine Datenbank mit der Menge H von Attributen gegeben. Eine Teilmenge K von
H heilt Schliissel, falls K >~ B fiir jedes B € H gilt.

Satz 3.29 Das Problem der Existenz von Schliisseln in einer Datenbank

Gegeben: Datenbank mit Menge H von Attributen, natirliche Zahl k
Frage: Gibt es einen Schlissel K fiir F mit #(K) <k ¢

1st NP -vollstindig. O

Wie in Satz 3.24 kann ausgehend von Satz 3.29 anstelle von Satz 3.25 bewiesen wer-
den, dass auch das Problem der Bestimmung eines minimalen Schliissels (hinsichtlich der
Machtigkeit) NP-vollstandig ist.

Das Problem, ob P=NP gilt, ist bis heute noch ungeltst. Insbesondere gibt es also fiir
alle bekannten NP-vollstdndigen Probleme bis heute keinen deterministischen Algorith-
mus, der sie in polynomialer Zeit 16st, aber es gibt auch kein solches Problem, fiir das
die Nichtexistenz eines polynomialen Algorithmus gezeigt werden konnte. Hat man ein
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NP-vollstéindiges Problem gegeben, ist daher nicht zu erwarten, dass man dafiir einen
polynomialen Algorithmus findet, und sollte sich mit einem exponentiellen Algorithmus
zufriedengeben. Dies wird noch dadurch unterstiitzt, dass allgemein die Relation P£NP
vermutet wird.

Die Uberlegungen, die wir in diesem Kapitel beziiglich der Zeitkomplexitit durchgefiihrt
haben, lassen sich im wesentlichen auch fiir die Raumkomplexitédt anstellen.

Ubungsaufgaben

1. Gegeben sei der Graph G = (V, E') mit
V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11},
E = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9),(1,10), (1, 11),
(2,4),(2,10),(3,5),(3,7),(3,9),(3,11), (4,6), (5,7), (5,9), (5, 11),
(6,8),(7,9), (7,11), (8,10), (9, 11)}.
Eine Uberdeckung von G ist eine Menge V' C V derart, dass {v,v'} NV’ # ) fiir
alle Kanten (v,v’) € E gilt.
Bestimmen Sie
(a) die maximale Zahl k, fiir die es eine Clique aus k Elementen gibt,
(b) die minimale Zahl k, fiir die G k-knotenfiarbbar ist,

(¢) die minimale Zahl k, fiir die eine Uberdeckung aus k Elementen existiert.
2. Geben Sie eine Transformation des Cliquenproblems auf das Uberdeckungsproblem:
Gegeben: Graph G = (V, E), k € N,

Frage : Gibt es eine k-elementige Uberdeckung von G ?

(Die Definition der Uberdeckung ist in Ubungsaufgabe 3. gegeben.
Hinweis: Man verwende den Komplementiargraph G' = (V, E') mit E' = {(v,?') :

(v,0') € E}.)

3. Beweisen Sie die NP-Vollstédndigkeit von 3— SAT', das sich von SAT dadurch unter-
scheidet, dass alle Alternativen die Form xf\/xjj Vg fir gewisse 1 <i < j<k<n
haben.

(Hinweis: Man ersetze eine beliebige Alternative A unter Einbeziehung von zusétzli-
chen Variablen durch eine Menge von Alternativen mit jeweils genau drei Variablen,
so dass A genau dann wahr wird, wenn alle Alternativen aus M wahr werden.)

4. Konstruieren Sie entsprechend Beispiel 3.14 den Graphen fiir die Alternativen

rVyVzZz, TVyVez yVZ.

5. Beweisen Sie, dass das Cliquenproblem fiir festes k£ in P liegt.

6. Beweisen Sie, dass das Problem der Knotenfirbung fiir £ = 2 in P liegt.
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Kapitel 4

Erganzungen 1 :
Weitere Modelle der Berechenbarkeit

4.1 Rekursive Funktionen

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir berechenbare Funktionen als von Programmen
bzw. TURING-Maschinen induzierte Funktionen eingefithrt. In diesem Abschnitt gehen
wir einen Weg, der etwas direkter ist. Wir werden Basisfunktionen definieren und die-
se als berechenbar ansehen. Mittels Operationen, bei denen die Berechenbarkeit nicht
verlorengeht, werden dann weitere Funktionen erzeugt.

Wir geben nun die formalen Definitionen. Als Basisfunktionen betrachten wir:
e die nullstellige Funktion Z; : Ny — Ny, die den (konstanten) Wert 0 liefert,

e die Funktion S : Ny — Ny, bei der jeder natiirlichen Zahl ihr Nachfolger zugeordnet
wird,

e die Funktion P : Ny — Ny, bei der jede natiirliche Zahl n > 1 auf ihren Vorgénger
und die 0 auf sich selbst abgebildet wird,

e die Funktionen P : Nj — N, die durch
R;n(xlwr% s 7'rn) =T
definiert sind.

Anstelle von S(n) schreiben wir zukiinftig auch - wie iiblich - n 4+ 1. P/ ist die tibliche
Projektion eines n-Tupels auf die i-te Komponente (Koordinate).

Als Operationen zur Erzeugung neuer Funktionen betrachten wir die beiden folgenden
Schemata:

o Kompositionsschema: Fiir eine m-stellige Funktion g und m n-stellige Funktionen
f1, fay - -, fn definieren wir die n-stellige Funktion f vermoge

f([lfl,l'z, . '7xn) = g(fl(xlvx% s ,Zlfn),fz(l'l,[lfg, s 7xn)7 e '7fm(x17x27 .. 7xn))
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e Rekursionsschema: Fiir fixierte natiirliche Zahlen x1, z5 . .., x,, eine n-stellige Funk-
tion g und eine (n+2)-stellige Funktion h definieren wir die (n+ 1)-stellige Funktion
f vermoge

flxy, 2o, 20,0) = g(x1,29,...,2,),

flz, 29, sz, y+1) = h(xy, 22, 20, y, f(21,22, ..., T, Y)).

Zuerst erwdhnen wir, dass das Kompositionsschema eine einfache Formalisierung des ., Ein-
setzens ist.

Wir merken an, dass das gegebene Rekursionsschema eine parametrisierte Form der klas-
sischen Rekursion

f(0) = ¢
fly+1) = h(y, f(v)),

wobei ¢ eine Konstante ist, mit den Parametern zq, xo, ..., z, ist.

Fiir das Kompositionsschema ist sofort einzusehen, dass ausgehend von festen Funktionen
g, f1, f2, .- -, fm genau eine Funktion f definiert wird. Wir zeigen nun, dass dies auch fiir
das Rekursionsschema gilt, wobei wir (um die Bezeichnungen einfach zu halten) dies nur
fiir die klassische parameterfreie Form durchfiithren. Zuerst einmal ist klar, dass durch das
Schema eine Funktion definiert wird (fiir y = 0 ist der Wert festgelegt, fiir y > 1 lésst er
sich schrittweise aus der Rekursion berechnen). Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Seien
dazu f; und fy zwei Funktionen, die den Gleichungen des Rekursionsschemas geniigen.
Mittels vollstandiger Induktion beweisen wir nun f;(y) = f2(y) fiir alle natiirlichen Zahlen
y. Laut Schema gilt fiir y = 0 die Beziehung

f1(0) = f2(0) = ¢,

womit der Induktionsanfang gezeigt ist. Sei die Aussage schon fiir alle natiirlichen Zahlen
x < y bewiesen. Dann gilt

fily +1) = h(y, f1(y)) = by, f2(y)) = foly + 1),

wobel die erste und letzte Gleichheit aus dem Rekursionsschema und die zweite Gleichheit
aus der Induktionsvoraussetzung folgen.

Definition 4.1 Eine Funktion f : N{j — Nq heifft primitiv-rekursiv, wenn sie mittels
endlich oft wiederholter Anwendung von Kompositions- und Rekursionsschema aus den
Basisfunktionen erzeugt werden kann.

Wir lasssen dabei auch die O-malige Anwendung, d. h. keine Anwendung, als endlich oft-
malige Anwendung zu; sie liefert stets eine der Basisfunktionen.

Beispiel 4.2 a) Ausgehend von der Basisfunktion S gewinnen wir mittels Kompositi-
onsschema die Funktion f mit f(n) = S(S(n)), aus der durch erneute Anwendung des
Kompositionsschemas f’ mit f'(n) = S(f(n)) = S(S(S(n))) erzeugt werden kann. Offen-
bar ordnen f bzw. f’ jeder natiirlichen Zahl ihren zweiten bzw. dritten Nachfolger zu.
Beide Funktionen sind nach Definition primitiv-rekursiv.
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b) Wegen x = P(S(x)) ist die identische Funktion id : Ny — Ny mit id(z) = = ebenfalls
primitiv-rekursiv.

c¢) Die nullstellige konstante Funktion Z; gehort zu den Basisfunktionen und ist daher
primitiv-rekursiv. Wir zeigen nun, dass auch die n-stellige Funktion Z, mit 7, (z1, xs, ..., z,) =
0 fiir alle x1, x9, ..., x, ebenfalls primitiv-rekursiv ist.

Es sei n = 1. Dann betrachten wir das Rekursionsschema

Z1(0) =Zy und  Zi(y+ 1) = Py, Zi(y)) -

Wir zeigen mittels vollstéandiger Induktion, dass Z; die einstellige konstante Funktion mit
dem Wertevorrat 0 ist. Offensichtlich gilt Z;(0) = 0, da Z, den Wert 0 liefert. Sei nun
schon Z;(y) = 0 gezeigt. Dann ergibt sich aus der zweiten Rekursionsgleichung sofort
Zi(y +1) = P(y,0) = 0, womit der Induktionsschritt vollzogen ist.
Nehmen wir nun an, dass wir bereits die n-stellige konstante Funktion Z,, mit dem Wert
0 als primitiv-rekursiv nachgewiesen haben, so kénnen wir analog zu Obigem zeigen, dass
das Rekursionsschema
Zns1(x1, 20, ... 2, 0) = Zy(x1,29,...2,),
Zn+1(l’1, o, ...In,Y -+ 1) = ngg(xl, o, ..., Tn,Y, Zn+1(.§(71, T2,...2Tp, y))
die (n + 1)-stellige konstante Funktion Z,,; mit dem Wert 0 liefert.
d) Die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen lassen sich mittels der Rekursions-
schemata
add(x,0) = id(zx),
add(z,y+1) = S(P(z,y, add(z,y)))
und
mult(z,0) = Zi(x),
mult(z,y +1) = add(P}(z,y, mult(z,y)), Pi(z,y, mult(z,y)))
definieren. Da die Identitét, S, Z und die Projektionen bereits als primitiv-rekursiv nach-
gewiesen sind, ergibt sich damit die primitive Rekursivitdt von add und aus der dann die
von mult.
Entsprechend unserer obigen Bemerkung ist klar, dass durch diese Schemata eindeutige
Funktionen definiert sind. Durch einfaches ,,Nachrechnen* iiberzeugt man sich davon, dass
es sich wirklich um Addition und Multiplikation handelt, z.B. bedeutet die letzte Relation

mit der tiblichen Notation add(z,y) = x +y und mult(z,y) = x - y nichts anderes als das
bekannte Distributivgesetz

mult(z,y+1)=z-(y+1) =2+ x -y = add(z,mult(x,y)).
d) Durch das Rekursionsschema
sum(0) =0 und sum(y+ 1) = S(add(y, sum(y)))

wird die Funktion

2

definiert, wovon man sich leicht mittels vollstdndiger Induktion iiberzeugen kann.

sum(y) = zi:z = Ly +1)
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Wir betrachten nun die folgende rekursive Definition der Fibonacci-Folge:

fO) = 1, f(1)=1,
fly+2) = fly+1)+ f(y).

Fiir diese Rekursion ist nicht offensichtlich, dass sie durch das obige Rekursionsschema
realisiert werden kann, da nicht nur auf den Wert f(y) rekursiv zuriickgegriffen wird. Die
Rekursion fiir die Fibonacci-Folge ldsst sich aber unter Verwendung von zwei Funktionen
so umschreiben, dass jeweils nur die Kenntnis der Werte an der Stelle y erforderlich ist.
Dies wird durch das Schema

f1(0) =1, f(1) =1,
fily +1) = fa(y), foly+1) = fily) + fo(y)

geleistet. Hiervon ausgehend fithren wir die folgende Verallgemeinerung des Rekursi-
onsschemas, simultane Rekursion genannt, ein: Fiir n-stellige Funktionen ¢; und die
(n + m + 1)-stelligen Funktionen h;, 1 < i < m, definieren wir simultan die (n + 1)-
stelligen Funktionen f;, 1 < i < m, durch

fi(zla"'axnao) = gi(xla"'axn)a 1 S 1 S m,
filxy, .. sz, y+ 1) =hi(xy, o oz, y, fr(T, oY)y ey (T, T, Y))-

Wir wollen nun zeigen, dass die simultane Rekursion auch nur die Erzeugung primitiv-
rekursiver Funktionen gestattet. Um die Notation nicht unnotig zu verkomplizieren werden
wir die Betrachtungen nur fiir den Fall n = 1 und m = 2 durchfiihren.

Seien die Funktionen C, E, D; und D, mittels der Funktionen & und div aus Ubungs-
aufgabe 10 von Abschnitt 1 durch

) = sum(xy + xg) + 2,

) = 0, E(n+1)=E(n)+ (ndivsum(E(n)+1)),
Di(n) = E(n)+ sum(E(n)) ©n,

) = E(n)© Di(n)

definiert. Entsprechend der Konstruktion und Ubungsaufgabe 10 von Abschnitt 1 sind
alle diese Funktionen primitiv-rekursiv. Weiterhin rechnet man nach, dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind: Fiir alle natiirlichen Zahlen n, n; und ns gilt

C’(Dl(n),Dg(n)) =n, Dl(C’(nl,ng)) =Ny, DQ(C(nl,ng)) = No.

Zur Veranschaulichung betrachte man Abbildung 4.1 und priife nach, dass durch F(n)
die Nummer der Diagonalen in der n steht, durch x; + x5 die Nummer der Diagonalen,
in der sich die Spalte von 1 und die Zeile von x5 kreuzen, durch C'(xy, z5) das im Kreu-
zungspunkt der Spalte zu x; und der Zeile zu x5 stehende Element, durch D; und D, die
Projektionen von einem Element gegeben werden.

Dann definieren wir fiir die gegebenen Funktionen g; und h;, 1 < i < m, die Funktionen
g und h durch

g(@) = Clg(x), g2(x)),
h(x,y,z) = C(hl(xvy7Dl(z>7D2(2))7h2(x7y7D1(Z)7D2(Z>>>

138



T 0 1 2 3 4
X2
0 0 1 3 6 10
1 2 4 7 11
2 5) 8 12
3 9 13
4 14

Abbildung 4.1:

die Funktion f durch das Rekursionsschema

f(z,0) = g(),
flr,y+1) = h(z,y, f(z,y))

und die Funktionen f; und fs, die durch das simultane Rekursionsschema erzeugt werden
sollen, durch

fl(zvy) = Dl(f(x>y)) und f2(x>y) = Dg(f(l’,y))
Wegen
fi(x,0) = Di(f(2,0)) = Di(g(x)) = Di(C(g1(x), g2(x)) = gs()

fiir i € {1,2}, sind die Ausgangsbedingungen des verallgemeinerten Rekursionsschemas
erfiillt, und analog zeigt man, dass die Rekursionsbedingungen befriedigt werden. Diese
Konstruktion von f; und fy erfordert nur das urspriingliche Rekursionsschema (fiir die
Funktion f) und das Kompositionsschema, womit gezeigt ist, dass diese beiden Funktio-
nen primitiv-rekursiv sind.

Aufgrund der eben gezeigten Aquivalenz von Rekursionsschema und simultanem Rekur-
sionsschema werden wir zukiinftig auch von der simultanen Rekursion Gebrauch machen,
um zu zeigen, dass gewisse Funktionen primitiv-rekursiv sind.

Satz 4.3 Fine Funktion f ist genau dann primitiv-rekursiv, wenn sie LOOP -berechenbar
15t.

Beweis: Wir zeigen zuerst mittels Induktion {iber die Anzahl k& der Operationen zur Er-
zeugung der primitiv-rekursiven Funktion f, dass f auch LOOP-berechenbar ist.

Sei k£ = 0. Dann muss die zu betrachtende Funktion f eine Basisfunktion sein. Die Tabelle
in Abbildung 4.2 gibt zu jeder Basisfunktion f ein LOOP-Programm II mit ®y;; = f.
Damit ist der Induktionsanfang gesichert.

Wir fiihren nun den Induktionsschritt durch. Sei dazu f eine Funktion, die durch k-
malige, £ > 1, Anwendung der Operationen erzeugt wurde. Dann gibt es eine Operation,
die als letzte angewendet wurde. Hiernach unterscheiden wir zwei Félle, welche der beiden
Operationen dies ist.

Fall 1. Kompositionsschema. Dann gilt

flz, 2o, . zn) = g(filzr, v xn)s ooy f(T1, oy 20)),
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f IT

Z T =

S T i — S(l’l)
P Ty ‘= P(l’l)
Pin Ir = I;

Abbildung 4.2:

wobei die Funktionen g, fi, fa, ..., fim alle durch héchstens (k —1)-malige Anwendung der
Operationen entstanden sind. Nach Induktionsannahme gibt es also Programme II, I1;,
Il,, ... II,, derart, dass

(I)H,l :gund @th :fz fiir 1 §Z§m

gelten. Nun priift man leicht nach, dass das Programm

Tptl ‘= L1, Lpao = X25...;Ton = Tp;
IT}; Topt1 1= 15%1 1= Ty} T2 1= Tpg25 - - -3 Ty 2= T
Iy; Topto 1= 15 X1 1= Tyt T2 1= Tpg2; ... 3 Ty 1= Tap;

ILy; Tonym = x1;
T1 1= Topi1; T = Topio; ... Tm = Topim; 11

die Funktion f berechnet (die Setzungen x,,,; := x; stellen ein Abspeichern der Eingangs-
werte fiir die Variablen x; dar; durch die Anweisungen z; := x,,,; wird jeweils gesichert,
dass die Programme II; mit der Eingangsbelegung der z; arbeiten, denn bei der Abarbei-
tung von II;_; kann die Belegung der x; geédndert worden sein; die Setzungen ,,4; := x;

speichern die Werte f;(z1, 22, ..., x,), die durch die Programme II; bei der Variablen z;
entsprechend der berechneten Funktion erhalten werden; mit diesen Werten wird dann
aufgrund der Anweisungen z; := 3,4, das Programm II gestartet und damit der nach

Kompositionsschema gewiinschte Wert berechnet).

Fall 2. Rekursionsschema. Die Funktion f werde mittels Rekursionsschema aus den n-
bzw. (n+ 2)-stelligen Funktionen ¢ (an der Stelle y = 0) und h (fiir die eigentliche Rekur-
sion) erzeugt. Da sich diese beiden Funktionen durch hochstens (k—1)-malige Anwendung
der Schemata erzeugen lassen kénnen, gibt es fiir sie Programme II iiber den Variablen
1, Za, ... 2, und II" iiber den Variablen xq, x9, ..., y, 2z mit ®r; = g und Py = h (wobei
wir zur Vereinfachung nicht nur Variable der Form z;, wie in Abschnitt 1.1.1 gefordert,
verwenden). Wir betrachten das folgende Programm:

Y= 0;2pq1 1= X1 Tpyo 1= Toj .. Ty 1= T 1 2 1= 1y

LOOP ¢ BEGIN z := 2,415 ... 7y := Toy; 1152 := 215y := S(y) END;
T ‘= 2

und zeigen, dass dadurch der Wert f(xq, s, ..., %,,y") berechnet wird.

Erneut wird durch die Variablen z,; die Speicherung der Anfangsbelegung der Varia-
blen x; gewéhrleistet. Ist 4’ = 0, so werden nur die erste und dritte Zeile des Programms
realisiert. Daher ergibt sich der Wert von II bei der ersten Variablen, und weil II die
Funktion g berechnet, erhalten wir g(x1,xs,...,2,), wie es das Rekursionsschema fiir
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f(z1,xa,. .., 2,,0) erfordert. Ist dagegen ¢’ > 0, so wird innerhalb der LOOP-Anweisung
mit z = f(z1,22,...,2T,,y) der Wert f(z1,x9,...,y+ 1) berechnet und die Variable y um
Eins erhoht. Da dies insgesamt von y = 0 und f(x1,xo, ..., x,,0) = g(z1, 22, ..., x,) (aus
der ersten Zeile) ausgehend, y'-mal zu erfolgen hat, wird tatséchlich f(xq1, 2o, ..., 20, v)
als Ergebnis geliefert.

Damit ist der Induktionsbeweis vollstandig.

Wir zeigen nun die umgekehrte Richtung. Wir gehen analog vor, werden vollstédndige
Induktion iiber die Programmtiefe ¢ benutzen und sogar zeigen, dass jede von einem
LOOP-Programm II berechnete Funktion ®r;, 7 > 1 eine primitiv-rekursive Funktion
ist.

Es sei t = 1. Dann bestehen die Programme aus den Wertzuweisungen. Wenn wir die
im ersten Teil dieses Beweises gegebenen Tabelle von rechts nach links lesen, finden wir
zu jeder derartigen Wertzuweisung die zugehorige primitiv-rekursive Funktion, die iden-
tisch mit der vom Programm berechneten Funktion ist. Damit ist der Induktionsanfang
gesichert.

Sei nun IT ein Programm der Tiefe ¢ > 1. Dann gilt II = IIy; II; oder I=LOOP y BEGIN
I[I" END fiir gewisse Programme II;, I, II" mit einer Tiefe < ¢ — 1. Nach Induktionsan-
nahme sind dann alle Funktionen ®1, ;, @, ;j, P ; primitiv-rekursiv.

Ist IT als Nacheinanderausfithrung von II; und I, gegeben, so ergeben sich fiir die von II
berechneten Funktionen die Beziehungen

q)n7j(l’1, .. LL’n) = (I)HQJ((I)th(JIl, Ce ,LL’n), (I)th(l’l, e ,Z’n), c oy (I)Hl,m(xla e ,Z’n))

Damit entstehen die von II berechneten Funktionen mittels des Kompositionsschems aus
primitiv-rekursiven Funktionen und sind daher selbst primitiv-rekursiv.

Sei nun [I=LOOP y BEGIN II" END, wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass y nicht unter den Variablen 1, s, ..., x, des Programms II' vorkommt
(siche Ubungsaufgabe 5). Dann werden die von II berechneten Funktionen durch das
folgende simultane Rekursionsschema bestimmt:

q)H,j(xl,...,xn,O) = Pjn(xl,...,l'n),
(I)HJ(xl,...,[L’nay‘l’l) = ®H’7j(q>ﬂ,1(zla~~~>In>y)>--->(I>H,n(x1>---axn,y))

(die erste Gleichung legt den Wert der Variablen vor Abarbeitung des Programms fest;
um zum Wert fiir y > 0 zu kommen, wird das Programm II' entsprechend der zweiten
Gleichung stets wieder ausgefiihrt, wobei die im vorhergehenden Schritt erhaltenen Funk-
tionswerte als Eingaben dienen (siche Kompositionsschema); wie beim LOOP-Programm
ist y-malige Nacheinanderausfithrung zur Gewinnung von ®ry (21, ..., Z,,y) notwendig.
Damit ist der Induktionsbeweis auch fiir diese Richtung gefiihrt. O

Wir wollen nun eine weitere Operation zur Erzeugung von Funktionen einfiihren, die es
uns gestattet, auch partielle Funktionen zu erhalten (mittels Kompositions- und Rekur-
sionsschema erzeugte Funktionen sind offenbar total).

e 1-Operator: Fiir eine (n+1)-stellige Funktion & definieren wir die n-stellige Funktion
f wie folgt. f(xq1,2s,...,x,) = 2z gilt genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:
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- h(zy, xo. ..., Ty, y) ist fir alle y < z definiert,
- h(zy, 2o, ..., 2y, y) #0 fir y < z,
- h(xy, 29, ..., T, 2) = 0.

Wir benutzen die Bezeichnungen

floy, ) = (py) [z, . @, y) = 0] baw.  f = (uy)[h].

Intuitiv bedeutet dies, dass fiir die festen Parameter x1, xo, ..., x, der kleinste Wert von
z bestimmt wird, fiir den h(xy, 22, ..., x,, 2) = 0 gilt (wobei bei nicht iiberall definierten
Funktionen zusétzlich verlangt wird, dass fiir alle kleineren Werte y als z das Tupel
(21,2, ... 2,,y) im Definitionsbereich liegt, sonst ist f an dieser Stelle nicht definiert).

Beispiel 4.4 a) Es gilt

0 firz =0
nicht definiert sonst

(1pladd(, )] = {

(fiir z = 0 ist wegen 0 + 0 = 0 offenbar z = 0 der gesuchte minimale Wert; fiir x > 0 gilt
auch x +y > 0 fiir alle y, und daher existiert kein z mit der dritten Eigenschaft aus der
Definition des pu-Operators).

b) Es sei
h(z,y) = |92° — 10xy + 2.

Durch Anwendung des u-Operators auf h entsteht die Identitdt, d.h. f mit f(z) = x fiir
alle x.

Dies ist wie folgt leicht zu sehen. Fiir einen fixierten Wert von z ist (uy)[h(x,y)] die
kleinste natiirliche Nullstelle des Polynoms 92% — 10zy + 3? in der Unbestimmten y. Eine
einfache Rechnung ergibt die Nullstellen z und 9x. Somit gilt

f(x) = (uy)[M(z,y)] = .

Wir wollen nun eine Erweiterung der primitiv-rekursiven Funktionen mittels p-Operator
entsprechend Definition 4.1 vornehmen. Da jedoch durch die Anwendung des pu-Operators
Funktionen entstehen konnen, deren Definitionsbereiche echte Teilmengen von Nj sind,
miissen wir zuerst Kompositions- und Rekursionsschema auf diesen Fall ausdehnen.
Beim Kompositionsschema ist f(z1, z, ..., x,) genau dann definiert, wenn fiir 1 <i <n
die Funktionen f; auf dem Tupel z = (21,29, ...,2,) und g auf (fi(x), fo(x),..., fm(z))
definiert sind. In dhnlicher Weise kann das Rekursionsschema erweitert werden; die Details
dazu iiberlassen wir dem Leser.

Definition 4.5 Eine Funktion f : Nj — Ng heifit partiell-rekursiv, wenn sie mittels
endlich oft wiederholter Anwendung von Kompositionsschema, Rekursionsschema und p-
Operator aus den Basisfunktionen erzeugt werden kann.

Satz 4.6 Eine Funktion ist genau dann partiell-rekursiv, wenn sie LOOP /WHILE-
berechenbar ist.
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Beweis: Wir gehen wie beim Beweis von Satz 4.3 vor.

Daher reicht es in der ersten Richtung zusétzlich zu den dortigen Fakten zu zeigen, dass
jede partiell-rekursive Funktion f, die durch Anwendung des pu-Operators auf h entsteht,
LOOP/WHILE-berechenbar ist. Nach Induktionsannahme ist h LOOP/WHILE-be-
rechenbar, also h = ®y; fiir ein Programm II. Um den minimalen Wert z zu berechnen,
berechnen wir der Reihe nach die Werte 3’ an den Stellen mit 0,1, 2, ... fiir die Variable
y und testen jeweils, ob der aktuelle Wert von ¢y’ von Null verschieden ist. Formal ergibt
sich folgendes Programm fiir f:

Y= 0,241 = X1;... Top = X Iy = x4
WHILE ¢’ # 0 BEGIN y := S(y); 21 := Tna1, - - -, Tn := Top; 1L,y := 2y END;
Ty =y

In der umgekehrten Richtung ist noch die WHILE-Anweisung zusétzlich zu betrachten.
Sei also II” = WHILE z;, # 0 BEGIN II'” END, wobei nach Induktionsannahme alle
Funktionen @1 ; partiell-rekursiv sind. Wir konstruieren zuerst die gleichen Funktionen
@y ; wie bei der Umsetzung der LOOP-Anweisung im Beweis von Satz 4.3. Nach den
dortigen Uberlegungen gibt P (71, X2, . .. Ty, y) den Wert der Variablen z; nach y-maliger
Hintereinanderausfithrung von II" an. Die ®yy; sind partiell-rekursive Funktionen, da sie
durch Anwendung des simultanen Rekursionsschemas auf partiell-rekursive Funktionen
entstanden sind. Wir betrachten nun die Funktion

w(xy, ..., xn) = (1Y) [Prr(z, ... 20, y)],

die nach Definition die kleinste Zahl von Durchlaufen von IT” liefert, um den Wert 0 bei
der Variablen xj zu erreichen. Entsprechend der Semantik der WHILE-Anweisung bricht
diese genau nach w(xy,...,z,) Schritten ab. Folglich gilt

Oy (21, .oy xy) = P2, ..o, w(Te, .o, 2y))

(da die rechten Seiten den Wert der Variablen x; nach w(zy,...,z,) Hintereinander-
ausfithrungen von IT" und damit bei Abbruch der WHILE-Anweisung angeben). Entspre-
chend dieser Konstruktion ist damit jede von I1” berechnete Funktion partiell-rekursiv. O

Wir bemerken, dass die Beweise der Sdtze 4.3 und 4.6 eine enge Nachbarschaft zwi-
schen dem Berechenbarkeitsbegriff auf der Basis von LOOP/WHILE-Programmen ei-
nerseits und partiell-rekursiven Funktionen andererseits ergibt, da die Wertzuweisungen
den Basisfunktionen, die Hintereinanderausfithrung von Programmen dem Kompositions-
schema, die LOOP-Anweisung dem Rekursionsschema und die WHILE-Anweisung dem
u-Operator im wesentlichen entsprechen.

Durch Kombination der Siatze 1.10 und 4.6 erhalten wir die folgende Aussage.

Folgerung 4.7 Es gibt eine totale Funktion, die nicht partiell-rekursiv ist. O
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4.2 Registermaschinen

Wir wollen nun einen Berechenbarkeitsbegriff behandeln, der auf einer Modellierung der
realen Rechner basiert.

Definition 4.8 i) Fine Registermaschine besteht aus den Registern
B, Cy, C,Cy,...,Cp, ...

und einem Programm.

B heifst Befehlszihler, Cy heifst Arbeitsregister oder Akkumulator, und jedes der Register
C;i, © > 1, heifit Speicherregister.

Jedes Register enthdlt als Wert eine natiirliche Zahl.

it) Unter einer Konfiguration der Registermaschine verstehen wir das unendliche Tupel

(b,Co,Cl,...,Cn,...),

wobei
e das Register B die Zahl b € Nq enthiilt,

e fiirn > 0 das Register C,, die Zahl c,, € Ng enthdlt.

iii) Das Programm ist eine endliche Folge von Befehlen. Durch die Anwendung eines
Befehls wird die Konfiguration der Registermaschine gedndert. Die folgende Liste gibt
die zugelassenen Befehle und die von ihnen jeweils bewirkte Anderung der Konfigurati-
on (b,Co,C1y. ..y Cny...) in die Konfiguration (b, cy, ), ..., c.,,...) an, wobei fir die nicht
angegebenen Komponenten u' = u gilt:

Fin- und Ausgabebefehle:

LOAD ¢, i €N V=b+1 ¢y=¢
ILOAD i, €N V=b+1 ¢ =c,
CLOAD i, i€ N V=b+1 ¢ =i
STORE i, (€N V=b+1 ¢ =c
ISTORE i, i€ N V=b+1 c,. =c
Arithmetische Befehle:
ADD 7, 1€N V=b+1 ¢g=co+¢
CcADD i, ieN V=b+1 cy=co+i
. . — ¢ i > ¢
SUB i, ieN V=b+1 06:{00 ¢ fiirco 2 c
0 sonst
CSUBi, ieN b =b+1 cg:{CO_Z fiir co 2 i
0 sonst
MULT i, (€N V=b+1 c¢y=cox*g¢
CMULT 7, i€ N V=b+1 c¢y=co+i
| . - ir ¢ > 0
DI N b ,:{Lgo/czj - fure >
Ve, e V=b+1 nicht definiert sonst
CDIVi, €N V=b+1 ¢;=|c/i]
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Sprungbefehle:

GOTO 7 , ieN V=i

IF ¢¢=0 GOTO i, i€ N b’:{z falls co = 0
b+1 sonst

Stopbefehl:

END

Eine Registermaschine lésst sich entsprechend Abb. 4.3 veranschaulichen.

4. Speich
Programm peichet “
1 Befehl 3. Speicher 3
2. Befehl 2. Speicher Co
n-ter Befehl 1. Speicher c1
b o
Befehlszéhler Akkumulator

zentrale Recheneinheit

Abbildung 4.3: Registermaschine

Bei den Eingabebefehlen LOAD ¢ bzw. CLOAD ¢ wird der Wert des i-ten Registers bzw. die
Zahl 7 in den Akkumulator geladen; bei STORE i wird der Wert des Akkumulators in das
i-te Speicherregister eingetragen. Es sei j der Inhalt des i-ten Registers (d.h. ¢; = j); dann
werden durch die Befehle ILOAD ¢ bzw. ISTORE ¢ mit indirekter Adressierung der Inhalt
des Registers j in den Akkumulator geladen bzw. der Inhalt des Akkumulators in das j-te
Register gespeichert.

Bei den Befehlen ADD 4, SUB 4, MULT ¢ und DIV ¢ erfolgt eine Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division des Wertes des Akkumulators mit dem Wert des i-ten Speicher-
registers. Da die Operationen nicht aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen herausfiithren
sollen, wird die Subtraktion nur dann wirklich ausgefiihrt, wenn der Subtrahend nicht
kleiner als der Minuend ist und sonst 0 ausgegeben; analog erfolgt die Division nur ganz-
zahlig.

Die Befehle CADD 4, CSUB ¢, CMULT ¢ und CDIV ¢ arbeiten analog, nur dass anstelle des Wertes
des i-ten Registers die natiirliche Zahl i benutzt wird. Dadurch werden auch arithmetische
Operationen mit Konstanten moglich.
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In all diesen Féllen wird der Wert des Befehlsregisters um 1 erhoht, d.h. der néchste Befehl
des Programms wird abgearbeitet. Dies ist bei den Sprungbefehlen grundsétzlich anders.
Bei GOTO ¢ wird als néchster Befehl der i-te Befehl des Programms festgelegt, wahrend
bei der IF-Anweisung in Abhéngigkeit von dem Erfiilltsein der Bedingung ¢y = 0 der
néchste Befehl der i-te bzw. der im Programm auf die IF-Anweisung folgende Befehl des
Programms ist.

Der Befehl END ist ein Stopbefehl.

Definition 4.9 FEs sei M eine Registermaschine wie in Definition 4.8. Die von M indu-
zierte Funktion fur : N§ — N ist wie folgt definiert: far(x1,x2,...2,) =y gilt genau
dann, wenn M ausgehend von der Konfiguration (1,0,x1,z9,...,2,,0,0,...) die Kon-
figuration (b, co,y, c2,cs,...) fir gewisse b, co,ca,cs, ... erreicht und der b-te Befehl des
Programm END ist.

Entsprechend dieser Definition gehen wir davon aus, dass zu Beginn der Arbeit der Regis-
termaschine die ersten n Speicherregister die Werte zq, xs, ..., x, und der Akkumulator
und alle anderen Speicherregister den Wert 0 enthalten, die Abarbeitung des Programms
mit dem ersten Befehl begonnen wird und bei Erreichen eines END-Befehls beendet wird
und dann das Ergebnis y im ersten Speicherregister abgelegt ist (die Inhalte der anderen
Register interessieren nicht).

Wir geben nun drei Beispiele.

Beispiel 4.10 Wir betrachten die Registermaschine M; mit dem Programm aus Abb.
4.4.

1 CLOAD 1
2 STORE 3
3 LOAD 2
4 IF ¢y =0 GOTO 12
5> LOAD 3
6 MULT 1
7 STORE 3
8 LOAD 2
9 CSuB1
10 STORE 2
11 GOTO 4
12 LOAD 3
13 STORE 1
14 END

Abbildung 4.4: Programm der Registermaschine aus Beispiel 4.10

Das Programm geht davon aus, dass im ersten und zweiten Register Werte stehen (Befehle
3 bzw. 6), so dass wir davon ausgehen, dass M; eine zweistellige Funktion fu,(z,v)
berechnet, wobei  und y zu Beginn im ersten bzw. zweiten Speicherregister stehen.
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My verhélt sich wie folgt: Mittels der ersten zwei Befehle wird der Wert 1 in das dritte
Register geschrieben. Die Befehle 4 — 11 bilden eine Schleife, die sooft durchlaufen wird,
wie y angibt, denn bei jedem Durchlauf wird y um 1 verringert (Befehle 8 — 10). Ferner
erfolgt bei jedem Durchlauf der Schleife eine Multiplikation des Inhalts des dritten Regis-
ters mit  (Befehle 5 — 7). Abschlielend wird der Inhalt des dritten Registers in das erste
umgespeichert, weil dort nach Definition das Ergebnis zu finden ist. Folglich induziert
diese Registermaschine die Funktion

fin(zy)=1-2-x-...-x=a"
y mal

M berechnet also die Potenzfunktion.

Beispiel 4.11 Wir betrachten die Registermaschine M3 mit dem Programm aus Abb. 4.5
und zu Beginn der Arbeit stehe nur im ersten Register ein moglicherweise von Null ver-
schiedener Wert (in den anderen Registern steht also eine Null).

1 LOAD 1
2 IF ¢y =0 GOTO 12
3 LOAD 2
4 CADD 1
5 STORE 2
6 ADD 3

7 STORE 3
8 LOAD 1
9 CSUB 1
10 STORE 1
11 GOTO 1
12 LOAD 3
13 STORE 1
14 END

Abbildung 4.5: Programm der Registermaschine aus Beispiel 4.11

Steht im ersten Register eine Null, so werden wegen des zweiten Befehls die Befehle 12-14
abgearbeitet, durch die die Ausgabe 0 erzeugt wird. Anderenfalls erfolgt ein Durchlaufen
der Befehle 3-5, durch die der Inhalt des Registers 2 um 1 erhéht wird, und anschlieend
der Befehle 6-7, durch die eine Addition der Werte der Register 2 (nach der Erhéhung)
und 3 erfolgt, deren Resultat wieder in Register 3 abgelegt wird. Danach wird der Wert des
Registers 1 um 1 erniedrigt. Diese Befehle werden solange durchgefiihrt, wie in Register 1
keine 0 steht, d.h. diese Schleife wird n mal durchlaufen, wenn n zu Beginn in Register 1
steht, da dieses Register bei jedem Durchlauf um 1 verringert wird. In Register 2 stehen
wéhrend der Durchléufe nacheinander die Zahlen 1, 2, ...n, die in Register 3 aufaddiert
werden. Da der Inhalt des dritten Registers das Resultat liefert, erhalten wir

n

1=1
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Beispiel 4.12 Wir gehen jetzt umgekehrt vor. Wir geben uns eine Funktion vor und
wollen eine Registermaschine konstruieren, die diese Funktion induziert. Dazu betrachten

wir die auf einem Feld (oder Vektor) (xi, s, ..., x,) und seiner Linge n durch definierte
Funktion
fn oy, mg,. ) = {Zi:l tonzl (4.1)
0 n=>0

definierte Funktion.

Wir konstruieren eine Registermaschine, bei der zu Beginn n im ersten Register, z; im
i + 1-ten Register und 0 in allen anderen Registern steht. Die Addition der Elemente
des Feldes realisieren wir, indem wir zum Inhalt des zweiten Registers der Reihe nach die
Werte x,,, x,_1, ..., aus den Registern n+1,n, ..., 3 addieren. Hierbei greifen wir durch
indirekte Adressierung immer auf das entsprechende i-te Register zu, indem wir das erste
Register zuerst auf n+1 setzen und dann bei jeder Addition um 1 verringern. Die Addition
erfolgt solange, wie die Registernummer (im ersten Register), auf die wir zugreifen wollen,
mindestens 3 ist. Fiir diesen ganzen Prozess konstruieren wir eine Schleife.

Die beiden Sonderfille, n = 0 und n = 1 (bei denen eigentlich keine Addition erfolgt)
lassen sich einfach dadurch realisieren, dass der Inhalt des zweiten Registers (0 bei n =0
und z; bei n = 1) direkt in das Ergebnisregister 1 umgespeichert wird. Diese beiden
Féllen werden wir auflerhalb der Schleife vorab erledigen.

Abschlieflend speichern wir das Ergebnis, das in jedem Fall im zweiten Register steht, in
das erste Register um.

Formal ergibt dies das Programm aus Abb. 4.6.

1 LOAD1
2 CSUB1 Befehle 1-3 testen, ob Sonderfall vorliegt
3 IF ¢ =0 GOTO 15
4 LOAD 1
5 CADD 1 Befehle 4-5 setzen Registernummer fiir Addition auf n + 1
6 STORE 1
7 ILOAD 1
8 ADD 2 Befehle 7-9 addieren ¢;1 1 = x;, n > 1 > 2, zu ¢y
9 STORE 2
10 LOAD 1
11 CSUB 3 Befehle 10-12 testen, ob ¢3 = x5 schon addiert wurde
12 IF ¢ =0 GOTO 15
13 CADD 2 Verringern der Registernummer ¢ 4+ 1 um 1
14 GOTO 6
15 LOAD 2
16 STORE 1 Befehle 15 und 16 speichern das Ergebnis in das erste Register
17 END

Abbildung 4.6: Programm einer Registermaschine zur Berechnung von (4.1)

Wir wollen nun zeigen, dass Registermaschinen die Funktionen, die von LOOP /WHILE-
Programmen induziert werden, berechnen kénnen.
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Satz 4.13 Zu jedem LOOP /WHILE-Programm 11 gibt es eine Registermaschine M
derart, dass fy = Prq gilt.

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber die Tiefe der LOOP /WHILE-
Programme.

Induktionsanfang k = 1. Dann ist die gegebene Funktion eine der Wertzuweisungen.

Ist x; := 0 die Anweisung, so liefert die Registermaschine mit dem Programm

1 CLOAD 0
2 STORE i
3 END

bereits das gewiinschte Verhalten.
Ist x; := S(z;), so leistet die Registermaschine mit dem Programm

LOAD j

CADD 1
STORE i
END

= W N =

die gewiinschte Simulation.

Fiir x; := P(z;) und z; := x; geben wir analoge Konstruktionen.

Induktionsschritt von < k auf k. Wir haben zwei Félle zu unterscheiden, namlich ob als
letzte Operation beim Aufbau der Programme eine Hintereinanderausfithrung oder eine
WHILE-Schleife angewendet wurde (auf die Betrachtung der LOOP-Schleife kénnen wir
wegen der Bemerkung am Ende des Abschnitts 1.1.1 verzichten).
Hintereinanderausfithrung. Es sei II = Ily; 11y, und fiir ¢ € {1,2} sei M; die nach Induk-
tionsvoraussetzung existierende Registermaschine mit fp;, = ®r, 1. Ferner habe M; das
Programm P;, das aus r; Befehlen bestehen moge. Weiterhin bezeichnen wir mit p;; den
j-ten Befehl von P;. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass jedes
der Programme P; nur einen END-Befehl enthélt, der am Ende des Programms steht. Wir
modifizieren nun die Befehle des Programms P, dahingehend, dass wir alle Befehlsnum-
mer j in einem Sprungbefehl oder einem bedingten Befehl durch j 4+ r; — 1 ersetzen.
Dadurch entstehe g; aus p;o fir 1 < j < r,. Dann berechnet die Registermaschine mit
dem Programm

P11
2 P21

rp—1 Pri—1,1
1 q1
r+2 g

ri+ry—1 Qry

die Funktion @y ;.
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WHILE-Schleife Sei II' = WHILEz; # 0BEGINIIEND, und seien pq,ps,...p, die
Befehle einer Registermaschine M mit fy; = ®p 1, wobei wiederum p, = END gelte. Fiir
1 <@ < m sei ¢; der Befehl, der aus p; entsteht, indem jede in ihm vorkommende Befehls-
nummern um 2 erhéht werden. Dann berechnet das Programm

1 LOADs
2 IFcy = 0GOTOr + 3
3 q1
4 a2

r+1 ¢

r—+2 GOTO1

r+3 END

die von II’ indizierte Funktion. O

Um zu zeigen, dass auch umgekehrt jede von einer Registermaschine induzierte Funktion
LOOP/WHILE-berechenbar ist, geben wir nun eine Simulation von Registermaschinen
durch Mehrband-TURING-Maschinen an. Dies ist hinreichend, weil wir aus dem ersten
Teil der Vorlesung wissen, dass bis auf eine Kodierung von TURING-Maschinen induzierte
Funktionen LOOP /WHILE-berechenbar sind.

Da die von TURING-Maschinen induzierten Funktionen Worter in Worter abbilden, wahrend
die von Registermaschinen berechneten Funktionen Tupel natiirlicher Zahlen auf natiirli-
che Zahlen abbilden, miissen wir natiirliche Zahlen durch Woérter kodieren. Dies kann z.B.
durch die Binér- oder Dezimaldarstellung der Zahlen erfolgen.

Fiir eine natiirliche Zahl m bezeichne dec(m) die Dezimaldarstellung von n.

Der folgende Satz besagt nun, dass es zu jeder Registermaschine M eine mehrbéndige
TURING-Maschine gibt, die im wesentlichen dasselbe wie M leistet, d.h. auf eine Einga-
be der Dezimaldarstellungen von mgy, mo,...m, liefert die TURING-Maschine die Dezi-
maldarstellung von fy;(my, ms,...,m,), also die Dezimaldarstellung des Ergebnisses der
Berechnung von M.

Satz 4.14 Es seien M eine Registermaschine M mit fyr - N® — N. Dann gibt es eine
3-Band-TURING-Maschine M’, deren Eingabealphabet aufSer den Ziffern 0,1,2,...9 noch
das Trennsymbol # und das Fehlersymbol F' enthdlt und deren induzierte Funktion

() = L dec(fu(ma,me,ms, ... my))  w = dec(mq)#dec(ma)#dec(ms) ... #dec(my,)
Sar(w) {F " ’ sonst ’

gilt (auf einer Fingabe, die einem Zahlentupel entspricht, verhdlt sich M" wie M und gibt
bei allen anderen Eingaben eine Fehlermeldung).

Beweis. Wir geben hier keinen vollstdndigen formalen Beweis; wir geben nur die Idee des
Beweises wider; der formale Beweis lésst sich unter Verwendung der Konstruktionen und
Ideen aus den Beweisen der Lemmata 1.21 und 1.22 erbringen.

Wir konstruieren eine 3-Band-TURING-Maschine M’, die schrittweise die Arbeit von M
simuliert:
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Auf dem ersten Arbeitsband speichern wir im Wesentlichen die Konfiguration der Regis-
termaschine. Da diese ein unendliches Tupel ist, kann dies nicht direkt geschehen. Wir
geben dort im wesentlichen die Folge der Nummern und Inhalte der Register an, die im
Laufe der schon simulierten Schritte belegt worden sind. Formal steht auf dem ersten
Band das Wort

#HH#0H#dec(co)F##dec(ky)#dec(ck, ) #Hdec(ky)Fdec(cr, ) - . . ##dec(ks)Fdec(cr, ) #H#

(d.h. durch ## werden die verschiedenen Register voneinander getrennt; es wird stets
die Nummer 0 bzw. k; des Registers, 1 <17 < s, und der Inhalt ¢, bzw. ¢;, angegeben die
durch ein # getrennt sind; in allen anderen Registern steht eine 0; da stets nur endlich
viele Register einer Registermaschine mit von Null verschiedenen Werten belegt werden,
enthélt das erste Band stets nur endlich viele Symbole).

Die gegebene Registermaschine M habe ein Programm mit r Befehlen. Fiir 1 < ¢ < r
konstruieren wir eine TURING-Maschine M;, die eine Anderung des ersten Bandes ent-
sprechend dem i-ten Befehl vornimmt. M; arbeitet nur auf den drei Arbeitsbéndern. Nach
der eigentlichen Simulation des Befehls der Registermaschine werden das zweite und dritte
Arbeitsband stets geleert und auf dem ersten Arbeitsband der Kopf zum Anfang bewegt
(d.h. er steht iiber dem ersten #). z; o sei der Anfangszustand und ¢; der Stoppzustand von
M;. Um festzuhalten, welcher Befehl gerade simuliert wird, haben die Zustéinde von M’
die Form (4, z), wobei 1 < i < r gilt und z ein Zustand von M; ist. Fiir eine Anfangsphase
werden noch weitere Zustdnde benotigt.

M’ arbeitet nun wie folgt: Zuerst testet M’, ob die Eingabe die Form wi#wq# . . . #w,,
wobei fiir 1 < i < n entweder w; = 0 oder w; = z;y; mit x; € {1,2,...,9} und y; €
{0,1,...,9}* gilt, d.h. ob die Eingabe die Kodierung eines n-Tupels natiirlicher Zahlen
ist.

Ist dies nicht der Fall, so schreibt M’ das Fehlersymbol F' auf das Ausgabeband und
stoppt.

Im anderen Fall schreibt M’ auf das erste Arbeitsband die entsprechend modifizierte
Eingabe

#H#0#0## 1 dec(my ) ##4# 27t dec(ma) . . tdec(n) #dec(mn, ) #4#,

geht in den Zustand (1, 21 ) iiber, und M; beginnt mit der Simulation des ersten Befehls.
M;, 1 < i < r, beendet seine Simulation im Zustand (7, ¢;), da wéhrend der Simulation
nur die zu M; gehorende zweite Komponente geandert wird. M’ geht nun in den Zustand
(4, 20), wobei j der nach dem i-ten Befehl abzuarbeitende Befehl ist.

Wir geben nun die Arbeitsweise einiger TURING-Maschinen zu Befehlen der Registerma-
schine an, wobei wir nur die Anderung des Inhalts des ersten Arbeitsbandes angeben (es
folgen dann noch die Loschungen auf den anderen Arbeitsbandern und die Kopfbewegung
zum Anfang des ersten Arbeitsbandes).

a) Sei LOAD t der i-te Befehl. Dann schreibt M; zuerst dec(t) auf das zweite Arbeitsband
und testet dann, ob im t-ten Register schon etwas gespeichert ist. Dazu lauft sie iiber das
Wort auf dem ersten Arbeitsband und vergleicht stets ob nach zwei aufeinanderfolgenden
# das Wort dec(t) folgt. Hinter dec(t) steht dann #dec(c;)# auf dem ersten Band. M;
leert das zweite Band und kopiert dec(c;) auf das zweite Band. Dann ersetzt M; den Inhalt
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des Akkumulators (zwischen dem dritten und vierten # auf dem Band) durch den Inhalt
dec(ct) des t-ten Registers. Findet M; keinen Eintrag im t-ten Register (ist bei Erreichen
eines * gegeben), so wird eine 0 in den Akkumulator geschrieben.

b) Im Fall der indirekten Adressierung ILOAD t schreiben wir zuerst den Inhalt des ¢-ten
Registers in Dezimaldarstellung auf das zweite Band (dieser wird analog zu a) gesucht)
und mit diesem Wert anstelle von dec(t) verfahren wir wie bei a).

c) Ist der i-te Befehl CLOAD t, so schreiben wir gleich dec(t) auf das zweite Band und
kopieren dies in den Akkumulator (zwischen dem dritten und dem vierten Vorkommen
von #).

d) Ist STORE t der i-te Befehl, so kopiert M; den Inhalt dec(cy) des Akkumulators auf
das dritte Band, schreibt dec(t) auf das zweite Band, sucht die Stelle, wo der Inhalt des
t-Registers steht, (dies steht hinter ##dec(t)#) und ersetzt diesen durch den Inhalt des
dritten Bandes. Wird #+#dec(t)# nicht gefunden (d.h. es erfolgte noch kein Eintrag in
dieses Register, so wird dec(t)#dec(co)## an das Wort auf dem ersten Band angefiigt.
e) Ist der i-te Befehl ADD t, so wird zuerst der Inhalt des ¢-ten Registers gesucht und auf das
zweite Band geschrieben. Durch ein # getrennt schreibt M; den Inhalt des Akkumulators
dahinter und addiert beide Zahlen, wobei das Ergebnis auf das dritte Band geschrieben
wird. Dieses Ergebnis schreiben wir in den Akkumulator.

f) Beim Befehl GOTO t &ndern wir direkt den Zustand (4, ;) zu (, z0).

g) Beim Befehl IF ¢, # 0 GOTO t testet M;, ob zwischen dem dritten und vierten # genau
eine 0 steht. Ist dies der Fall geht M’ in den Zustand (¢, z; ), andererfalls in (i +1, z;110)-
h) Beim Befehl END wird der Inhalt des ersten Registers (zwischen dem sechsten und
siebenten #) auf das Ausgabeband geschrieben und gestoppt.

Die Konstruktionen fiir die anderen Félle sind analog.

Aus diesen Erklarungen folgt sofort, dass M’ bei Eingabe von der Kodierung eines Zahlen-
tupels schrittweise die Befehle der Registermaschine simuliert und am Ende die Kodierung
des Inhalts des ersten Registers, in dem das Ergebnis der Berechnung der Registermaschi-
ne steht, ausgibt. O

Fassen wir unsere Ergebnisse {iber Beziehungen zwischen Berechenbarkeitsbegriffen zu-
sammen, so ergibt sich folgender Satz.

Satz 4.15 Fliir eine Funktion f sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
e f ist durch ein LOOP /WHILE-Programm berechenbar.
o f ist partiell-rekursiv.
o f ist durch eine Registermaschine berechnenbar.

o f st bis auf Konvertierung der Zahlendarstellung durch eine TURING-Maschine
berechenbar.

o f ist bis auf Konvertierung der Zahlendarstellung durch eine k-Band-TURING-Ma-
schine, k > 1, berechenbar. |
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4.3 Komplexititstheoretische Beziehungen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir nur gezeigt, dass eine gegenseitige Simulation
von TURING-Maschinen und Registermaschinen méglich ist. In diesem Abschnitt wol-
len eine genauere Analyse durchfiihren, indem wir noch zusétzlich die Komplexitit der
Berechnungen betrachten. Daher definieren wir zuerst die Komplexitét bei Registerma-
schinen. Hierbei nehmen wir eine Beschrinkung der (indirekten) arithmetischen Befehle
auf Addition und Subtraktion vor, um etwas realistischer zu sein, da die Komplexitéat
der Berechnung einer Multiplikation bzw. Division erheblich hoher ist als die von Ad-
dition und Subtraktion. Werden Multiplikation und Division dagegen auf Addition und
Subtraktion zuriickgefiihrt, entstehen realistischere Mafe.

Definition 4.16 Es sei M eine Registermaschine. Die (uniforme) Komplexitit von M
auf (z1,xa,...,x,), bezeichnet durch ty(xy1, o, ..., T,) ist als Anzahl der Schritte defi-
niert, die M bis zum Erreichen des END-Befehls auf der Fingabe (x1,xs, ..., x,) ausfihrt.

Definition 4.17 Es sei M eine Registermaschine. Wir sagen, dass M t(n)-zeitbeschrdinkt
18t, wenn
ti(z1, @2, ..., 2n) < t(n)

fir jede Eingabe (x1, 22, ..., x,) gilt.

Satz 4.18 i) Jede t(n)-zeitbeschrinkte Registermaschine kann durch eine O((t(n))?)-
zeitbeschrinkten 3-Band-TURING-Maschine simuliert werden.

i) Jede t(n)-zeitbeschrinkte Registermaschine kann durch eine O((t(n))®)-zeitbeschrink-
ten TURING-Maschine simuliert werden.

Beweis. i) Wir analysieren die im Beweis von Satz 4.14 gegebene TURING-Maschine. Da
in jedem Schritt der Registermaschine ein Registerinhalt hinsichtlich der Lange hochstens
um 1 erhoht wird (z.B. bei einer Addition einer Zahl mit sich selbst)!. Daher ist die Linge
der Registerinhalte durch O(¢(n)) beschrankt. Auerdem kénnen in ¢(n) hochstens O(t(n))
Register gefiillt werden. Folglich ist jeder Teil dec(k)#dec(ci) in der Lange durch O(t(n))
beschriinkt. Damit steht auf dem ersten Band héchstens ein Wort der Linge O(t(n)?).
Folglich erfordert die Arbeit einer jeder Maschine, die einen Befehl simuliert, héchstens
O(t(N)?) Schritte (Lesen der Konfiguration auf Band 1, umspeichern, vergleichen etc. von
Woértern der Léange < O(t(n))). Da insgesamt ¢(n) mal Befehle simuliert werden, benotigt
die TURING-Maschine insgesamt hochstens O(t(n)?) Schritte.

ii) Die Aussage ergibt sich aus dem ersten Teil unter Verwendung von Satz 3.7 O

Wir wollen nun zeigen, dass auch die Simulation in der umgekehrten Richtung polynomiale
Berechenbarkeit erhalten bleibt. Wir machen dabei aber darauf aufmerksam, dass wir
damit sogar eine direkte Simulation von TURING-Maschinen durch Registermaschinen
erhalten (im vorhergehenden Abschnitt haben wir einen Umweg iiber LOOP /WHILE-
Berechenbarkeit gewéhlt.

Wir benétigen das folgende Lemma.

Man beachte, dass diese Aussage bei Verwendung der Multiplikation nicht mehr gilt. Die Multiplika-
tion kann zur Verdopplung der Lénge fiihren.
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Lemma 4.19 FEs sei k > 2. Jede t(n)-zeitbeschrinkte k-Band-TURING-Maschine kann
durch eine O(t(n))-zeitbeschrinkte k-Band-TURING-Maschine simuliert werden, die keine
Zelle links der Eingabe betritt/verdndert.

Beweis. Wir geben keinen vollstéindigen formalen Beweis sondern nur die Idee der Kon-
struktion. Es sei M = (k, X, Z, 29, @, d) eine k-Band-TURING-Maschine, bei der wir die
Zellen eines jeden Bandes entsprechend den natiirlichen Zahlen durchnummerieren. Wir
konstruieren eine k-Band-TURING-Maschine, bei der wir ebenfalls eine Nummerierung
der Zellen eines jeden Bandes vornehmen. In jede Zelle des Bandes k£ mit der Nummer
i, wobei i > 0 ist, speichern wir jetzt aber ein Paar von Buchstaben aus X U {x} ab.
Das Paar (a,b) in der Zelle mit Nummer i des Bandes k bei M’ beschreibt die Situation,
dass bei M in der Zelle des Bandes k mit der Nummer ¢ das Symbol a und in der Zelle
mit der Nummer —i das Element b steht. Daher muss sich M’ nie auf Zellen mit nicht
positiven Nummern begeben. Die Maschine M’ muss sich aber im Zustand merken, ob
es sich iiber dem negativen oder positiven Bereich von M befindet. Dies kann dadurch
erreicht werden, dass die Zustdnde die Form (uq, ug, ... ug, q¢) mit u; € {+, -}, 1 <1 <k,
und @) € Z haben. Dabei gibt u;, 1 < i < k, an, ob sich der Kopf des Bandes ¢ iiber dem
positiven oder negativen Teil des Bandes befindet. Da die Zelle mit der Nummer 0 nur
ein Element aus X U {x} (und kein Paar) enthélt, ist es einfach den Wechsel von + zu —
und umgekehrt zu vollziehen.

Offensichtlich braucht M’ genau die gleiche Anzahl von Schritten wie M. O

Satz 4.20 Jede t(n)-zeitbeschrinkte k-Band-TURING-Maschine mit k > kann durch eine
O(t(n))-zeitbeschrinkte Registermaschine simuliert werden.

Beweis. Essei M = (k, X, Z, z9, @, 0) eine k-Band-TURING-Maschine. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass X = {1,2,...,n}und Z = {0,1,2,...,m}
gelten, wobei 2y = 0 gilt. AuBlerdem wollen wir anstelle von % die Zahl 0 verwenden. Wir
nehmen nach Lemma 4.19 an, dass sich die Képfe nur iiber Zellen mit den Nummern aus
Ny befinden.

Wir konstruieren nun eine Registermaschine, die wie folgt aufgebaut ist und arbeitet: Im
Register i, 1 < i < k, steht die Position, in der sich der Kopf des Bandes ¢ befindet, im
Register k + 1 steht die Position, in der sich der Kopf des Eingabebandes befindet, im
Register k42 steht der Zustand der TURING-Maschine, im Register C'+ (k+1)p steht der
Inhalt der Zelle mit Nummer p vom Eingabeband, im Register C'+ kp+ j steht der Inhalt
der Zelle mit Nummer p vom Band j, wobei C eine hinreichend grofie Konstante ist, so dass
die notwendigen Zwischenrechnungen in den Registern k+ 3 — C' — 1 durchgefiihrt werden
konnen. Wir illustrieren dies durch ein Beispiel mit £ = 2. Wenn sich M im Zustand 5
befindet, auf dem Eingabeband 1232, auf dem ersten Arbeitsband 221 und auf dem zweiten
Arbeitsband 1133 stehen (der erste Buchstabe stehe stets in der Zelle mit der Nummer 0),
und der Kopf des Eingabebandes, ersten und zweiten Arbeitsbandes auf den Positionen
2, 3, und 1 stehen, so ergibt sich die folgende Konfiguration der Registermaschine

(b, c0,3,1,2,5,¢5,¢6, - - ., co—1,1,2,1,2,2,1,3,2,3,2,0,3,0,0,0,...).

154



Das Programm der Registermaschine besteht aus ,kleinen“ Programmen, die nachein-
ander abgearbeitet werden. Ein dieser Programme iibertragt die Eingabe der Turing-
Maschine in die entsprechenden Register. Die restlichen Programme simulieren einen Ar-
beitsschritt der Turing-Maschine, d.h. sie berechnen jeweils die Funktionen ¢, wobei sie
die notwendigen Eingaben aus den entsprechenden Registern holen, genauer den Zustand
aus Register k + 2, das Symbol des Eingabebandes aus Register C' + ¢,41(k + 1), das
Symbol des j-ten Arbeitsbandes aus Register C'+¢;(k+1)+j, 1 < j <k, und die ermit-
telten Werte (einschlieBlich des neuen Zustandes und der neuen Kopfpositionen) wieder
entsprechend ablegen. Die Durchfiihrung einer derartigen Berechnung von ¢ geschieht in
konstanter Zeit (man beachte, dass k fest gew#hlt ist). Damit erfordert die Simulation
nur O(t(n))) Schritte der Registermaschine. O

Entsprechend den vorstehenden Sétzen ist es hinsichtlich der Zugehorigkeit zur Klasse P
nicht wichtig, ob wir mit TURING-Maschinen oder Registermaschinen arbeiten.
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Kapitel 5

Erginzung II: Abschluss- und
Entscheidbarkeitseigenschaften
formaler Sprachen

5.1 Abschlusseigenschaften formaler Sprachen

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir das Verhalten von reguldren Sprachen hinsichtlich
der Operationen Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Kleene-Abschluss
untersucht. Daraus haben wir eine Charakterisierung der reguldren sprachen (durch re-
gulére Ausdriicke gewonnen.

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die Sprachen der anderen Famili-
en der Chomsky-Hierarchie gegeniiber diesen Operationen verhalten. Weiterhin werden
wir weitere Operationen einfiihren, mittels derer uns eine weitere Charakterisierung der
reguldren Sprachen gelingen wird.

Wir geben zuerst die hierfiir grundlegende Definition.

Definition 5.1 FEs seien L eine Menge von Sprachen und T eine n-stellige Operation,
die iber Sprachen definiert ist. Dann heifit L abgeschlossen unter T, wenn fiir beliebige
Sprachen Ly, Lo, ..., L, € L auch

T(L17L27 R Ln) € L
gilt.

Wir untersuchen nun, ob die Sprachmengen der CHOMSKY-Hierarchie unter den iiblichen
mengentheoretischen Operationen Vereinigung, Durchschnitt und Komplement und den
algebraischen Operationen Produkt und Kleene-Abschluss abgeschlossen sind. Dabei wer-
den wir zwar der Vollstandigkeit halber auch die Ergebnisse fiir die Menge der reguléren
Mengen angeben (und damit jeweils Satz 2.63 partiell wiederholen), aber den Beweis dafiir
nicht erneut geben.

Lemma 5.2 L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen unter der (ibli-
chen) Vereinigung von Sprachen.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fir L(CF). Seien Ly und Lo zwei kontextfreie
Sprachen iiber dem Alphabet T. Wir haben zu zeigen, dass auch L, U L, eine kontextfreie
Sprache (iiber T') ist.

Dazu seien

G, = (N1,T17P1,S1) und Gy = (N2,T27P2,S2)

zwei kontextfreie Grammatiken mit
L(Gh) =Ly und L(Gs) = L.

Offenbar konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
T'=T,=T und N,NNy=10

gelten (notfalls sind die Nichtterminale umzubenennen). Ferner sei S ein Symbol, das
nicht in Ny U Ny U T liegt. Wir betrachten nun die kontextfreie Grammatik

G= (NlUN2U{S},T,P1UP2U{S—>51,S—>Sg},5).
Offenbar hat jede Ableitung in G' die Form
(%) S =S, =" w,

wobei i = 1 oder ¢ = 2 gilt und S; =" w eine Ableitung in G; ist (da wegen Ny NNy =)
keine Symbole aus N;, j # ¢ entstehen kénnen und damit keine Regeln aus P; anwendbar
sind). Folglich gilt w € L(G;). Hieraus folgt sofort

Man sieht aber auch aus (x) sofort, dass jedes Element aus L(G;), i € {1,2}, erzeugt
werden kann, womit auch die umgekehrte Inklusion

L(G) 2 L(G1) UL(G3) = L1 U Ly

gezeigt ist.

Da die bei der Konstruktion von G hinzugenommenen Regeln bei kontextabhéngigen
oder allgemeinen Regelgrammatiken zugelassen sind, kann mit dem gleichen Beweis auch
gezeigt werden, dass £(CS) und L(RE) gegeniiber Vereinigung abgeschlossen sind. O

Lemma 5.3 L(REG), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen unter Durchschnitt, und
L(CF) ist gegeniiber Durchschnitt nicht abgeschlossen.

Beweis. i) L(RE). Es seien Ly € L(RE) und L, € L(RE) gegeben. Nach Satz 2.43 und
2.32 gibt es TURING-Maschinen

M, = (X7 Z172017Q1,517Q1) und My = (X7 2272027Q2,527Q2)

mit
T(Ml) = L1 und T(M2> = LQ,
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wobei wir wieder annehmen konnen, dass Z; N Z, = () gilt. Wir betrachten nun die
TURING-Maschine M, die wie folgt arbeitet (die formale Beschreibung von M bleibt dem
Leser iiberlassen). Zuerst ersetzt sie jeden Buchstaben x auf dem Band durch das Paar
(z,z). Dann arbeitet sie wie M;, wobei sie stets nur den Inhalt der ersten Komponente
entsprechend 0; verdndert und sich somit in der zweiten Komponente das urspriinglich
auf dem Band befindliche Wort speichert (werden Leerzeichen gelesen, so sind wie ein
Paar (x,*) zu behandeln). Wird ein Zustand aus @)y erreicht, so ersetzt die Maschine alle
Paare auf dem Band durch ihre zweite Komponente, womit das Ausgangswort wieder auf
dem Band steht. Dann bewegt sie den Kopf zum ersten Buchstaben, geht in den Zustand
202 und beginnt nun wie Ms zu arbeiten. Die Maschine stoppt, wenn sie einen Zustand
aus (o erreicht.

Entsprechend dieser Arbeitsweise wird mittels der ersten Komponente getestet, ob das
Wort von M; akzeptiert wird; ist dies der Fall wird auch noch getestet, ob es in T'(Ms)
liegt. Folglich erreicht M genau dann einen Stoppzustand, wenn das Wort sowohl in T'( M)
als auch T'(Ms) liegt. Wenn wir alle Stoppzustidnde zur Akzeptanz verwenden, erhalten
wir

T(M)=T(M)NT(Msy) =LyN Ly,
womit die Behauptung aus Satz 2.43 folgt.

ii) £(CS). Der Beweis kann genauso wie unter i) gefiihrt werden, wobei wir von linear
beschrankten Automaten ausgehen und Satz 2.45 benutzen.

iii) L(CF). Um diese Aussage zu beweisen, reicht es, zwei kontextfreie Sprachen L; und
Ly anzugeben, deren Durchschnitt keine kontextfreie Sprache ist. Dazu betrachten wir

Ly ={a""c¢":n>1,m>1} und Ly={a™b"c":n>1,m>1}.

Es ist leicht zu zeigen, dass diese beiden Sprachen kontextfrei sind (wir iiberlassen die
Konstruktion zugehoriger Grammatiken dem Leser). Dann gilt

L1 N L2 = {a"b"c” n Z 1},

und dies ist nach Lemma 2.28 keine kontextfreie Sprache. O

Lemma 5.4 i) L(REG) und L(CS) sind abgeschlossen beziiglich Komplement.
ii) L(CF) und L(RE) sind nicht abgeschlossen unter Komplement.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir L(RE), L(REG) und L(CF), da der Beweis
fiir £(C'S) mit den bisher zur Verfiigung stehenden Mitteln zu aufwéndig ist (ein Beweis
ist z.B. in [24] zu finden).

L(RE). Wére L(RE) unter Komplementbildung abgeschlossen, so wire wegen Satz 2.35
jede rekursiv-aufzidhlbare Sprache rekursiv. Dies steht aber im Widerspruch zu Satz 2.37.

L(CF). Wir nehmen an, dass L(CF') gegeniiber Komplement abgeschlossen ist. Es seien
nun zwei beliebige kontextfreie Sprachen L; und Ly gegeben. Wir setzen

X = alph(Ly) Ualph(Ly), Xi: = X \alph(L), X»= X \ alph(Ls).
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Ferner seien Ry und Ry die Mengen aller Worter iiber X, die mindestens einen Buchstaben
aus X; bzw. X5 enthalten. Wir zeigen nun, dass diese beiden Sprachen regulér und damit
auch kontextfrei sind. Hierfiir reicht es festzustellen, dass fiir i € {1,2} die regulére
Grammatik

Gi={SALX, | {S—=aStUulU{S—0bAS—blU |J{4A— 24, A— z},5)

a€alph(L;) beX; reX

die Sprache R; erzeugt. Dies folgt daher, dass ein Ubergang zum Nichtterminal A oder
zum direkten Terminieren aus S nur moglich sind, wenn mindestens ein Element aus X;
erzeugt wurde.

Aufgrund einfacher mengentheoretischer Fakten gilt

X"\ Li = ((alph(Li))*\ Li) U Ry = L; U R

fir i € {1,2}. Nach unserer Annahme und Lemma 5.2 sind damit X*\ L; und X* \ Lo
kontextfreie Sprachen. Damit ist auch

eine kontextfreie Sprache. Wegen unserer Annahme und
LiNLy=X"\((X*\L1)U(X"\ L)) = (alph(R))"\ R

ist damit L; N Ly als kontextfrei nachgewiesen. Dies steht im Widerspruch zu Lemma 5.3.
Folglich muss die gemachte Annahme falsch sein, womit die Aussage des Lemmas gezeigt
ist. O

Lemma 5.5 L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen unter Produkt.
Beweis. L(CF). Erneut gehen wir von zwei kontextfreien Grammatiken
Gi1= (N, T,P,S1) und Gy = (N, T, Py, 55)
mit Ny N Ny = () aus und zeigen, dass die Grammatik
G=(NUN, U{S}, T, PLUP,U{S — 515},5)
die Sprache
L(G) = L(G1) - L(Gr)

erzeugt. Hierzu reicht zu bemerken, dass bis auf die Reihenfolge der Anwendung der
Regeln jede Ableitung in G die Form

S = 515, =" w159 =" wiwy

hat, wobei fiir i € {1,2} die Ableitung S; =>* w; auch eine Ableitung in G; ist, d.h. nur
mittels Regeln aus P; entsteht.

L(CS) und L(RE). Wir kénnen den Beweis wie bei L(C'F') fithren, wenn wir voraussetzen,
dass die Grammatiken in der Normalform aus Satz 2.16 sind (diese Voraussetzung sichert,
dass sich die Ableitungen in GG; und G, nicht iiber den Kontext beeinflussen kénnen.
Auflerdem haben wir das Leerwort, falls es in L(G;) und/oder L(G>) liegt, gesondert zu
behandeln (dies erfordert nur die Vereinigung einiger Sprachen). O
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Lemma 5.6 L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen gegeniiber der Bil-
dung des (positiven) Kleene-Abschlusses.

Beweis. Wir beweisen die Aussage zuerst fiir den positiven KLEENE-Abschluss.
L(CF). Es sei die kontextfreie Sprache L von der kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S)
erzeugt. Wir setzen dann

G'=(NU{S},T,PU{S — SS'.S — S},5)

(wobei S’ wieder ein zusétzliches Symbol ist). Bis auf die Reihenfolge der Anwendung der
Regeln hat jede Ableitung in G’ die Form

S = SY =" w8 = w99 =* wwy S = wwy,SS = ...

= WWs... W15 = WiWy ... Wp_1S =" Wiws ... Wy_1Wy,

wobei die Ableitungen S =* w; fiir 1 < i < n stets nur Regeln aus P benutzen. Daher
gilt w; € L(G) = L fir 1 <i <n und wwy ... w, € L™ ist bewiesen.
Umgekehrt ist klar, dass auf diese Weise jedes aus L™, n > 1, erzeugt werden kann. Folglich
gilt
L(GY= L"=L",
n>1
womit LT als kontextfrei nachgewiesen ist.

L(CS) und L(RE). Wir gehen erneut wie bei L(C'F’) vor, benutzen die Normalform nach
Satz 2.16 und dndern die zu P hinzugefiigten Regeln, um zu sichern, dass sich die Kontexte
nicht gegenseitig beeinflussen, d.h. dass die Ableitung des Wortes w; erst beginnt, wenn die
von w;_1 hierdurch nicht mehr beeinflusst werden kann. Dies geschieht durch Hinzufiigen
der Regeln

S -8, 8 -85
xS" — 288", ©S" — xS firx eT.

Die Details des Beweises iiberlassen wir dem Leser.

Wir geben nun die Modifikationen fiir den KLEENE-*. Gilt A\ € L, so kénnen wir wegen der
dann gegebenen Giiltigkeit von L* = LT wie oben vorgehen. Ist A\ ¢ L, so haben wir nur
noch das Leerwort zusitzlich zu LT zu erzeugen. Ist G = (N, T, P, S) eine Grammatik
mit L(G) = LT, so ist dies einfach dadurch zu realisieren, dass wir zu N ein weiteres
Nichtterminal S” und zu P die Regeln S” — A und S’ — S hinzufiigen und S’ als Axiom
nehmen. O

Wir kommen nun zu Operationen, die aus der Algebra bekannt sind und dort eine wichtige
Rolle spielen.

Definition 5.7 Es seien X undY zwei Alphabete. Ein Homomorphismus h von X* in Y™
ist eine eindeutige Abbildung von X* in Y*, bei der h(wiywy) = h(wy)h(ws) fir beliebige
Worter wy und we aus X* gilt.

FEin Homomorphismus heifit nichtloschend, wenn fir alle Worter w # X auch h(w) # A
gilt.
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Wegen h(w) = h(w - A) = h(w)h(\) gilt fiir jeden Homomorphismus A(\) = A.

Es sel w = ajay...a, € X* mit a; € X. Dann gilt h(w) = h(ay)h(az)...h(a,). Daher
ist h(w) berechenbar, wenn die Werte h(a;), 1 < i < n, bekannt sind. Folglich reicht es
aus die Worter h(a) fir a € X zu kennen, um fiir jedes Wort w € X* das Bild h(w) zu
bestimmen.

Fiir einen nichtléschenden Homomorphismus ist dann h(a) # X fiir alle a € X.

Beispiel 5.8 Die Homomorphismen h; und hy von {a, b}* in {a,b, c}* seien durch
hi(a) = ab, hi(b) =bb und hy(a) = ac, hy(b) = A
gegeben. Dann ergeben sich
hi(abba) = abbbbbab, hi(bab) = bbabbb, hs(abba) = acac), hs(bab) = ac.

Wir erweitern nun den Homomorphismusbegriff auf Sprachen durch die folgenden Festle-
gungen.

Definition 5.9 FEs seien X und Y zwei Alphabete, L C X* und L' C Y™ zwei Sprachen
und h ein Homomorphismus von X* in Y*. Dann setzen wir

h(L) = {h(w) |we L} und B NL)={w|weX*, h(w)e L'},

Beispiel 5.10 (Fortsetzung von Beispiel 5.8) Wir betrachten die Homomorphismen h;
und hs aus Beispiel 5.8. Dann ergeben sich

h({a} U {b}) = {(ab)" | n >0} U {0 | n >0},
ha({a}” U{b}") = {(ac)" [n >0}
(die Potenzen von b liefern nur das schon vorhandene Leerwort),
h({a"0" |n>1}) = {(ab)"b™ | n > 1},
ho({a"b" [n > 1}) = {(ac)" | n =1},
hit({ab™ |n>1} = {ab"|n >0},
hy'({ac,acac} = {bat’/ |i>0,7>0}U{b abab’ | r>0,s>0,t >0},
hi'({a"v" [n>1}) = {a},
hy'({a"0" [n>1}) = 0.
Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter (nichtléschenden) Homomorphismen
abgeschlossen ist, wenn fiir beliebige Alphabete X und Y, beliebige Sprachen L C X*

und jeden (nichtloschenden) Homomorphismusn h : X* — Y aus L € £ auch h(L) € £
folgt.

Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter inversen Homomorphismen abgeschlos-
sen ist, wenn fiir beliebige Alphabete X und Y, beliebige Sprachen L C Y™ und beliebige
Homomorphismen h : X* — Yx aus L € £ auch h™!(L) € L folgt.

Lemma 5.11 i) Die Sprachfamilien L(REG), L(CF) und L(RE) sind unter Homomor-
phismen abgeschlossen, L(CS) ist nicht unter Homomorphismen abgeschlossen.

it) 1ii) Die Sprachfamilien L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind unter nichtloschen-
den Homomorphismen abgeschlossen.

iii) Die Sprachfamilien L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind unter inversen Homo-

morphismen abgeschlossen.
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Beweis. Wir beweisen nur die Aussagen i) und ii).

a) L(RE). Es seien L € L(RE) eine Sprache iiber 7" und h : T* — Y™ ein beliebiger
Homomorphismus. Dann gibt es eine Regelgrammatik G = (N, T, P,S) mit L = L(G).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass alle Regeln in P von
der Form AjAy ... A, — BiBy...Bymit A; e Nfir1<¢<nund B;e Nfir1<j<s
mit gewissen n > 1 und s > 1 oder von der Form A — a oder A — A mit A € N und
a € T sind (siehe Lemma 2.15. Wir konstruieren die Regelgrammatik G’ = (N,Y, P, S),
wobei P aus P entsteht, indem jede Regel der Form A — a durch A — h(a) ersetzt wird.
Es ist leicht zu sehen, dass L(G") = h(L(G)) gilt. Wegen h(L) = h(L(G)) wird daher h(L)
durch eine Regelgrammatik erzeugt, womit bewiesen ist, dass h(L) € L(RE) liegt.

b) L(CF). Wir geben den gleichen Beweis unter Verwendung der Chomsky-Normalform
(siche Satz 2.23).

¢) L(REG). Es seien L € L(RE) eine Sprache iiber T und h : T* — Y™ ein beliebiger
Homomorphismus. Dann gibt es eine reguldre Grammatik G = (N, T, P, S) mit L = L(G),
bei der alle Regeln von der Form A — aB, A - aoder A — Amit A, B€ Nunda e T
sind (siehe Satz 2.24) sind. Wir konstruieren die reguldre Grammatik G' = (N,Y, P', S),
wobei P’ aus P entsteht, indem jede Regel der Form A — aB durch A — h(a)B und
jede Regel der Form A — a durch A — h(a) ersetzt wird. Es ist leicht zu sehen, dass
L(G") = h(L(G)) gilt. Wegen h(L) = h(L(G)) wird daher h(L) durch eine regulire
Grammatik erzeugt, womit bewiesen ist, dass h(L) € L(RE) liegt.

d) L£(CS). Die obige Beweisidee kann fiir nichtléschende Homomorphismen unter Ver-
wendung der Normalform aus Satz 2.16 benutzt werden, da die neuen Regel A — h(a)
in monotonen Grammatiken erlaubt sind. Ist der Homomorphismus dagegen l6schend,
so entsteht eine Regel A — A aus mindestens einer Regel A — a, die bei monotonen
Grammatiken nicht erlaubt sind.

Es sei L eine Sprache aus L(RE) \ £(CS) und G = (N, T, P,S) eine Grammatik der in
a) gegebenen Form mit L = L(G). Wir konstruieren nun die monotone Grammatik G’ =
(N, TU{c}, P',S), indem wir jede Regel A — X aus P durch A — ¢ ersetzen, wobei ¢ ¢
NUT gilt. Die Sprache L(G") unterscheidet sich von der Sprache L(G) nur dadurch, dass
in den Wortern zusétzlich an einigen Stellen der Buchstabe ¢ steht. Betrachten wir nun
den Homomorphismus A mit h(a) = a fiir a € T und h(c) = A, so erhalten wir h(L(G")) =
L(G) =L ¢ L(CS). Somit ist £(C'S) nicht abgeschlossen unter Homomorphismen. O

Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter Durchschnitten mit reguléren Sprachen
abgeschlossen ist, wenn fiir eine beliebige Sprache L € L und eine beliebige regulére
Sprache R auch L N R € L gilt.

Lemma 5.12 Die Sprachfamilien L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind unter Durch-
schnitten mit requldren Sprachen abgeschlossen.

Beweis. Da jede reguldre Sprache auch in £(C'S) und L(RE) liegt, folgt die Behauptung
fir £L(C'S) und L(RE) aus Lemma 5.3.

Um die Aussage fiir £L(C'F) zu beweisen, konstruieren wir einen Kellerautomaten M, der
LN R akzeptiert. Es seien My = (X, Z1,T', 29 1, F1, 01) ein Kellerautomat, der L akzeptiert,
und Ay = (X, Zy.202, F», 02) ein deterministischer endlicher Automat, der R akzeptiert.
Wir konstruieren nun den Kellerautomaten

M = (X, 21 x Z3,T', (201, 202), Fi X F3,0)

163



mit
(21,25), R, B) € 6((21, 22),a,v) falls (z1,0) € 01(z1,a,7) und d3(22,a) = 23,
(2172‘/2)7]\[7 /8) € 6((21,22),@,7) falls (2176) € 61(2170'7 7)

Entsprechend dieser Definition verhélt sich M in der ersten Komponente der Zustdnde
und hinsichtlich des Bandes wie M und in der zweiten Komponente der Zustande wie A,
(wobei von A4 nur dann ein Buchstabe gelesen wird, wenn auch M; diesen Buchstaben
liest und nach rechts geht). Damit erfolgte eine Akzeptanz nur, wenn sowohl M; und cA,
das Eingabewort akzeptieren. Damit wird L N R akzeptiert. O

Wir fassen die Resultate zu Abschlusseigenschaften in der Tabelle aus Abb. 5.1 zusammen,
wobei ein + bzw. — im Schnittpunkt der Spalte mit der Familie £ von Sprachen und der
Zeile mit der Operation 7 bedeutet, dass £ unter 7 abgeschlossen bzw. nicht abgeschlossen
ist.

L(RE) | £

~—

L(CF) | L(REG)
_l’_

Vereinigung

Durchschnitt

Komplement

Produkt

(positiver) KLEENE-Abschluss
Homomorphismen

nichtléschende Homomorphismen
inverse Homomorphismen
Durchschnitt mit reguldren Mengen

_|_
_|_

\
|+ [+
93]
\
||+

|
|

Abbildung 5.1: Tabelle der Abschlusseigenschaften

Wir geben nun eine Bezeichnung fiir Sprachfamilien, die gegeniiber allen bisher behan-
delten Operationen abgeschlossen sind, unter denen jede der Familien der Chomsky-
Hierarchie abgeschlossen ist.

Definition 5.13 FEine Menge L von Sprachen heifit abstrakte Familie von Sprachen (kurz
AFL),

e wenn sie mindestens eine nichtleere Sprache enthdlt und

e wenn sie unter Vereingung, Produkt, Kleene-Abschluss, nichtléschenden Homomor-
phismen, inversen Homomorphismen und Durchschnitten mit requldren Sprachen
abgeschlossen ist.

Die Menge L heifit volle AFL, wenn sie zusdtzlich unter (beliebigen) Homomorphismen
abgeschlossen ist.

Entsprechend der Tabelle aus Abb. 5.1 sind L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) AFLs,
und L(REG), L(CF) und L(RE) sind sogar volle AFLs.

Wir wollen jetzt eine weitere Charakterisierung der Familie L(REG) geben. Sie wird sich
als die kleinste volle AFL erweisen.
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Satz 5.14 Fiir jede volle AFL L gilt L(REG) C L.

Beweis. Es sei L eine volle AFL und R eine beliebige regulédre Menge iiber dem Alphabet
X. Dann enthélt £ eine nichtleere Sprache L. Es sei w ein Wort aus L. Da die endliche
Menge {w} eine regulére Menge ist, liegt L N {w} = {w} auch in £. Wir definieren nun
fiir jedes Element a € X den Homomorphismus h, durch h,(a) = w und h,(b) = wa fiir
jedes b € X mit b # a. Offenbar gilt dann h;'({w}) = {a}. Somit liegt jede Menge {a}
mit a € X in L. Unter Verwendung des Homomorphismus h mit h(a) = A fir alle a € X
und der reguldren Menge {b}, wobei b € X und b # a gelte, erhalten wir, dass

{A} = h({a}) und @ = {a} N {b}

in £ liegen. Aus diesen Mengen kann R nach dem Satz von Kleene durch (mehrfache,
iterierte) Anwendung von Vereinigung, Produkt und Kleene-Abschluss erzeugt werden.
Da £ unter diesen Operationen abgeschlossen ist, ist R € L gezeigt. O

Damit ergibt sich sofort die folgende Aussage.
Folgerung 5.15 Die Menge L(REG) ist die (bez. der Inklusion) kleinste volle AFL. O

Die AFLs wurden eingefiihrt, weil man bemerkte, dass die zu ihrer Definition verwen-
deten Abschliisse unter gewissen Operationen den Abschluss unter weiteren Operationen
nach sich ziehen. Daher brauchten diese neuen Abschlusseigenschaften nicht fiir jede Fa-
milie einzeln nachgewiesen werden, sondern es kann ein einheitlicher Beweis fiir alle AFLs
gegeben werden. Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen.

Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter mengentheoretischer Subtraktion
reguldrer Sprachen abgeschlossen ist, wenn fiir eine beliebige Sprache L € £ und eine
beliebige reguldre Sprache R auch L\ R € L gilt.

Satz 5.16 Jede AFL ist unter mengentheoretischer Subtraktion regulirer Mengen abge-
schlossen.

Beweis. Es sei L eine AFL. Fiir eine Sprache L C X™* aus £ und eine regulédre Sprache
R C X*gilt L\ R = LnN(X*\ R). Da das Komplement X*\ R von R nach Lemma
5.4 regulér ist, ist L \ R der Durchschnitt von einer Sprache in £ und einer reguliren
Sprachen, d.h. L\ R liegt in L. O

Definition 5.17 Es seien X und Y Alphabete. Fiir jeden Buchstaben a € X sei o(a)
eine Sprache iber Y. Fiir eine Sprache L C X* definieren die Sprache o(L) C Y™* durch
o(L) = {wwy...w, | a1as...a, € L, a; € X und w; € o(a;) firl <i<mn, n>0}.

Beispiel 5.18 Fiir die Sprache L = {aba,aa} und die Substitutionen o; und o9, die
durch

o1(a) = {a*}, o.(b) = {ab} und o3(a) = {a,a®}, o2(b) = {b,b*}
gegeben sind, erhalten wir
o1(L) = {d*aba®, a*a®} = {a®ba?, a*},
oy2(L) = {aba,d’ba,aba®, a*ba®, ab*a, a*b*a, ab*a*, a*bv?a?, aa, a’a, aa®, a*a®}

= {aba, a*ba,aba?, a®ba?, ab’a, a*b*a, ab’a?, a*b*a?, a?, a®, a*}.
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Wir bemerken, dass ein Homomorphismus A : X* — Y* als Substitution ¢ : X* — Y*
aufgefasst werden kann, bei der die Mengen o(a) fiir a € X nur ein Wort enthalten.

Satz 5.19 Jede volle AFL ist unter Substitutionen mit requldren Sprachen abgeschlossen.

Beweis. Es seien L eine volle AFL, L. C X* eine Sprache aus £ und 7 : X* — Y*
eine Substitution, bei der 7(a) fiir jedes a € X eine regulire Sprache iiber Y ist. Es sei
X ={ai,as,...,a,}. Ferner gelte 7(a;) = R;. Wir definieren nun

X' ={d |ae X},
hy: (X'UY)" — X* durch hy(2') = x fiir z € X und hy(y) = ) fiir y € Y,
hy s (X'UY)" — Y™* durch hyo(z') = A fiir 2 € X und hy(y) =y fiir y € Y,

1=1

Dann ergibt sich der Reihe nach

RN (L) = {ueriwzhuy...xu, | 2120, 2, € L, u; € Y* fiir 1 <i <r},
MY LD)NR = {djwzhuy... 2, |z120... 2, € L, u; € 7(2;) fiir 1 <i <7},
ho(hi Y (L)NR) = {wug...u, | 2129... 2, € L, u; € 7(x;) fiir 1 <i < r}.
Damit gilt
7(L) = ha(hy (L) N R),
und nach den fiir eine AFL geltenden AbschluBeigenschaften ist somit 7(L) in L. O

5.2 Entscheidbarkeitsprobleme bei formalen Sprachen

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir bereits das Mitgliedsproblem hinsichtlich Ent-
scheidbarkeit und Komplexitét fiir die Sprachfamilien der Chomsky-Hierarchie untersucht.
In diesem Abschnitt behandeln wir nun weitere Entscheidbarkeitsprobleme.

Das Leerheitsproblem ist die Frage, ob eine gegebene Grammatik mindestens ein Wort
erzeugt. Hierbei ist aber wichtig, wie die Sprache gegeben ist. Entsprechend den vorher-
gehenden Abschnitten kann dies sowohl durch eine Grammatik als auch durch einen ak-
zeptierenden Automaten (und im Fall einer regulidren Sprache auch durch einen reguliren
Ausdruck) geschehen. Daraus resultieren mindestens die zwei folgenden Varianten des
Leerheitsproblems fiir kontextfreie Sprachen:

Gegeben: kontextfreie Grammatik G
Frage: Ist L(G) leer 7

oder

Gegeben: Kellerautomat M
Frage: Ist T(M) leer ?
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Im Folgenden interessieren wir uns zuerst wieder dafiir, ob das Problem entscheidbar ist
oder nicht, d.h. wir untersuchen, ob es einen Algorithmus gibt, der die Frage beantwor-
tet. Die Antwort ist dann unabhéngig von der Formulierung des Problems, da sowohl
der Ubergang von einer kontextfreien Grammatik G zu einem Kellerautomaten M mit
L(G) = T(M) als auch der umgekehrte Ubergang von einem Kellerautomaten zu einer
kontextfreien Grammatik konstruktiv - also mittels eines Algorithmus - erfolgen. Folglich
haben beide Formulierungen stets die gleiche Antwort.

Eine analoge Situation ist auch hinsichtlich der anderen Typen von Grammatiken und
zugehorigen Automaten gegeben.

Im Fall der Existenz eines Algorithmus zur Beantwortung des Problems ist natiirlich auch
die Komplexitdat des Algorithmus von groflem Interesse. Hier ist eine Abhéngigkeit vom
Problem gegeben, da schon die Grofle der Eingabe Grammatik bzw. Automat (Maschine)
unterschiedlich sind. Wir geben hier stets nur die Komplexitidt des Algorithmus bezogen
auf die Grole der Grammatik an. Dafiir definieren wir die Grofle einer Grammatik G =
(N, T, P,S) durch
BG)= > lol+[8+1,
a—pBeP

d.h. wir summieren die Léngen der Regeln auf, wobei wir eine Regel o — 3 als Wort
iiber VU T U {—} auffassen. Geht man davon aus, dass Nichtterminale und Terminale
und das Axiom einfach erkannt werden kénnen (beispielsweise durch die Forderung, dass
Nichtterminale stets (indizierte) Grobuchstaben, Terminale stets (indizierte) Kleinbuch-
staben des lateinischen Alphabets sind und stets S das Axiom ist), so kénnen aus den
Regeln auch die anderen Komponenten von G abgelesen werden, so dass zur Angabe der
Grammatik eigentlich die Menge der Regeln ausreichend ist.

Ist man an der Komplexitit bezogen auf die (hier noch nicht definierte) Grofle des Au-
tomaten interessiert, so lisst sich diese meist leicht dadurch ermitteln, dass man den
Aufwand fiir den Ubergang vom Automaten zur Grammatik noch hinzufiigt. Letzterer
Aufwand kann aus den Konstruktionen in Abschnitt 2.2 relativ einfach ermittelt werden.

Wir geben jetzt noch zwei weitere wichtige Probleme an, wobei wir stets nur die gram-
matikalische Variante angeben.

Endlichkeitsproblem
Gegeben: Grammatik G
Frage: Ist L(G) endlich ?

Aquivalenzproblem
Gegeben: Grammatiken G; und Gy
Frage: Gilt L(Gy) = L(Go) ?

Die obigen Formulierungen der Probleme sind sehr allgemein, da sie keine Spezifikation
des Typs der Grammatiken vornehmen. In den folgenden Aussagen werden wir dann vom
entsprechenden Problem fiir regulére, kontextfreie usw. Grammatiken sprechen, wenn die
gegebene Grammatik regulér bzw. kontextfrei usw. ist.

Satz 5.20 Das Leerheits- und das Endlichkeitsproblem sind fiir beliebige Regelgrammati-
ken und monotone (kontextsensitive) Grammatiken unentscheidbar.
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Beweis. Wir geben zuerst den Beweis fiir die Unentscheidbarkeit des Leerheitsproblems
fiir beliebige Regelgrammatiken.

Es sei G eine Regelgrammatik. Wir betrachten ein beliebiges Wort w iiber dem Termi-
nalalphabet von G. Dann ist {w} eine regulire Sprache. Wegen der CHOMSKY-Hierachie
und Lemma 5.3 gibt es eine Regelgrammatik G’ mit L(G") = L(G) N {w}. Offenbar gilt

damit
LG = { {w} falls w € L(G)
0 sonst.
Folglich ist L(G') genau dann leer, wenn w nicht in L(G) liegt. Aus der Entscheidbarkeit
des Leerheitsproblems fiir G’ wiirde somit die Entscheidbarkeit des Mitgliedsproblems fiir
G folgen. Wegen Satz 2.69 erhalten wir daher die Unentscheidbarkeit des Leerheitspro-
blems.

Wir kommen nun zum Leerheitsproblem fiir monotone Grammatiken. Essei G = (N, T, P, S)
erneut eine beliebige Regelgrammatik. Wir konstruieren zuerst zu G die Regelgramma-
tik G' = (N',T, P, S) aus Lemma 2.15, deren Regeln alle von der Form o — [ mit
a,f € (N')* oder A— amit A€ N',a €T sind und fiir die L(G') = L(G) gilt. Es sei $
ein zusétzliches Symbol. Fiir jede Regel p = a — (§ € P’ seien

k(p) = max{0,|a| =[5}
P o= a— B8P,

Wegen der Wahl von k(p) gilt stets |a| < |G| + k(p). Die Regelgrammatik

G = (N, TU{$}.{p | pe P}U |J {$4 — 48},5)

AeN’

ist somit monoton.

Zu jedem Wort w € L(G) = L(G’) gibt es ein Wort w” € L(G") mit w” = w$" fiir ein
gewisses r > 0. Um dies zu sehen, erinnern wir uns, dass es eine Ableitung von w in G’
gibt, bei der wir zuerst nur Regeln der Form o — ( mit o, € (N')* anwenden und
anschliefend nur die terminierenden Regeln der Form A — a. Wir simulieren diese Ablei-
tung und transportieren nach jeder Anwendung einer Regel aus G” die unter Umstédnden
entstandenen $s nach rechts. Dadurch entstehen nur Satzformen der Form 2$%, bei denen
z eine Satzform von G’ ist. Hieraus ergibt sich die Existenz eines r > 0 mit w$" € L(G")
fiir jedes w € L(G") = L(G).

Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jedes Wort w” aus L(G”) die Form

'w” = w1$”w2$7’2 e wk$’"kwk+1

mit
W= WWa ... WWkt1 € L(G/) = L(G)

hat.

Hieraus ergibt sich, dass L(G"”) genau dann leer ist, wenn auch L(G) leer ist. Die Ent-
scheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir monotone Grammatiken G” wiirde daher die Ent-
scheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir beliebige Regelgrammatiken nach sich ziehen. Dies
widerspricht der gerade gezeigten Unentscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir beliebige
Regelgrammatiken.
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Wir kommen nun zum Endlichkeitsproblem, fiir dessen Unentscheidbarkeit wir einen ge-
meinsamen Beweis fiir monotone und beliebige Regelgrammatiken geben.

Es sei H = (N, T, P,S) eine beliebige bzw. monotone Regelgrammatik. Ferner sei ¢ ¢ T
Aus H konstruieren wir zuerst eine beliebige bzw. monotone Regelgrammatik H’ mit
L(H") = L(H) - {c" | n > 1} (sieche Lemma 5.5 bei Beachtung von {c" | n > 1} €
L(MON) C L(RE)). Offensichtlich ist L(H') genau dann endlich, wenn L(H) leer ist.
Somit wiirde die Entscheidbarkeit der Endlichkeit die Entscheidbarkeit der Leerheit im-
plizieren. Die vorstehend bewiesene Aussagen liefern daher die Unentscheidbarkeit der
Endlichkeit. U

Satz 5.21 Fir kontextfreie Grammatiken sind das Leerheits- und Endlichkeitsproblem in
der Zeit O(#(V) - k(G)) entscheidbar.

Beweis. 1) Leerheitsproblem.

Es sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Wir geben nun einen Algorithmus
zur Bestimmung der Menge N’ aller Nichtterminale A, fiir die A =" w4 fiir ein gewisses
wy € T gilt.

Dazu setzen wir N}, = () und Py = P. Sind N/ und P; schon definiert, so setzen wir
weiterhin

N, ={A|Ae N,A— we P, fireinwe T},

und P, sei die Menge aller Regeln, die aus denen aus P dadurch entstehen, dass wir alle
Symbole aus N/, streichen. Offensichtlich gilt dann

#(N)
N' = |J N.
1=0

Offenbar ist L(G) genau dann leer, wenn S kein Element aus N’ ist, womit die Leerheit
von L(G) entschieden werden kann.

Die Konstruktion der Menge N’ erfolgt in Analogie zur Konstruktion von M im Beweis

von Lemma 2.18 und hat daher auch die gleiche Komplexitéat. Damit ist gezeigt, dass die
Leerheit von L(G) in der Zeit O(#(N) - k(G)) entschieden werden kann.

ii) Endlichkeitsproblem.

Wir entscheiden zuerst, ob L(G) leer ist. Bei positiver Antwort ist L(G) auch endlich.
Andernfalls gilt S € N’ und wir setzen wie folgt fort.

Ausgehend von Ny = {S} konstruieren wir induktiv die Mengen

N/ =N/ U{A| B — zAy fiir gewisse z,y € V*,B € N/'}
und setzen

()
N"= |J NI
i=1

Die Bestimmung von N” ist in der Zeit #(N) - k(G) moglich, da erneut die Konstruktion
von N/, aus ;' mittels Durchmustern aller Regeln gewonnen werden kann.
Offenbar gilt

N"={A|S =" zAy fiir gewisse z,y € V*}.
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Daher kann ein Nichtterminal C' ¢ N” in keiner Satzform von G vorkommen.

Wir definieren nun G’ = (N’ N N”, T, P',S), wobei N’ in Teil i) dieses Beweises definiert
wurde P’ die Menge aller Regeln aus P ist, die nur Nichtterminale aus N'N N enthalten.
Hierdurch ist gesichert, dass L(G’) = L(G) gilt und es keine Satzform gibt, aus der nicht
ein terminales Wort hergeleitet werden kann.

Wir erzeugen nun aus G’ eine Grammatik G” = (N'NN", T, P”,S), die keine Regeln der
Form A — B mit A, B € N'N N” enthilt (siche Lemma 2.21).

Dann konstruieren wir den gerichteten Graphen H = (N’ N N”| E), wobei (A, B) genau
dann in £ liegt, wenn es eine Regel A — xBy mit gewissen x,y in P” gibt. Wir testen
nun, ob H einen Kreis enthélt. Ist dies der Fall, gibt es eine Ableitung A =* z; Az, mit
|z122| > 0 und folglich fiir 1 <4 die Ableitungen

S =" uj Auy =" w2 Azguy =" uiZi AZSuy =" ... =" w2t Azbug.
Damit existieren auch Ableitungen
S =" ui2] Azbus =" vy (2]) v(2h) ul € T,

womit die Unendlichkeit von L(G) = L(G') = L(G") nachgewiesen ist. Hat H dagegen
keinen Kreis, so kann es nur endlich viele Ableitungen geben, woraus die Endlichkeit von
L(G) folgt. Somit ist L(G) genau dann endlich, wenn H keinen Kreis enthélt.

Entsprechend den Aussagen zur Komplexitit der Bestimmung von N’ (siehe Teil i) die-
ses Beweises) und N” (siehe oben) und Lemma 2.21 ist klar, dass der Graph H in der
Zeit O(#(N) - k(G)) gewonnen werden kann. Die Existenz eines Kreises kann mittels
Tiefensuche daher ebenfalls in der Zeit O(#(N) - k(G)) erfolgen. O

Wir kommen nun zum Aquivalenzproblem.
Satz 5.22 Das Aquivalenzproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken unentscheidbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Reduktion auf das Postsche Korrespondenzpro-
blem. Dazu sei die Menge U = {(uy, v1), (u2, v2), ..., (tn,v,)} von Paaren mit u;, v; € T
fiir 1 <4 <n gegeben.

Wir betrachten die kontextfreien Grammatiken

Gy= (N, TU{c},P,S) und Go=(NU{S' S"},TU{c},PUP S
mit
N = {Sa Suasrasl}a
{Sy —¢,8 —¢, S, —cU{S —zSy|xz,yeT z+#y}
U{Sy = xSy | z,y € T}
U U {S — xSz, — 5,5 — S,z,5 — x5, S, — S,z},

zeT

Po= {8 =58 —=5"Yu S — wS"vf, 8" — uievft.

i=1

|
|

Die erzeugten Sprachen sind
L(Gy) ={acB | o, B € T* a # B}
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und
L(G2) = L(G1) U {ui wiy - .. wjcv5,v5 .0 | K >1,1 <4, <n,1<j<k}

Dies ist wie folgt zu sehen. Alle nichtterminalen Satzformen von G; sind von einer der
folgenden Formen:

aSpR mit o = |8],a =8,
aS,6% mit |a] = |3],a £ 5,
0S,6% mit |a| < |6,
aSBt mit || > |8

Da das Terminieren nur durch die Regeln S, — ¢, S, — c und S; — c erfolgen kann, ist
damit gezeigt, dass die Worter aus L(G;) von der Gestalt acB” mit a # 3 sind. Es ist
leicht zu sehen, dass alle Worter dieser Gestalt von G, erzeugt werden kénnen.

Das Axiom von G5 generiert entweder S, woraus genau die Worter aus L(G1) erzeugt
werden konnen, oder S”, wodurch nach links stets ein u; und nach rechts das Spiegelbild
des zugehorigen v; erzeugt wird. Damit ist obige Aussage fiir L(G5) nachgewiesen.
Weiterhin ergibt sich L(G1) = L(G3) genau dann, wenn w;, u;, . . . U;, # 03V, . . . v;, fir alle
Folgen iyis . . . 4 gilt, d.h. wenn das Postsche Korrespondenzproblem fiir die Paarmenge U
keine Losung hat. Daher folgt die Behauptung aus der Unentscheidbarkeit des Postschen
Korrespondenzproblems. O

Satz 5.23 Das Aquivalenzproblem fiir regulire Grammatiken G, = (Ny,T, P, S;) und
Gy = (Ny, T, Py, Sy) ist in der Zeit O(n - k*) mit
n = max{#(N1),#(N2)} und k= maz{k(G1),k(G2)}

entscheidbar.

Beweis. Zu gegebenen reguldren Grammatiken GGy und G konnen wir eine regulédre Gram-
matik G = (N, T, P,S) entsprechend den Ergebnissen der vorhergehenden Abschnitte
derart konstruieren, dass

L(G) = (L(G1) N L(G2)) U (L(G2) N L(Gh)
gilt. Entsprechend den mengentheoretischen Beziehungen ist daher L(G) genau dann leer,
wenn die Sprachen L(G1) und L(Gs) gleich sind.

Die Komplexitat dieses Verfahrens 1a3t sich wie folgt ermitteln: Fiir die Konstruktion von
G ist zuerst die Umwandlung von G; und G5 in Grammatiken

G, = (N{,T,P,S]) und G, = (N,, T, P, 55)
erforderlich, die in der Normalform aus Satz 4.11 sind und fiir die
#(Nj) = O(k(Gy)) = O(k) und  k(G}) = O(F#(N;) - k(Gy)) = O(n - k)
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fir i € {1,2} gelten. Hierzu ist fiir i € {1,2} die Zeit O(#(N;) - k(G;)) = O(n - k)
erforderlich. Die Bestimmung von G aus Gj und GY ist in O(maz{k(G}),k(G5)}) =
O(n - k) moglich, und es gelten

#(N) = O(maz{##(N}), #(N3)}) = O(k)
und
k(@) = O(max{k(G1), k(G5)}) = O(n - k).
Aus Satz 5.21 ergibt sich fiir die Entscheidbarkeit der Leerheit von L(G) die Komplexitét

O(#(N) - k(@) = O(k-n-k) = O(n-k?).

Die Komplexitdtsaussage des Satzes ergibt sich nun durch Addition der Komplexitédten
der einzelnen Schritte. O

Wir fassen die Aussagen zur Entscheidbarkeit in einer Tabelle zusammen, wobei ein + bzw.
— im Schnittpunkt der Zeile zum Problem und der Spalte zur Sprachfamilie, bedeutet,
dass dieses Problem bei dieser Familie entscheidbar bzw. unentscheidbar ist. Dabei geben
wir der Vollstindigkeit halber auch die Resultate fiir das Mitgliedsproblem an.

L(REG) | LICF) | L(CS) | L(RE)
Mitgliedsproblem + + + —
Leerheitsproblem + + — —
Endlichkeitsproblem + + — —
Aquivalenzproblem + — _ _
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Kapitel 6

Erganzung 111 :
Beschreibungskomplexitit endlicher
Automaten

6.1 Eine algebraische Charakterisierung der Klasse
der reguliren Sprachen

Ein (deterministischer) endlicher Automat ist ein Quintupel
A= (X7 Z720757 F>7

wobei X und Z Alphabete sind, 2y ein Element von Z ist, ¢ eine Funktion von Z x X in Z
ist, und F’' eine nichtleere Teilmenge von Z ist. X ist die Menge der Eingabesymbole, und
Z ist die Menge der Zustande. 2y und F sind der Anfangszustand und die Menge der akzep-
tierenden Zusténde.
§ ist die Uberfithrungsfunktion von A.

Durch

3 (z,\) = 2z, firze Z,
0" (z,wa) = §(6"(z,w),a) firw e X*, a € X

erweitern wir § zu einer Funktion * von Z x X* in Z.
Die von A akzeptierte Sprache ist durch

T(A)={we X" |§(2,w) € F}

definiert.

Es ist bekannt, dass eine Sprache L genau dann requldr ist, wenn es einen endlichen
Automaten A mit L =T(A) gibt.

Wir wollen zuerst zwei algebraische Charakterisierungen reguldrer Sprachen herleiten.
Dazu benétigen wir die folgenden Definitionen.

Eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge X* heiBt Rechtskongruenz, falls fiir beliebige
Worter z,y € X* und a € X aus x ~ y auch za ~ ya folgt. Bei Multiplikation von rechts
werden dquivalente Worter wieder in dquivalente Worter iiberfiihrt.
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Eine Aquivalenzrelation ~ auf X* heifit Verfeinerung der Menge R C X*, wenn fiir
beliebige Worter x,y € X* aus x ~ y folgt, dass x € R genau dann gilt, wenn auch y € R
gilt. Dies bedeutet, dass mit einem Wort z € R auch alle zu x dquivalenten Worter in
R liegen. Folglich liegt die zu € R gehérige Aquivalenzklasse vollstindig in R. Hieraus
resultiert die Bezeichnung Verfeinerung fiir diese Eigenschaft.

Fiir eine Aquivalenzrelation ~ bezeichnen wir die Anzahl der Aquivalenzklassen von ~
als Index von ~ und bezeichnen sie mit Ind(~). Die Aquivalenzrelation ~ hat endlichen
Index, falls Ind(~) endlich ist.

Wir nennen eine Aquivalenzrelation ~ eine R-Relation, falls sie eine Rechtskongruenz mit
endlichem Index ist und eine Verfeinerung von R ist.

Beispiel 6.1 Seien A = (X, Z, 2y, d, F') ein endlicher Automat und R = T'(A). Wir defi-
nieren auf X* die Relation ~ 4 durch

x ~yy genau dann, wenn 0%(29,x) = 6" (20,¥)

gilt. Offenbar ist ~4 eine Aquivalenzrelation. Wir zeigen nun, dass ~ 4 eine R-Relation
ist.
Sei x ~ 4 y. Dann gilt nach Definition 0*(zp, z) = 6*(z0,y). Damit erhalten wir

0% (20, xa) = 6(6" (20, z),a) = 6(6" (20, ), a) = 0*(20, ya)

und somit xa ~ 4 ya, womit nachgewiesen ist, dass ~ 4 eine Rechtskongruenz ist.

Sei erneut « ~ 4 y. Ferner sei © € R. Dies bedeutet 0*(29, z) = §*(20, y) und 6*(20, z) € F.
Folglich gilt §*(zo,y) € F, woraus y € R folgt. Analog folgt aus y € R auch = € R. Damit
ist ~ 4 Verfeinerung von R.

Sei x € X*. Ferner sei §*(z9,x) = z. Dann ergibt sich fiir die zu = bez. ~4 gehorende
Aquivalenzklasse K 4(z)

Ka(z) = {ylz~ay}
= {y |6 (20,7) = " (20,9)}
= {y |6 (20,y) = 2}

Sei nun z € Z ein von 2, erreichbarer Zustand. Dann gibt es ein Wort x mit 0*(z9, ) = 2
und die Beziehungen

{y0%(20,y) =2} = {y]"(20,9) = 6"(20, )}
= {yly~az}
= Ku(z)

sind giiltig. Daher gibt es eine eineindeutige Beziehung zwischen den Aquivalenzklassen
von ~ 4 und den Zusténden von A, die vom Anfangszustand erreichbar sind. Dies bedeutet,
dass die Anzahl der Zusténde von A mit dem Index von ~ 4 iibereinstimmt. Wegen der
Endlichkeit der Zustandsmenge Z ist also auch der Index von ~ 4 endlich.

Beispiel 6.2 Fiir eine Sprache R C X* definieren wir die Relation ~g wie folgt: x ~p y
gilt genau dann, wenn fiir alle w € X* das Wort zw genau dann in R ist, falls dies auch
fiir yw der Fall ist. Wir zeigen, dass ~g eine Rechtskongruenz ist, die R verfeinert.
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Seien dazu z ~g y, a € X und w € X*. Dann ist aw € X* und nach Definition von ~p
gilt zaw € R genau dann, wenn yaw € R giiltig ist. Dies liefert, da w beliebig ist, die
Aussage xa ~p ya. Somit ist ~x eine Rechtskongruenz.

Wiéhlen wir w =

lambda, so ergibt sich aus x ~g y nach Definition, dass z € R genau dann gilt, wenn auch
y € R erfiillt ist. Deshalb ist ~g eine Verfeinerung von R.

Wir bemerken, dass ~x nicht notwendigerweise einen endlichen Index haben muss. Dazu

betrachten wir
R={d"b" |n>1}

und zwei Worter a* und o mit k # ¢. Wegen a*b* € R und a’b* ¢ R sind offensichtlich a*
und a® nicht dquivalent. Somit gibt es mindestens soviel Aquivalenzklassen wie Potenzen
von a und damit soviel wie natiirliche Zahlen. Dies zeigt die Unendlichkeit des Index.

Ziel dieses Abschnitts ist eine Charakterisierung der reguliren Sprachen durch Aquiva-
lenzrelationen mit den oben definierten Eigenschaften.

Satz 6.3 Fir eine Sprache R C X* sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
i) R ist requldr.

ii) Es gibt eine R-Relation.

ii1) Die Relation ~g (aus Beispiel 6.2) hat endlichen Index.

Beweis. i) = ii). Zu einer reguldren Sprache R gibt es einen endlichen Automaten A
mit T(A) = R. Dann kénnen wir entsprechend Beispiel 6.1 die Relation ~ 4 konstruieren.
Diese ist nach Beispiel 6.1 eine R-Relation.

ii) = iii) Nach Voraussetzung gibt es eine R-Relation ~ mit endlichem Index. Wir
beweisen nun Ind(~g) < Ind(~).

Dazu zeigen wir zuerst, dass aus x ~ y auch xw ~ yw fiir alle w € X* folgt. Fiir w =
lambda ist dies klar. Fiir w € X ist es klar, da ~ eine Rechtskongruenz ist. Sei die Aussage
nun schon fiir |w| < n bewiesen. Wir betrachten das Wort v der Lénge n. Dann gibt es ein
w der Lange n — 1 und ein ¢ € X mit v = wa. Nach Induktionvoraussetzung haben wir
xw ~ yw. Nach der Definition der Rechtskongruenz folgt daraus rwa ~ ywa und damit
TV ~ YU,

Sei nun x ~ y und w € X*. Dann gilt auch zw ~ yw. Da ~ eine R-Relation ist, folgt
zw € R gilt genau dann, wenn yw € R gilt. Nach Definition ~p bedeutet dies aber
x ~py. Damit ist gezeigt, dass x ~ y auch x ~p y impliziert. Hieraus ergibt sich aber

wly~z} C{y|y~ra}

Jede Aquivalenzklasse von ~ ist also in einer Aquivalenzklasse von ~p enthalten. Damit
gilt Ind(~g) < Ind(~). Da Ind(~) endlich ist, hat auch ~pg endlichen Index.

iii) = i) Mit Kg(z) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € X* bez. ~g. Wir
betrachten den endlichen Automaten

A= (X A{Kg(z) | x € X'}, Kg(lambda), 5, {Kr(y) | y € R})

mit
0(Kr(x),a) = Kg(za).
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Wir bemerken zuerst, dass aufgrund der Voraussetzung, dass ~g eine R-Relation ist, die
Definition von A korrekt ist. (Die Endlichkeit der Zustandsmenge von A folgt aus der
Endlichkeit des Index von ~p. Falls Kg(x) = Kg(y), so ist auch Kg(za) = Kgr(ya), denn
~pg ist eine Rechtskongruenz und daher gilt mit = ~g y, d.h. Kgr(x) = Kg(y), auch
zra ~p ya.) Ferner beweist man mittels vollstdndiger Induktion iiber die Linge von x
leicht, dass 6* (K g(

lambda), ) = Kg(z) fiir alle x € X* gilt. Damit folgt

T(A) =A{z | 0" (Kr(lambda), v) € {Kgr(y) | y € R}} = {x | Kr(x) € {Kr(y) |y € R}} = R.

Damit ist R als regulér nachgewiesen. O

Im Beweisteil ii) = iii) wurde eigentlich die folgende Aussage bewiesen.

Folgerung 6.4 Sei R eine beliebige Sprache. Dann gilt fiir jede R-Relation ~ die Bezie-
hung Ind(~) > Ind(~g). O

6.2 Minimierung deterministischer endlicher Auto-
maten

In diesem Abschnitt diskutieren wir als Komplexitdtsmafl die Anzahl der Zustinde eines
endlichen Automaten. Dazu setzen wir fiir einen endlichen Automaten A = (X, Z, 2y, 0, F')
und eine reguléire Sprache R

2(A) = #(2),
2(R) = min{z(A) | T(A) = R}.

Wir sagen, dass A minimaler Automat fiir R ist, falls T(A) = R und z(A) = z(R) gelten.
Als erstes geben wir ein Resultat an, dass die Grofie z(R) fiir eine Sprache bestimmt.

Satz 6.5 Fir eine regulire Sprache R gilt z(R) = Ind(~g).

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass aus dem Teil iii) = i) des Beweises von Satz 6.3
folgt, dass es einen Automaten A mit z(.A) = Ind(~g) gibt.

Sei nun A = (X, Z, 29,6, F') ein beliebiger endlicher Automat mit 7'(A) = R. Dann ist
nach Beispiel 6.1 die Relation ~ 4 eine R-Relation, fiir die z(A) = Ind(~4) gilt. Wegen
Folgerung 6.4 erhalten wir daraus sofort z(A) > Ind(~pg).

Die Kombination dieser beiden Erkenntnisse besagt gerade die Behauptung. O

Wir beschreiben nun fiir einen Automaten A einen Automaten, der minimal fiir 7'(A) ist.
Sei A= (X, Z, 2,9, F) ein endlicher Automat. Fiir z € Z und 2’ € Z setzen wir z ~4 2’
genau dann, wenn fiir alle z € X* genau dann 0*(z, x) in F' liegt, wenn auch §*(2’, z) in
F liegt. Falls der Automat A aus dem Kontext klar ist, schreiben wir einfach ~ anstelle
von /4

Lemma 6.6 ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Zustinde des Automa-

ten A.
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Beweis. Wir verzichten auf den einfachen Standardbeweis. O

Mit K. (z) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € Z beziiglich ~ (= ~4). Wir
setzen
Zn ={Kx(2) | z€ Z} und Fo={Kx(2)]|z€F}

und konstruieren den Automaten

Az — (X, Zz, Kz(ZO), 5@, Fz)
mit

0~ (Kx(2),0) = Kx(6(2, a)).
Wir zeigen, dass die Definition von Ax korrekt ist. Dazu haben wir nachzuweisen, dass die
Definition von d unabhéngig von der Auswahl des Reprasentanten der Aquivalenzklasse
ist. Seien daher z und 2’ zwei Zusténde mit K~ (2) = K~(2') und a ein beliebiges Element
aus X. Dann muss z ~ 2’ gelten. Wir betrachten ein beliebiges Wort w € X*. Dann liegt
0*(z,aw) in F' genau dann wenn 6*(2,aw) in F' liegt. Wegen 6*(z, aw) = §*(4(z,a), w)
und §*(2, aw) = §*(0(2',a), w) folgt §(z,a) ~ §(2',a) und damit auch K. (§(z,a)) =
K. (6(7,a)), was zu zeigen war.
Wir zeigen nun, dass A. minimal fiir die von A akzeptierte regulidre Sprache ist.

Satz 6.7 Fir jeden Automaten A ist A~ minimaler Automat fiir T(A).

Beweis. Wir zeigen zuerst mittels Induktion tiber die Wortlédnge, dass sich die Definition
von 0y : Z~ X X — Z auch auf die Erweiterung 0% : Z. x X* — Z iibertragen lasst,
d.h. dass 05 (K« (2),y) = K« (0%(2,y)) fir alle y € X* gilt. Nach (genereller) Definition
der Erweiterung haben wir

o~ (K~ (2),
lambda) = Kx(2) = Ko(6%(2,
lambda)),
0L(Kx(2),a) = 06~x(Kx(2),a) = Kx(6(2,a)) = Kx(57(2, a)),

womit der Induktionsanfang gesichert ist. Der Induktionsschluss ist durch

0n(Kx(2),ya) = 0x(05(Kx(2),y),a)
(Ko(5"

gegeben.
Hieraus erhalten wir sofort

T(Ax) = {z|0L(Kx(20), 2) € Fx}
= {z| Kx(0%(20, 7)) € F&}
= {x|0"(20,2) € F}
= T(A).
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Damit bleibt nur noch z(Ax) = 2(T'(A)) zu zeigen. Wegen Satz 6.5 reicht es nachzuweisen,
dass 2(Ax) = Ind(~r(ay) erfiillt ist. Dazu betrachten wir die Relation ~ 4. entsprechend
Beispiel 6.1, fiir die 2(Ax) = Ind(~a.) gilt, und beweisen ~4, = ~p(4), womit der
Beweis vollstindig ist.

Seien zuerst © € X* und y € X* zwei Worter mit x o 4. y. Dann gilt 5 (K«(20), ) #
05 (K~(20),y). Hieraus erhalten wir K (0*(zp,z)) # K~(6*(20,v)) und deshalb 6*(zg, x) %
0*(20,y). Nach der Definition von ~ heifit dies, dass es ein Wort w € X* gibt, fiir das
entweder

(6" (20,x),w) € F und  0%(6%(20,y),w) & F

oder
6" (0" (20, 2),w) ¢ F' und  6"(0"(20,y),w) € F

erfiillt ist. Daher gilt entweder §*(zp,zw) € F' und §*(zp,yw) ¢ F oder §*(zp,zw) ¢ F
und 0*(zp,yw) € F und folglich entweder zw € T'(A) und yw ¢ T(A) oder zw ¢ T(A)
und yw € T'(A). Letzteres bedeutet aber gerade x 7 4) y.

Analog beweist man, dass x ~ 4. y fiir zwei Worter x € X* und y € X* auch z ~74) ¥y
zur Folge hat.

Somit stimmen die Aquivalenzrelationen ~ 4_ und ~r(4) liberein, was zu zeigen war. 0O

Leider geben die bisherigen Betrachtungen keine Hinweis, wie der Index von ~g zu gege-
benem R zu ermitteln ist, denn nach Definition von ~p sind unendlich viele Worter zu
untersuchen, um x ~g y festzustellen. Analog ist die Konstruktion von A nicht algorith-
misch, denn auch die Feststellung, ob x ~ y gilt, erfordert die Betrachtung von unendlich
vielen Wortern.

Deshalb beschreiben wir jetzt einen Algorithmus zur Bestimmung von ~ = =4 fiir einen
endlichen Automaten A. Dies versetzt uns dann in die Lage, zu A den minimalen Auto-
maten A zu konstruieren. Dazu beginnen wir mit einer Liste aller Paare von Zustdnden
und markieren jeweils ein Paar, wenn sich aus dem Verhalten der beide Zusténde des Paa-
res entsprechend der Uberfithrungsfunktion bzw. der Menge der akzeptierenden Zusténde
und der aktuellen Liste ergibt, dass die beiden Zustédnde des Paares nicht dquivalent sind.
Der Reduktionsalgorithmus besteht aus den folgenden Schritten:

1. Erstelle eine Liste aller Paare (z, 2’) von Zustédnden z € Z und 2’ € Z.
2. Streiche ein Paar (z, 2') falls entweder z € F und 2’ ¢ F oder z ¢ F und 2’ € F gilt.
3. Fiihre die folgende Aktion solange aus, bis keine Markierungen mehr in der Liste

moglich sind: Falls fiir ein Paar (z, 2’) und ein a € X das Paar (6(z,a), (%, a)) nicht
in der Liste ist, so streiche (z, 2’).

Beispiel 6.8 Wir betrachten den endlichen Automaten
A= ({a,0},{0,1,2,3,4,5},0,9,{1,2,5}),
dessen Uberfiithrungsfunktion ¢ dem Zustandsgraphen aus Abb. 6.1 zu entnehmen ist. Wir
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Abbildung 6.1: Zustandsgraph des Automaten A aus Beispiel 6.8

erhalten entsprechend Schritt 1 des Algorithmus zuerst die Liste

(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5),
(1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5),
(2,0), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,9),
(3,0), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,9),
(4,0), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,9),
(5,0), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5).

Hieraus entsteht nach Schritt 2 die Liste

(0,0), (0,3), (0,4), (1,1), (1,2), (1,5),
(2,1), (2,2), (2,5), (3,0), (3,3), (3,4),
(4,0), (4,3), (4,4), (5,1), (5,2), (5,5).

Wir haben nun solange wie moglich Schritt 3 anzuwenden. Hierzu gehen wir stets die Liste
durch und streichen die entsprechenden Paare und wiederholen diesen Prozess. Nach dem
ersten Durchlauf streichen wir nur die Paare (1,5) (da (6(1,a),d(5,a)) = (3,5) nicht mehr
in der Liste ist), (2,5), (5,1) und (5, 2). Beim zweiten Durchlauf werden die Paare (0, 3)
(da das Paar (6(0,a),0(3,a)) = (1,5) beim ersten Durchlauf gerade gestrichen wurde),
(0,4), (3,0) und (4, 0) gestrichen. Beim dritten Durchlauf werden keine Streichungen mehr
vorgenommen. Damit ergibt sich abschlieend die Liste

(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3), (3,4), (4,3), (4,4), (5,5).

Wir zeigen nun, dass mittels des oben angegebenen Algorithmus wirklich die Relation & 4
berechnet wird. Dies ist im Wesentlichen die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 6.9 Sei A= (X, Z, 2,0, F) ein endlicher Automat, und seien z € Z und z' € Z
zwei Zustinde des Automaten. Dann ist das Paar (z,2') genau dann in der durch den
Reduktionsalgorithmus erzeugten Liste enthalten, wenn z ~4 2’ gilt.

Beweis. Wir beweisen mittels Induktion tiber die Anzahl der Schritte des Reduktions-
algorithmus die folgende dquivalente Aussage: Das Paar (z,2) wird genau dann durch

den Reduktionsalgorithmus aus der Liste gestrichen, wenn es ein Wort z € X* gibt, fiir
das entweder 0*(z,x) € F und 0*(2',z) ¢ F oder 0*(z,x) ¢ F und ¢6*(2',z) € I gelten.
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Im Folgenden nehmen wir stets ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass der erste
dieser beiden Félle eintritt.

Erfolgt ein Streichen des Paares (z, 2’) im zweiten Schritt, so besitzt wegen §*(z,
lambda) = z und 6*(2,

lambda) = z' das leere Wort die gewiinschte Eigenschaft. Hat umgekehrt das Leerwort
die Eigenschaft, so wird das Paar im zweiten Schritt gestrichen.

Das Paar (z, 2’) werde nun im dritten Schritt gestrichen. Dann gibt es ein Element a € X
so, dass das Paar (§(z,a),d(2',a)) bereits frither gestrichen wurde. Nach Induktionsan-
nahme gibt es ein Wort x € X* mit §*(d(z,a),z) € F und §*(6(2',a),x) ¢ F. Damit
haben wir auch §*(z,ax) € F und 6*(2/,ax) ¢ F, womit die Behauptung bewiesen ist.
Durch Umkehrung der Schliisse zeigt man, dass aus der Existenz eines Wortes ax mit
0*(z,ax) € F und 0*(2',ax) ¢ F folgt, dass (z, ') gestrichen wird. O

Beispiel 6.8 (Fortsetzung) Wir erhalten aus der bereits oben erzeugten Liste die folgen-
den Aquivalenzklassen bez. =:

K~(0) = {0}, Kx(1) = K<(2) = {1,2}, Kx(3) = K~x(4) = {3,4}, Kx(5) = {5}.
Hieraus resultiert nun entsprechend obiger Konstruktion der minimale Automat

dessen Uberﬁihrungsfunktion aus Abb. 6.2, in der wir [i] anstelle von Kx(i), 1 <i <5,
schreiben, entnommen werden kann.

Abbildung 6.2: Zustandsgraph des minimalen Automaten zu A aus Beispiel 6.8

Wir bemerken, dass aus der Darstellung des minimalen Automaten sofort
T(A) =T(Ax) = X U X?X*

zu sehen ist.

Wir untersuchen nun die Komplexitit des Reduktionsalgorithmus. Es gibt n? Paare von
Zustanden. Bei Schritt 2 oder jedem Durchlauf entsprechend Schritt 3 streichen wir ein
Paar oder stoppen. Das Durchmustern einer Liste der Lénge r erfordert O(r) Schritte.
Damit ist durch

n2

gou) :O<Zi> — O

i=1
eine obere Schranke fiir die Komplexitét gegeben.

Wir merken hier ohne Beweis an, dass es erheblich effektivere Algorithmen zur Minimie-
rung von endlichen Automaten gibt.

Satz 6.10 Die Konstruktion des minimalen Automaten zu einem gegebenem endlichen
Automaten mit n Zustinden ist in O(n - log(n)) Schritten maglich. O
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Wir wollen nun beweisen, dass der minimale Automat im Wesentlichen eindeutig bestimmt
ist. Um das ,,im Wesentlichen“ exakt zu fassen, geben wir die folgende Definition.

Definition 6.11 Zwei Automaten A = (X, Z, 29,6, F) und A" = (X, Z', 2,8, F') heiflen
isomorph, wenn es eine eineindeutige Funktion @ von Z auf Z' mit folgenden Eigenschaf-
ten gibt:

— Es ist o(zy) = 2.

— Fir z € Z gilt z € F genau dann, wenn auch p(z) € F' gilt.

— Fiir alle z € Z und a € X gilt §'(¢(z),a) = p(0(z,a)).

Intuitiv liegt Isomorphie zwischen zwei Automaten vor, wenn diese sich nur in der Be-
zeichnung der Zusténde unterscheiden (und ansonsten das gleiche Verhalten zeigen).

Satz 6.12 Sind A und A’ zwei minimale Automaten fiir die requlire Menge R, so sind
A und A" isomorph.

Beweis. Seien A = (X, Z, 2,0, F) und A = (X, Z', 2,0, F') zwei minimale Automaten
fir R.

Fiir zwei Zustinde z € Z und 2/ € Z von A ist z 64 2. Dies folgt daraus, dass auf-
grund der Minimalitdt von A der Automat A, genau so viel Zustinde wie A hat. Also
konnen keine zwei Zusténde von A in einer Aquivalenzklasse bez. /4 liegen. Nun beweist
man analog zum letzten Teil des Beweises von Satz 6.7, dass die Relationen ~ 4 und ~p
iibereinstimmen.

Entsprechend ergibt sich auch ~ 4 = ~g und damit ~4 = ~ 4.

Sei nun z € Z. Dann gibt es ein Wort € X* mit 6*(2o, ) = 2. Wir setzen nun

p(z) = (') (20, ).

Diese Setzung liefert eine korrekte Definition von ¢, denn der Wert von ¢(z) héngt nicht
von der Wahl von x ab. Seien ndmlich € X* und y € X* mit 6*(20,2) = 0*(20,y), s0
ergibt sich zuerst x ~ 4 y und damit auch = ~ 4 y, woraus (8')*(2}, z) = (8')*(z(, y) folgt.
Wir zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Wegen zy = §*(2o,

lambda) ergibt sich ¢(z9) = (0")* (25, A) = 2{-

Sei nun z € F. Dann gibt es ein © € R mit z = 0*(2p,2). Dann gilt p(z) = (8')*(2(, z).
Wegen € R und R = T'(A’) erhalten wir ¢(z) € F’. Sei umgekehrt ¢(z) € F’. Dann
liegt x mit p(z) = (§')*(2(, z) in R und somit ist z = §(zp, z) € F.

Aulerdem gilt

0'(p(2),a) = 0'((0) (20, ), @) = (6')" (20, xa)

(07 (20, za)) = p(6(6" (20, ), a))
= ¢(d(2,a)).

181



182



Kapitel 7

Erginzungen IV: Erweiterungen von
kontextfreien Sprachen

Bei der Untersuchung von Programmiersprachen und natiirlichen Sprachen wird haufig
ausgenutzt, dass sie sich zu einem grofien Teil durch kontextfreie Sprachen beschreiben
lassen. Jedoch ist festzustellen, dass nicht alle Aspekte natiirlicher Sprachen bzw. von
Programmiersprachen durch kontextfreie Grammatiken beschreiben lassen. Wir geben
dafiir jetzt drei Beispiele.

Wir beginnen mit der englischen Sprache. Dazu betrachten wir die Sétze.

Mary and John are
a woman and a man, respectively.

Mary, John  and William are
a woman, a man and a man, respectively.

Mary, John,  William and Jenny are
a woman, a man, a man and a woman, respectively.

Sie sind offensichtlich von der gleichen Bauart: Zuerst wird eine Folge von Frauen- und
Ménnernamen gegeben und dann wird hinzugesetzt, ob es sich bei der Person mit dem
Namen, um eine Frau oder einen Mann handelt. Derartige Satze beliebiger Lénge sind im
Englischen zugelassen (obwohl man sie praktisch natiirlich hochstens mit fiinf oder sechs
Namen gebrauchen wird). Wir betrachten nun die Menge

R={z,|z € X}z, |z € X} {and} X {are}YY " {and}Y {respectively.} ,

wobei X die Menge der Vornamen der englischen Sprache und Y = {a woman, , a man, }
sind. Die Menge R beschreibt die Sétze obiger Form, ohne allerdings darauf zu achten, ob
Name und Geschlecht zueinander passen und ob die Folgen der Namen und die Folge aus
a woman und a man die gleiche Lange haben. Diese beiden zusétzlichen Eigenschaften
sind aber bei der englischen Sprache gefordert. Folglich beschreibt die Menge EnglischNR
genau die obigen Satze. Wir betrachten nun einen Homomorphismus A, der durch

h(and) = h(are) = h(a) = h(respectively) = h(,) = h(.) = A
h(woman) = a, h(z) = a fiir jeden Frauennamen z,
h(man) = b, h(y) = b fir jeden Ménnernamen y
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gegeben ist. Dann erhalten wir
R' = h(EnglischN R) = {ww | w € {a,b} ", |w| > 3}.

Wir wissen, dass R’ keine kontextfreie Sprache ist. Nehmen wir nun an, dass Englisch
eine kontextfreie Sprache ist. Nach den Abschlusseigenschaften von £(C'F) ist dann auch
R’ kontextfrei, was falsch ist. Somit ist unsere Annahme falsch, also ist Englisch keine
kontextfreie Sprache.

Dieses Beispiel ist nicht ganz befriedigend, weil die Beziehung zwischen den Namen und
dem Geschlecht eine semantische Relation ist, die Theorie formaler Sprachen aber nur die
Syntax beschreiben kann. Wir betrachten daher die Sétze

Jan sdit das mer em Hans hdlfed.
(Jan sagt, dass wir Hans helfen.)

Jan sdit das mer em Hans es Huus hdlfed aastriche.
(Jan sagt, dass wir Hans helfen, das Haus zu streichen.)

Jan sdit das mer d’chind em Hans es Huus lond hdlfed aastriche.
(Jan sagt, dass wir den Kindern erlauben, Hans zu helfen, das Haus zu strei-
chen.)

aus einem Dialekt des Schweizerdeutschen. Auch hier liegt die gleiche Struktur vor, weil
die Tatigkeiten und die zugehorigen Objekte in der gleichen Reihenfolge stehen (man
beachte, dass dies bei der Ubersetzung ins Deutsche nicht mehr der Fall ist). Daher ergibt
sich hier wie oben

h'(Schweizerdeutsch N Q) = {ww | w € {a,b}"}

fiir einen passenden Homomorphismus A’ und eine passende reguliare Sprache ). Folglich
ist Schweizerdeutsch keine kontextfreie Sprache (was sich ebenfalls analog ergibt). Hierbei
haben wir die syntaktische Beziehungen Verb — Objekt ausgenutzt.

Wir kommen nun Programmiersprache ALGOLG60, einer der klassische deklarativen Pro-
grammiersprachen (dhnliche Konstruktionen lassen sich aber auch fiir andere Program-
miersprachen durchfiihren). Bei ALGOLG60 ist es erforderlich, jede auftretende Variable
zu deklarieren. Wir betrachten das Programm

begin integer z;
y:=1
end

wobei die beiden auftretenden Variablen z und y jeweils durch ein Wort iiber {a,b}
gegeben seien. Damit das Programm richtig ist, muss an beiden Stellen des Auftretens
einer Variablen jeweils das gleiche Wort stehen. Daher ergibt sich erneut

W(ALGOLN S) = {zz | z € {a,b}*}
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fiir eine entsprechend gewéhlte reguldre Menge S und einen passenden Homomorphismus
h”. Damit ist auch ALGOLG60 keine kontextfreie Sprache.

Zur Beschreibung von natiirlichen Sprachen und Programmiersprachen bedarf es also Me-
chanismen, die auch gewisse nicht-kontextfreie Sprachen erzeugen kénnen. Dies ist sicher
fiir die kontextsensitiven Grammatiken der Fall, die aber zwei negative Aspekte haben:
Einige Entscheidbarkeitsprobleme sind fiir kontextsensitive Grammatiken unentscheidbar
bzw. sehr schwer; so sind z.B. nach Satz 5.20 das Endlichkeits- und das Leerheitsproblem
unentscheidbar. Zum anderen gibt es fiir kontextsensitive Grammatiken keine verniinfti-
gen Ableitungsbdume, da mehrere Nichtterminale aus verschiedenen Schichten des Bau-
mes von einer regel betroffen sein konnen. Ableitungsbdaume haben sich aber als sehr gutes
Instrument fiir die Analyse von Sétzen bzw. Programmen erwiesen.

Daher ist man an Erweiterungen der kontextfreien Grammatiken interessiert, die zum
einen Ableitungsbidume ermoglichen (d.h. jede angewendete Regel muss kontextfrei sein)
und zum anderen moglichst einfach zu entscheidende Probleme haben. Wir présentie-
ren in diesem Abschnitt zwei derartigen Grammatiken, wobei dr Fokus starker auf dem
erstgenannten Aspekt der Existenz von Ableitungsbdaumen liegt.

Definition 7.1 i) Fine Grammatik mit Auswahlkontezt ist ein Quadrupel G = (N, T, P, S),
wobet

o N, T, S wie bei einer Regelgrammatik spezifiziert sind,

e P cine endliche Menge von Tripeln p = (rp, E,, F},) ist, wobei jeweils r, = A, — w,
eine kontestfreie Regel mit w, # X ist, und E, und F, Teilmengen von N mit
E,NF, =10 sind.

it) Fiir zwei nichtleere Worter x und y iber N UT sagen wir, dass y aus x durch An-
wendung von (A — w, E,F) erzeugt wird (geschrieben als X =, y), wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:
— x = uAv, y = uwv (kontextfreie Ersetzung)
— jedes Symbol aus E kommt in uv vor,
— kein Symbol aus F' kommt in uv vor.
Wir sagen, dass y aus x in G durch einen Ableitungsschritt entsteht (geschrieben als
T =>¢ y), wenn es eine Regel p mit x =>, y gibt.
ii1) Die von einer Grammatik G = (N, T, P, S) mit Auswahlkontext erzeugte Sprache L(QG)
15t

L(G)={w| S = w, weT"},

wobei =, der reflexive und transitive Abschluss von = ¢ ist.

Bei einer Regel p = (A — w, E, F') heiflen £ und F' der geforderte bzw. verbotene Kontext
der Regel A — w

Die Definition der Grammatiken mit Auswahlkontext ist speziell darauf abgestellt, einen
Zusammenhang zwischen Deklaration und Benutzung von Variablen in Programmier-
sprachen zu erméglichen, d.h. den Grund dafiir, dass oben im dritten Beispiel eine nicht
kontextfreie Sprache auftritt, zu eliminieren. Dies geschieht dadurch, das eine Benutzung
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einer Variablen entsprechend einer Regel nur moglich ist, wenn diese schon in der Satz-
form vorkommt, was dadurch erreicht wird, dass die Variable in der zur Regel gehérenden
Menge E liegt.

Wir bemerken weiterhin, dass Grammatiken mit Auswahlkontext eine Erweiterung der
kontextfreien Grammatiken sind, denn bei der Wahl von F' = () fiir jede Regel, ergibt
sich eine kontextfreie Grammatik, da nun keine Bedingungen mehr fiir die Anwendung
von Regeln vorliegen (also jede Regel jederzeit anwendbar ist); und umgekehrt kann jede
kontextfreie Grammatik als eine Grammatik mit Auswahlkontext aufgefasst werden, bei
der alle geforderten und verbotenen Kontexte leer sind.

Wir zeigen nun, dass Grammatiken mit Auswahlkontext Sprachen erzeugen konnen, die
nicht kontextfrei sind.

Beispiel 7.2 Wir betrachten die Grammatik mit Auswahlkontext

Gl = ({Sv A7 Al7 Aav Alh Bv B/}v {a7 b7 C}, {p07p17 s 7p10}7 S)
mit den Regeln
= ( = (A — ad,, {B},0),
= (A — bA, {B},0), P3 = (B — aB',{4.},0),
p4 - (B — bB’ {Ab}>®)> Ps = (Aa - A> {B/}>®)>
D (Ab_)Aa {B/}aw)a p7: (
ps = ( = (

A — A {B},0),
= (A" — ¢, 0,0).

po
6:
8:

Offensichtlich beginnt jede Ableitung mit der einzigen Regel fiir S, d.h. wir erhalten
S = AB. Wir wollen etwas allgemeiner von einer Satzform wAwB ausgehen (das in
einem Schritt erhaltene Wort AB wird gerade bei w = A erhalten). Wir kénnen keine
der Regeln mit linker Seite B anwenden, da der jeweilige geforderte Kontext A, bzw. A,
bzw.A" in der Satzform nicht vorhanden ist. Folglich muss eine Regel mit linker Seite A
verwendet werden. Wir unterscheiden drei Félle.

Full 1. Es wird die Regel p; angewendet. Dadurch erhalten wir waA,wB. Da die einzige
Regel fiir A, den geforderten Kontext B’, ist eine Regel fiir B anzuwenden. Es kommt nur
Regel ps3 in Frage, da bei den anderen Regeln wieder der geforderte Kontext fehlt. Daher
ergibt sich waA,waB’. Jetzt ist nur Regel ps anwendbar, wodurch waAwaB' entsteht.
Nun ist Regel p; anzuwenden, und wir erhalten waAwaB. Damit haben wir wieder die
Ausgangssituation erhalten, nur dass das Wort an beiden Stellen um den Buchstaben a
verlangert wurde.

Fall 2. Es wird die Regel p, angewendet. Dann ergibt sich analog zu Fall 1 als einzig
mogliche Ableitung

wAwB =, wbAywB =, wbA,wbB' =, WbAwWbB' =, WbAwWbB,

d.h. wir haben das Wort an beiden Stellen um den Buchstaben b verlédngert.

Fall 3. Es wird die Regel pg angewendet. Dann ergibt sich die eindeutige Ableitung

/ /
wAwB =, WA'wWB =, wA'wc =>,,, wcwe
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(man beachte, dass die Anwendung von pyg auf wA'wB zwar moglich ist, aber wcwB
liefert, worauf keine Regel mehr anwendbar ist und somit kein terminales Wort erreicht
werden kann).

Aufgrund der drei Fille ist sofort zu sehen, dass
L(Gy) = {wcwe | w € {a,b}"}
gilt.
Wir machen darauf aufmerksam, dass in allen Regeln von G kein verbotener Kontext
vorkommt.
Beispiel 7.3 Es sei die Grammatik mit Auswahlkontext
G2 = ({57 Aa A/a B> 07 D}> {a}a {pOapla S >p8}7 S)

mit den Regeln

bo = (S_>CA7®>®)> plZ(S_)BA>®>®)> P2 = (A_)aa {C}>®)>
b3 = (C — a, ®a {A7 A/})a Pbs = (A - AlA/? {B}a ®)a bs = (B - D>®{A})a
Pe = (A/ - A> {D}>®)> b7 = (D - B>®> {A/})> bs = (D - C>®> {A/})

gegeben. Zu Beginn ist eine der Regeln py oder p; anzuwenden. Hierdurch entstehen C'A
und BA. Wir betrachten erneut allgemeiner die Situation, dass die Satzform CA?" oder
BA?" fiir eine nicht-negative ganze Zahl n vorliegt (CA und BA entsprechen n = 0). Sei
zuerst CA?" gegeben. Die einzige Regel fiir C' ist nicht anwendbar, da A zum verbotenen
Kontext gehort. Die Regel py ist ebenfalls nicht anwendbar, da bei ihr der Kontext B
gefordert wird. Folglich ist nur p, anwendbar, wodurch C'A"aA® mit r + s = 2" — 1
entsteht. Solange noch ein A und kein B vorhanden sind, sind p3 und p,4 nicht anwendbar.
Damit erhalten wir die Ableitung

CA? =, CATaA® =, CA"aA™aAb —s, ... = Cd®".
Nun ist nur p; anwendbar und wir terminieren mit aa®" = a®"*'.

Starten wir mit BA?", so erhalten wir durch analoge Uberlegungen die eindeutige Ablei-
tung

BAY' —,, BATGAA'A® =, BATAAA"AAA — . =, BA'A)" = BA?"
—. DA =, DAVAA) =, ... =>,, DAY

Jetzt gibt es zwei Fortsetzung mittels der regeln p; oder ps, wodurch C'A2""" und BA2""
entstehen. Damit erhalten wir wieder unsere Ausgangssituation nur mit einer um Eins
erhohten Zweierpotenz. Hieraus folgt nun sofort

L(Gy) = {a* ™ | n >0}
Wir merken ohne Beweis an, dass die Erzeugung von L(G2) verbotene Kontexte erfordert.

Wir definieren nun die zweite Art von Grammatiken, die zu einer Erweiterung der kon-
textfreien Sprachen fiihrt.
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Definition 7.4 i) Fine programmierte Grammatik ist eine Quintupel G = (N, T, Lab, P, S),
wobet

o N, T, S wie bei einer Regelgrammatik spezifiziert sind,
e Lab eine endliche Menge von Labels ist,

e P cine endliche Menge von Regeln p = (l,, Ay — wp,0p,p,) ist, wobei jeweils
l, € Lab, A, € N, w, € (NUT)", 0, C Lab und ¢, C Lab gelten, und

o fiir zwei verschiedene Regeln p und q die zugehérigen Labels [, und l, auch verschie-
den sind.

ii) Die von einer programmierten Grammatik G = (N,T, Lab, P, S) erzeugte Sprache
besteht aus allen Wortern w € T, fir die es eine Ableitung

S =Wy =>p, W1 ==p, Wy =>p, ... =>p, Wy = W,

mit k > 1 so gibt, dass fir 1 <i <k mit p; = (l;, A; — v;, 04, ¢;), entweder

— / " _ / 1
wi—1 = w;_ Aw;_, w; = w;_jvw;_

"y fir gewisse wi_y,wi, € VE, livg € oy

oder
A; kommt in w;_1 nicht vor, w;_1 = w;, l11 € ;.
gilt.

Die Mengen o, und ¢, einer Regel p heien Erfolgs- bzw. Fehlerfeld. Ist die Regel p
anwendbar (hatte ihre Anwendung Erfolg), so wird mit einer Regel fortgesetzt, deren Label
im Erfolgsfeld o, liegt; ist die Regel dagegen nicht anwendbar, so wird ohne Anderung der
Satzform mit einer Regel fortgesetzt, deren Label im Fehlerfeld ¢, liegt. Mit einer Regel
ist also immer eine Angabe der moglichen néchsten Regeln verbunden.

Erneut ist einfach zu sehen, dass programmierte Grammatiken eine Erweiterung der kon-
textfreien Grammatiken darstellen. Die kontextfreien Grammatiken ergeben sich gerade
durch die Festsetzung o, = ¢, = Lab, da dann keine Steuerung der Reihenfolge der Re-
geln mehr gegeben ist, sondern jede Regel nach jeder Regel angewendet werden kann, wie
es bei den kontextfreien Grammatiken der Fall ist.

Beispiel 7.5 Wir betrachten die programmierte Grammatik

G?l = ({57 A? B}7 {a7 b}7 {q07 q1, ;qS}u {T07 ry,ro, ... 7T8}7 S)

mit
ro = (g0, S — AB,{q1,43, 65,67}, 0),
Ty = ((haA - aA> {Q2}a ®)a Ty = (Q2>B - aB> {Q1>QSaQSaQ7}a ®)a
r3 = (Q3,A - bA> {Q4}a ®)a T4 = (Q4>B - bB> {Q1>QSaQSaQ7}>®)>
rs = (g5, A — a,{qs},0), 16 = (g6, B — a,0,0),
rr = (g7, A — b, {qs},0), rs = (qs, B — 0,0,0).



Jede Ableitung in G' beginnt mit einer Anwendung von ry, wodurch die Satzform AB
entsteht. Da ry anwendbar war, sind im néchsten Schritt die Regeln rq, r3, 75 und 77
anwendbar.

Wir diskutieren nun die moéglichen Ableitungen einer Satzform wAw B, wobei wir davon
ausgehen, dass darauf die Regeln rq, 3, r5 und 77 im néchsten Schritt anwendbar sind.
Dann ergeben sich die folgenden Ableitungen

wAwB =, waAwB =, waAwaB,
wAwB =, wbAwB =, wbAwbB,
wAwB =, wawB =, wawa,
wAwB =, wbwB =, wbwb.

In allen Féllen wird das vorhandene Wort w an beiden Stellen seines Auftretens um jeweils
den gleichen Buchstaben verlédngert. In den ersten beiden Féllen kann die Ableitung erneut
mit den Regeln 71, r3, 5 und 77 fortgesetzt werden; in den beiden letzten Féllen ist ein
terminales Wort erreicht und die Ableitung beendet. Damit ergibt sich

L(G) = {ww | w € {a,b}T}.
Beispiel 7.6 Es sei die programmierte Grammatik

Gy = ({S, A} {a} A, @2, a3}, {r1, 72,73}, 5)

mit den Regeln

r=(q1,S = AA {1} {a}), m2 = (2. A — S, {2} {q1, 43}), 73 = (g3, S — a, {q3},0)

gegeben. Auf das Startsymbol S sind die Regeln r; und r3 anwendbar. Wir betrachten die
Situation, dass auf eine Satzform S™ die Regeln r; und r3 anwendbar sind. Wenn wir r3
anwenden, so haben wir das immer wieder zu tun, da das Erfolgsfeld von r3 nur den Label
g3 enthélt, d.h. wir haben der Reihe nach alle vorkommenden S jeweils durch a ersetzt.
Dies liefert

S" =, SPaS! =, ... =, a".

Damit hat die Ableitung terminiert. Wenden wir dagegen 7 an, so ist dies weiterhin zu
tun, bis alle S durch AA ersetzt sind. Die erneute Anwendung von r3 schliagt jetzt fehl,
so dass mit 7o fortzusetzen ist. Diese Regel ist wiederum solange anzuwenden bis alle A
wieder durch S ersetzt sind. Formal ergibt sich also

S" ==, SPAAST =5, ... =, (AA)" = A% = A*SA! = ... =, S

Eine Fortsetzung muss nun durch r; oder r3 erfolgen, d.h. wir haben die gleiche Situation
erreicht, aber die Anzahl der Ss verdoppelt. Daher ergibt sich

L(GY) = {a*" | n > 0}.

Mit £(P) und L(RC) bezeichnen wir die Mengen der von programmierten Grammatiken
bzw. von Grammatiken mit Auswahlkontext erzeugten Sprachen. Wir vergleichen zuerst
die beiden Sprachmengen.
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Lemma 7.7 L(RC) C L(P).

Beweis. Es sei L € L(RC'). Dann gibt es eine Grammatik G = (N, T, P, S) mit Auswahl-
kontext so, dass L = L(G) gilt. Wir setzen zuerst

N' =NU{A' | Ac N}.

Es sei p = (A — w,{A1,As,..., A}, {B1, Bs,...,Bs}) eine Regel aus P. Diese ist auf
eine Satzform xAy nur anwendbar, wenn zy alle Symbole A, A ..., A, und keinen der
Buchstaben By, By, ..., B, enthilt; die Anwendung liefert dann zwy. Fiir p fithren wir die
Labels (p,7) mit 1 < i <r+ s+ 2 und die zugehorigen Regeln

w1 = ((p.1),A— A {(p,2)},0),
Tp2 = ((p72)>A1_)A1>{(p73) >®
2 0

10),
s = ((0,2), 42 — Ay {(p,4)},

),

Tp,r ((p, 1) r1— A {(p,r + 1)1, 0),
rprir = ((py 7”+1) A — A A, r+2)1,0),
(P, +2),B1 — B1,0,{(p,7 +3)})

((p, ), 1)

r+3), By — By, 0,{(p,r +4)

Tpr+2 = ’

Tpr+3 = )

Tp,r—i—s = ((pvr+s)>Bs—l _)Bs—lawa{(p>r+8+1)})>
Tp,r—l—s—l—l = ((p,T+S+1),BS - BS7®7{(p7T+S+2)})7
Tp,r+s+2 = ((par+5+2)714/_>w7{(p71) ‘pe P}7@>

ein. Durch die Regel 7,,41 testen wir, ob A; in der Satzform vorhanden ist, denn A; —
A; ist nur dann anwendbar, édndert aber die Satzform nicht. Ist A; nicht vorhanden,
kann die Ableitung nicht fortgesetzt werden, da das Fehlerfeld von 7, ;1 leer ist. Analog
testen wir durch die Regeln 7, ,4s1;+1 0ob B; in der Satzform vorkommt, jedoch ist jetzt
nur eine Fortsetzung moglich, wenn B; nicht vorhanden ist, da das Erfolgsfeld leer ist.
Weiterhin sind die Regeln genau in der gegebenen Reihenfolge anzuwenden, da die Erfolgs-
bzw. Fehlerfelder genau eine Nachfolgeregel spezifizieren. Da die Regeln 7,5 — 74511
keine Verédnderung der Satzform bewirken, wird nur entsprechend r,; und rp, 4.1 eine
Verinderung erreicht, die in x Ay = x A’y = zwy resultieren. Damit wird die Satzform
erreicht, die auch bei Anwendung von p entsteht und die Anwendbarkeitsbedingungen fiir
p wurden auch getestet. Das Nichtterminal A’ wurde eingefiihrt, damit es beim Testen
der Vorkommen von Ay, As, ..., A, By, B, ..., B, nicht beriicksichtigt wird.

Wir konstruieren die programmierte Grammatik G’ = (N, T, Lab, P', S), wobei Lab und
P’ aus allen Labels und Regeln bestehen, die sich entsprechend obigem Verfahren ergeben.
Es ist nun leicht einzusehen, dass die Ableitung x Ay =, zwy in G genau dann existiert,
wenn wir in G die Ableitung zAy =, | vA'y =, ... =, ..., Twy gibt. Daher
erzeugen beide Grammatiken die gleiche Sprache. Somit haben wir L = L(G) = L(G') €
L(P). O

Fiir den Beweis der Umkehrung benétigen wir das folgende Lemma.
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Lemma 7.8 Es seien L € L(P) eine Sprache mit L C T* und a € T' gegeben. Wenn die
Menge
L,={w|awe L} € L(P)

nicht nur aus dem Leerwort besteht, so liegt sie in L(P).

Beweis. Es sei L eine Sprache aus £(P). Dann gibt es eine programmierte Grammatik
G = (N, T, Lab, P,S), die L erzeugt. Ferner sei

g =max{|w| | (I,A — w,o,¢) € P}.

Wenn ¢ = 1 gilt, so werden nur Worter der Lange 1 erzeugt. Daher ist L, entweder
leer (wenn a nicht erzeugt wird), oder es ist L, = {A}. Im ersten Fall wird L, von der
programmierten Grammatik ({S}, T,{l},{(l,S — S,{l},0)},S) erzeugt. Der zweite Fall
braucht wegen der Voraussetzungen des Lemmas nicht betrachtet zu werden. Wir kénnen
daher im Folgenden annehmen, dass g > 2 gilt.

Sei nun w eine Satzform der Lange k£ mit ¢ + 1 < k < 2¢. Dann gibt es eine Ableitung

D : S =) w1 =), Wo =p, W3 =>p, ... =p, Wy = W.

Wir definieren dann s(w, D) und v(w, D) als das Erfolgs- bzw. Fehlerfeld von p,. Of-
fensichtlich gibt es nur endliche viele w und fiir jedes w nur endlich viele verschiedene
Ableitungen.

Wir setzen zuerst
N'=NU{(z,y) | z,ye NUT}U{S"}

(die neuen Buchstaben (x, y) stehen fiir ein Wort der Lange 2 und werden im Folgenden an-
stelle des Anfangsstiickes der Lange 2 verwendet). Fiir eine Regel (I, A — x125 ... 2y, 0, 9)
aus P konstruieren wir die Regeln

(LA = zmy. . zn, J{k K K" U{u, |2 € T (J{6 U " U {u, |2 € T},

keo tep
(', (y, A) = (y, 21)0ws . .., |J{R K Ky ULug |2 € T, (ULt 8" U{u, | 2 € TY),
keo tep
(1", (Ayy) = (z1,y), ULk K B Udug |2 e T ULt 1" U{us | 2 € TY)
ko tep
firn =1,
(1", (A,y) — (z1,22)23 ... TLY, U {k, K K"y U{u, | x € T}, U{t, t "y U{u, | x €TY)
keo tep
fir n > 2.

Durch Regeln mit den Labels I’ und [” wird abgesichert, dass auch eine Anwendung auf
den beiden ersten gekoppelten Buchstaben moglich wird. Aulerdem benutzen wir Regeln
der Form

(w),S" — w,0,0) fir we L, |w| <q,
(w,D),8" —w, |J {kK EYU{u,|zeT}, |J {tt "} U{u,|2zeT})

kes(w,D) tev(w,D)
fiir eine Satzform w von G mit ¢ + 1 < |w| < 2¢ und eine Ableitung D von w,
(tg, (a,x) — x,0,0) fir z € T.

191



Durch die Regeln der beiden erstgenannten Formen werden die erforderlichen kurzen
Worter der Sprache bzw. Satzformen der Grammatik G direkt erzeugt. Durch die Anwen-
dung der letztgenannten Regeln wird der erste Buchstabe a gestrichen, wodurch ein Wort
aus L, erzeugt wird; ist der erste Buchstabe nicht a, so kann der gekoppelte Buchstabe
nicht eliminiert werden, d.h., die Ableitung kann nicht terminieren; falls eine solche Regel
angewendet wird, so stoppt die Ableitung, da Erfolgs- und Fehlerfeld leer sind, d.h. eine
solche Regel kann nur als letzte der Ableitung angewendet werden.

Nach diesen Ausfithrungen ist leicht zu sehen, dass fiir die programmierte Grammatik

G' = (N.T, |J {LU1"},P,S),

leLab

bei der P’ aus allen oben konstruierten Regeln besteht, L(G’) = L, gilt. O

Lemma 7.9 L(P) C L(RC).

Beweis. Es sei L eine Sprache aus L(P) iiber dem Alphabet V. Fiir a € V setzen wir
L, ={w | aw € L}. Dann gilt
L= U al,.

acV

Wir werden nun zeigen, dass fiir jedes a € V' die Sprache al, in L(RC) liegt. DA es leicht
zu zeigen ist, dass L(RC') unter Vereinigung abgeschlossen ist (der Standardbeweis aus
Abschnitt 5 ist nur leicht zu modifizieren), ist dann auch L in L(RC).

Nach Lemma 7.8 wird L, von einer programmierten Grammatik G = (N, T, Lab, P, S)
erzeugt. Dabei sei p; stets die Regel mit Label [. Wir setzen

G'=(NU{A | A€ N,l € Lab} ULabU{S'}, T, P, S,

wobei P’ aus allen Regeln besteht, die wie folgt aussehen: Fiir das neue Startsymbol S’
gibt es die Regeln

(S" —15,0,0), wobei [ Label einer Regel mit linker Seite S ist

(mit einer solchen Regel beginnt die Ableitung und es soll anschlieend die Anwendung der
Regel (I,S — v, 0(l), (1)) in G simuliert werden). Fiir jede Regel (I, A — w, o (1), ¢(1)) €
P fithren wir die Regeln

(A— A, {l}{By | B€ N,k € Lab}),
1 el {A},0,) fir alle I € o(1),

(A — w, 0,{1}),

(I —=1,0,{A}) fir alle I € (1),

(I —a,0, NU{By | B€ N,k € Lab})

ein (liegt die Satzform luAv vor, so ist nur die Ableitung luAv = luAw = 'uvApw =
l'uwv moglich, d.h. ein Ableitungsschritt aus G wurde simuliert und danach ist sowohl in
G als auch in G’ mit einer Regel I’ € o(l) fortzusetzen, kommt A in der Satzform [w nicht
vor so ist nur (I — I',0,{A}) anwendbar, wodurch !'w entsteht, d.h. wir haben erneut
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einen Ableitungschritt aus G simuliert; die Regel [ — a ist nur als letzte anwendbar, da
sonst kein anderes Nichtterminal mehr vorhanden sein darf).
Aus diesen Erklarungen folgt, dass eine Ableitung

S =p, W1 =>p,, W =p, W3 =>p;, - =>p, Wn =2 € L(G) =L,
in G genau dann existiert, wenn in G’ eine Ableitung der Form
S = llS - l2w1 - l3w2 - l4w3 ... — lnwn_l — ln+1wn — aw, = az

existiert. Damit folgt L(G’) = aL,. O

Satz 7.10 L(CF) C L(RC) = L(P) C L(CS).

Beweis. L(CF) C L(RC) ergibt sich einfach daraus, dass jede kontextfreie Grammatik
als eine Grammatik mit Auswahlkontext aufgefasst werden kann, wir wie oben festgestellt
haben. Die Echtheit der Inklusion folgt aus den Beispielen 7.2 und 7.3. Die Gleichheit
L(RC) = L(P) folgt aus den Lemmata 7.7 und 7.8.

Der Beweis der Inklusion £(RC) C L(CS) ist leicht dadurch zu erbringen, dass eine
kontextsensitive Grammatik erzeugt wird, bei der stets die Anwendbarkeit in Analogie
zum Beweis von Lemma 7.7 getestet wird (durch Regeln XA — AX bewegt sich ein
Symbol von links nach rechts iiber die Satzform und merkt sich dabei die vorkommenden
Nichtterminale). Den Beweis der Echtheit der Inklusion geben wir hier nicht. O

Damit haben wir eines der eingangs formulierten Ziele erreicht; wir haben eine Sprach-
familie, die echt zwischen denen der kontextfreien und kontextsensitiven Sprachen liegt.
Wir merken noch an, dass auch hinsichtlich der Entscheidbarkeits- bzw. Komplexitéatsfra-
gen eine verbesserte Situation vorliegt, denn es gelten die folgenden Aussagen, auf deren
Beweis wir hier verzichten.

Satz 7.11 i) L(P) ist eine AFL.

i1) Das Mitgliedsproblem fiir programmierte Grammatiken is NP-vollstindig.

ii1) Das Leerheitsproblem fiir programmierte Grammatiken, bei denen jedes Fehlerfeld leer
ist, ist entscheidbar. O
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Kapitel 8

Erginzungen V : Eindeutigkeit
kontextireier Grammatiken

Ein Problem, das bei natiirlicher Sprachen, Programmiersprachen und formalen Sprachen
gleichermaflen storend ist, ist die Mehrdeutigkeit von Sédtzen. Als ein Beispiel aus der
deutschen Sprachen nehmen wir den Satz

Er dffnete die Kiste mit dem Hammer.

Hier ist nicht klar, ob der Hammer zum Offnen benutzt wird oder ob der Hammer zur
Kiste gehort. Ein bekanntes Beispiel der englischen Sprache ist der Satz

They are flying machines.

Welche Bedeutung hier gemeint ist kann beispielsweise von der Ableitung dieses Satzes
gewonnen werden. Wir haben die folgenden beiden Ableitungen:

Satz = Subjekt Pridikat Objekt .
— They Préadikat Objekt .
= They (Verlaufsform eines Verbs) Objekt .
= They are flying Objekt .
= They are flying machines .

und

Satz = Subjekt Pradikat Objekt .
—> They Préadikat Objekt .
— They are Objekt .
— They are Adjektiv Substantiv .
—> They are flying Substantiv .
=—> They are flying machines .

Um Eindeutigkeit zu erreichen scheint es daher sinnvoll zu sein, dass die Ableitung eindeu-
tig ist. In dieser Allgemeinheit ist die Forderung aber unbrauchbar, da in einer kontext-
freien Grammatik keine Beschrinkung hinsichtlich des Buchstaben, auf den die néchste
Regel angewendet wird, gegeben ist. Dies dndert sich aber, wenn wir uns auf Linksablei-
tungen beschréinken, bei denen immer das am weitesten links stehende Nichtterminal in
der Satzform zu ersetzen ist. Die beiden oben angegebenen Ableitungen des englischen
Satzes sind beide Linksableitungen, aber sie sind verschieden.
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Definition 8.1 FEine kontextfreie Grammatik G heif§t eindeutig, wenn fiir jedes Wort aus
w € L(G) genau eine Linksableitung bez. G existiert. Anderenfalls heifit G mehrdeutig.

Es ist offensichtlich, dass dies dquivalent zu der Forderung ist, dass es fiir jedes Wort w
aus L(G) genau einen Ableitungsbaum gibt, da ein jeder Ableitungsbaum auch Ablei-
tungsbaum einer Linksableitung ist.

Wir betrachten zwei Beispiele.

Beispiel 8.2 Die Grammatik GH; = ({5}, {a,b},{S — aSb,S — ab},S) (die {a™b" |
n > 1} erzeugt), ist offensichtlich eindeutig, denn zuerst ist die erste Regel eine beliebige
Anzahl von Malen anzuwenden und zum Schluss die zweite Regel genau einmal.

Beispiel 8.3 Wir betrachten die lineare Grammatik
Hy = ({S}.{a,b}, {S — aSa, $ — aS, S — b}, S),

die die Sprache
L(Hy) = {a"ba™ | n > m > 0}

erzeugt. Die Grammatik H, ist mehrdeutig, denn fiir das Wort a?ba haben wir die Links-
ableitungen

S = aSa = aaSa = aaca und S = aS = aaSa = aaca,

die voneinander verschieden sind.

Der folgende Satz, dessen Beweis (durch Reduktion auf das Postsche Korrespondenz-
problem) wir dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen, zeigt, dass Eindeutigkeit kein
einfaches Konzept fiir Grammatiken ist.

Satz 8.4 Fs ist algorithmisch unentscheidbar, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik
eindeutig oder mehrdeutig ist. O

Wir iibertragen nun den Begriff der Eindeutigkeit auf Sprachen.

Definition 8.5 Eine (konteztfreie Sprache Sprache L heifit eindeutig, wenn es eine ein-
deutige kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt. Ansonsten heifit eine kontextfreie
Sprache mehrdeutig.

Eindeutige Sprachen sind also diejenigen, die von eindeutigen Grammatiken erzeugt wer-
den. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass es auch eine mehrdeutige Grammatik gibt, die
die eindeutige Sprache erzeugt (siehe das folgende Beispiel). Fiir mehrdeutige Sprachen
gibt es keine sie erzeugende eindeutige Grammatiken, d.h. alle die Sprache erzeugenden
Grammatiken sind mehrdeutig.
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Beispiel 8.6 Die Sprache L(H;) aus Beispiel 8.3 ist eindeutig. Wir miissen also zeigen,
dass es aufler der mehrdeutigen Grammatik H, noch eine eindeutige Grammatik Hj gibt,
die auch L erzeugt. Dies leistet z.B. die Grammatik

Hs = ({S, A}, {a,0},{S — aSa,5 — A, A — aA, A — b}, S).

Die Grammatik ist eindeutig, da bei jeder Ableitung in Hs zuerst die Regel S — a.S A eine
gewisse Anzahl von Malen angewendet wird (sagen wir m mal), dann eine Anwendung
von S — A folgt, worauf A — aA wieder eine beliebige Anzahl von Malen verwendet
wird (sagen wir n mal), um dann mit A — b zu terminieren. Offensichtlich wird so
a"a™ba™ = a"T™ba™ erzeugt. Hiermit ist dann auch L(H3) = L(Hs) gezeigt.

Eigentlich ist es aufgrund der Definition 8.5 nicht klar, dass es eine mehrdeutige Sprache
gibt (denn es konnte sein, dass jede kontextfreie Sprache durch eine eindeutige Grammatik
erzeugbar ist. Wir wollen nun zeigen, dass es mehrdeutige kontextfreie Sprachen gibt. Fiir
den Beweis brauchen wir die folgende Normalform fiir eindeutige Grammatiken.

Definition 8.7 i) Fiir eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P,S) definieren wir die
Menge U(G) durch

UG)={A| Ae N, A="zAy fir gewisse x,y € T mit vy # \}.

ii) Fine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P,S) heif§t selbstzyklisch, wenn sie folgende
Bedingungen erfiillt:

1. Fir jedes Nichtterminal A € N gibt es eine terminierende Ableitung, d.h. eine Ab-
leitung A =* w mit w € T*.

2. Fir jedes Nichtterminal A € N gibt es eine Ableitung S =—>* wiAws mit gewissen
w1, Wy € T*.

3. Entweder ist S in U(G) enthalten oder S kommt in jeder Ableitung fiir jedes Wort
w € L(G) genau einmal vor.

4. Jedes Nichtterminal A € N\ {S} ist in U(G) enthalten.

Lemma 8.8 Fiir jede eindeutige Grammatik G mit L(G) # 0 gibt es eine selbstzyklische
eindeutige Grammatik G' mit L(G) = L(G").

Beweis. Die Bedingungen 1. und 2. lassen sich einfach dadurch erfiillen, dass wir alle
Nichtterminale, die 1. oder 2. (oder beide Bedingungen) nicht erfiillen und alle Regeln,
in denen diese auf der linken oder rechten Seite vorkommen, streichen. Es ist einfach
zu sehen, dass hierdurch die erzeugte Sprache Sprache nicht verdndert wird, wenn L(G)
nicht leer ist (ein formaler Beweis ist im Wesentlichen schon im Beweis von Satz 5.21
enthalten). Durch diesen Schritt werden existierende terminierende Ableitungen nicht
verdndert, womit Eindeutigkeit erhalten bleibt.

Wir zeigen nun, dass Bedingung 3. auch erfiillt ist. Dazu nehmen wir an, dass es eine
Ableitung gibt, in der S mindestens zweimal vorkommt. Dann gilt S =—* w;Swy =—*
wiwwy € T*. Falls wywy # lambda gilt, so ist S € U(G). Daher nehmen wir nun an,
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dass w; = wy = A ist. Dann gibt es Linksableitungen S =—* SU und U =* A, wobei
U e (NUT)* ist. Dann haben wir fiir ein Wort z aus L(G) aber die zwei verschiedenen
Linksableitungen

S="2z und S="95U=":20 = z.

Folglich ist G nicht eindeutig im Widerspruch zur Voraussetzung.
Es sei N = {S, Ay, Ay, ... Ax}. Wir konstruieren nun eine Folge von eindeutigen Gram-
matiken Go, G1,. .., G, derart, dass fiir 1 <14 < k fiir die Grammatik G; = (N;, T, P}, S)
gilt, dass

A;j ¢ N;oder A; e U(G;) fir 1 < j <4 (8.1)

gilt. Die Konstruktion der Grammatiken erfolgt induktiv.

Offenbar erfiillt Gy = G die Forderung (8.1).

Sei nun G;_1 = (N;_1, T, P,_4, S) bereits konstruiert. Jedes A; mit 1 < j <1 — 1 kommt
also entweder in N;_; nicht vor oder liegt in U(G_;). Falls A; € U(G;_;) liegt, so setzen
wir G; = G,;_1 und folglich erfolgt G; die Forderung (8.1). Falls A; ¢ U(G;_1) gilt, so seien
A; — p1, A; — pa,..., A — p, die Regeln mit rechter Seite A; in G;_;. Dann kann A;
in keinem der Worter pg, 1 < s < r, vorkommen. Denn wenn A; — p, = ¢1 A;¢o fiir ein s,
1 < s <, gilt so gibt es auch eine Ableitung A; =—* ¢ A;¢5 mit q},¢5 € T*, 1 =" ¢,
und go =" ¢5. Bei ¢} ¢4 # X ist A; in U(G,_1) im Widerspruch zu unserer Voraussetzung,
und bei ¢j¢y = A existiert eine Ableitung A; =* A, die analog zu Obigem zu einem
Widerspruch zur Eindeutigkeit fiihrt. Nun konstruieren wir G;, indem wir die Regel mit
rechter Seite A; alle streichen und jedes Vorkommen von A; in einer linken Seite durch
alle ps, 1 < s <r, ersetzen. Die so konstruierte erzeugt die gleiche Sprache wie L(G;_1),
da nur die einmal vorzunehmenden Ersetzungen A; — p, schon in der Regel realisiert
sind. Auflerdem ist klar, dass die Konstruktion die Eindeutigkeit erhélt. Weiterhin folgt
aus der Konstruktion sofort, dass G; Forderung (8.1) erfiillt. ! O

Satz 8.9 Die Sprache
L={a"b"c"|n>1,m>1}U{a"b"c" |n>1,m>1}
15t mehrdeutig.

Beweis. Angenommen, L ist nicht mehrdeutig. Dann gibt es eine eindeutige Grammatik
G mit L = L(G). Wegen Lemma 8.8 kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
voraussetzen, dass G selbstzyklisch ist.

Wir zeigen nun zuerst, dass jedes Nichtterminal A # S von genau einem der folgenden
Typen ist:

Typ (a) Es gibt eine natiirliche Zahl m > 1 und Wérter u und v so, dass A = uAv
und entweder uv € {a}* oder uv € {c}* gelten.

Typ (b) Es gibt eine natiirliche Zahl m > 1 derart, dass A =* a™Ab™ gilt.

!Der Leser mache sich klar, dass die Aussage von Lemma 8.8 auch ohne die Eindeutigkeit gilt. Denn
die Eindeutigkeit wird nur benutzt, um Ableitungen der Form A =* A auszuschlieflen. Dies kann aber
auch dadurch geschehen, dass man zuerst Regel der Form A — A und A — B eliminiert, was nach den
Normalformen aus Abschnitt 2.2 moéglich ist.
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Typ (c) Es gibt eine natiirliche Zahl m > 1 derart, dass A =* b Ac™ gilt.

Wegen der Selbstzyklizitdt von G gibt es fiir A eine Ableitung A =—* uAv mit uwv € T™
und uv # A. Falls in u zwei Buchstaben aus {a,b,c} vorkommen, so hat u die Form
u = wirusyusz mit x,y € {a,b,c} und z # y. Wegen der Existenz einer Ableitung
S =" 21Azy =" 21229 mit 29, 29,2 € T* (wegen der Forderungen 1. und 2. bei der
Selbstzyklizitdt) haben wir auch eine Ableitung der Form

S =" Az =" ziuirusyusAvze = 21U TULYUSU TUSY U3 AVV 2o

=" 21U TUYUIUL TULYU3ZVV 29 € T

Damit liegt zjujxusyusuirusyuszvvzs in L(G). Dies widerspricht aber L(G) = L, da in
L der Buchstabe x nicht gleichzeitig vor und nach dem Buchstaben y mit x # y auftreten
kann. Analog kann man zeigen, dass auch ¢ keine Vorkommen von zwei verschiedenen
Buchstaben enthalten kann. Wir diskutieren nun die méglichen Félle fiir v und v.
Es sel u = a™ fiir eine Zahl m > 1. Ist auch v € {a}*, so ist A vom Typ (a). Es sei nun
q = b" fiir ein n > 1. Wegen den Forderungen 1. und 2. der Selbstzyklizitéit gibt es eine
Ableitung

S =" 21 Az, =" a"b°¢' (8.2)

mit r = s oder s = t. Wenden wir auf A a-mal hintereineinander A =* a™ Ab™ an, so
ergibt sich das Wort a"™*™p*Tonct, Bei der Wahl o = t gilt sicher s + tn # t. Folglich gilt
T+ am = s+ an. Dann ergibt sich bei (« + 1)-maliger Anwendung noch 7 + (o + 1)m =
s + (o + 1)n, woraus dann n = m folgt. Damit ist A vom Typ (b). Es sei nun v = ¢"
fiir ein n > 1. Dann ergibt wieder aus (8.2) die Ableitbarkeit von a"t*mbsc!tom € L(G).
Durch die Wahl von « kann erreicht werden, dass r + am und ¢t + an von s verschieden
sind. Dies widerspricht L = L(G).

Es sei u = 0™ fiir ein m > 1. Dann gilt wegen der Reihenfolge der Buchstaben in den
Wortern von L entweder v = b" oder v = ¢" fiir ein n > 0. Im ersten Fall erhalten wir aus
(8.2), dass a"bstemtenct in (@) liegt, und erhalten einen Widerspruch, da bei passender
Wahl von a das Wort a”b*Te™m*Tonct nicht in L liegt. Im zweiten Fall kénnen wir wie oben
m = n zeigen, womit A vom Typ (c) ist.

Es sei u = ¢™ fiir ein m > 1. Dann gilt auch v € {¢}" und damit liegt Typ (a) vor.

Falls u = X ist, soist v # A. Beiv € {a}* und v € {c}* ist A vom Typ (a). Bei v = b" fiir
ein n > 0 konnen wir alle Worter a”b't"¢! in G erzeugen, die aber bei passender Wahl
von « nicht in L liegen.

Damit ist gezeigt, dass jedes Nichtterminal A # S mindestens einem Typ angehort. Wir
zeigen jetzt, dass es nicht zwei verschiedenen Typen angehoren kann. Angenommen, A ist
vom Typ (a) und vom Typ (b). Dann gibt es Ableitungen A =* 2/ Az9 mit x € {a, ¢},
f+g>1und A =* ™A™ fiir ein m > 1. Dann gibt es aber auch eine Ableitung
A = am AP =* a™xf Ax9b™. Wegen der Reihenfolge der Buchstaben ist 2 = ¢ nicht
moglich. Bei x = a und g # 0 haben wir eine Ableitung A =—* uAwv, bei der v zwei
verschiedene Buchstaben enthélt. Oben haben wir gezeigt, dass dies unméglich ist. Falls
g = 0 ist, so muss nach Obigem m + f = m gelten. Dies impliziert aber f = 0 im
Widerspruch zu f + g > 1.

Analog erhalten wir, dass es nicht moglich ist, dass A sowohl vom Typ (a) als auch vom
Typ (b) ist.
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Sei daher A vom Typ (b) und vom Typ (c). Dann haben wir Ableitungen A =* a™Ab™
und A =* V" Ac™, aus denen sich die Ableitung A =* a™Ab™ =—* "™ Ac™ b
ergibt, die nach Obigem unmdéglich ist.

Folglich ist jedes Nichtterminal A von genau einem der Typen (a), (b) oder (c).

Wegen der Selbstzyklizitdt der Grammatik G kommt S in jeder genau einmal vor, oder
S € U(G). Wir zeigen nun, dass die zweite Moglichkeit nicht eintreten. Wir nehmen das
Gegenteil an und werden einen Widerspruch herleiten.

Falls S € U(G) gilt, so gibt es terminale Worter x und y mit S =* xSy und zy # A. Da
abc?, a?bc und abe in L liegen, gibt es Ableitungen S =* abc? und S =* a?bc. Damit
gibt es auch die Ableitungen

S = xSy = zabc®y und S = =Sy = wa’bey.

Somit liegen xabc’*y und xa?bey auch in L. Da auflerdem z und y Potenzen von einem
Buchstaben a oder b oder ¢ sein miissen, gibt es fiir x und y nur die Moglichkeiten

r=a"undy=X oder z=Aundy=c" oder x=a" und y ="

mit gewissen positiven ganzen Zahlen m und n. Dann gilt im ersten Fall zabc?y = a™!bc?,
im zweiten Fall za?bcy = abc™! und im dritten Fall za?bcy = a™+?bc™ ™! mit gewissen
m,n > 1. Dies widerspricht aber in allen Féllender Form der Worter in L.

Es sei

S =" U1A1U1 —" U1UQA2’U2 =" .. =" UiUsg . . . UTATUTUT—I ... U1

=" UUg ... Up WV Vp_1 ... V1

eine Ableitung, in der keine Nichtterminale vom Typ (b) oder (c¢) vorkommen. Ferner
beginne jeder Teilableitung

*
ujug . .. ui—lAi—lvi—l L U == UUy. .. ui_luiAivivi_l ..U

mit der Anwendung einer Regel, deren rechte Seite mindestens einmal den Buchstaben b
enthéilt. Dann sind die Buchstaben A;, A,, ..., A, alle paarweise verschieden. Wére dies
nicht der Fall, so gibt es eine Ableitung A; =" x1bxyA;x3 oder A; =—* 11 Axsbx3, womit
A; vom Typ (b) oder (c) wire. Damit werden Regeln mit Vorkommen von b auf der
rechten Seite in einer Ableitung ohne Nichtterminale vom Typ (b) oder (c) hochstens u
mal fiir ein passendes p angewendet. Daher enthélt jedes Wort, das durch eine Ableitung,
in der keine Nichtterminale vom Typ (b) oder (¢) vorkommen, héchsten s - Vorkommen
von b (jede Regel mit einem Vorkommen von b produziert hochstens s Vorkommen von b.
Fiir jedes Nichtterminal A vom Typ (b) oder (¢) wéhlen wir nun eine Zahl m(A) derart,
dass A =" a™W A bzw. A = b Ac™A) gilt. Wir withlen nun p so, dass

— p>S-puist,

— fiir jedes X vom Typ (b) oder (¢) m(X) ein Teiler von p ist. Wir betrachten nun eine
Ableitung von w = aPb?c?®. Da mehr als s - u Vorkommen von b in w sind, muss die
Ableitung mindestens ein Nichtterminal A vom Typ (b) oder (c) enthalten. Wir nehmen
nun an, dass ein Nichtterminal vom Typ (¢) vorkommt. Dann hat die Ableitung die
Form S =* ujAuy =" w mit A vom Typ (c). Es sei m(A) - r = p. Durch r-malige
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Anwendung der Ableitung A =* bW Ac™A) erzeugen wir p zusitzliche Buchstaben b
und p zusitzliche Buchstaben ¢, d.h. wir erhalten S =* a?b*c* und damit ein Wort,
dass nicht in L liegt. Daher kommen in der Ableitung von w nur Nichtterminale der
Typen (a) und (b) und mindestens ein Nichtterminal A" vom Typ (b) vor. Dann gibt es
ein s mit m(A’) - s = p. Wir wenden A’ =* a™) A'p™4) zusiitzlich s-mal an, wodurch
a®b®c?® entsteht. Daher gibt es eine Ableitung von a?b*¢? . in der nur Nichtterminale
der Typen (a) und (b) und mindestens ein Nichtterminal vom Typ (b) vorkommen. Mit
gleicher Argumentation kann man (ausgehend von a?’bPcP) zeigen, dass es eine Ableitung
von a?’b*c? gibt, in der nur Nichtterminale der Typen (a) und (¢) und mindestens ein
Nichtterminal vom Typ (c) vorkommen. Damit gibt es fiir a??b*c* zwei verschiedene
Linksableitungen, was der Eindeutigkeit widerspricht. O
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