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Kapitel 3

Erganzungen 1 :
Weitere Modelle der Berechenbarkeit

3.1 Rekursive Funktionen

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir berechenbare Funktionen als von Programmen
bzw. TURING-Maschinen induzierte Funktionen eingefiihrt. In diesem Abschnitt gehen
wir einen Weg, der etwas direkter ist. Wir werden Basisfunktionen definieren und die-
se als berechenbar ansehen. Mittels Operationen, bei denen die Berechenbarkeit nicht
verlorengeht, werden dann weitere Funktionen erzeugt.

Wir geben nun die formalen Definitionen. Als Basisfunktionen betrachten wir:
e die nullstellige Funktion Z, : Ny — Nj, die den (konstanten) Wert 0 liefert,

e die Funktion S : Ng — Ny, bei der jeder natiirlichen Zahl ihr Nachfolger zugeordnet
wird,

e die Funktion P : Ny — N, bei der jede natiirliche Zahl n > 1 auf ihren Vorgénger
und die 0 auf sich selbst abgebildet wird,

e die Funktionen P : Nj — Ny, die durch
-Pin(xlnya s 7xn) =T
definiert sind.

Anstelle von S(n) schreiben wir zukiinftig auch - wie iiblich - n + 1. P/ ist die iibliche
Projektion eines n-Tupels auf die i-te Komponente (Koordinate).

Als Operationen zur Erzeugung neuer Funktionen betrachten wir die beiden folgenden
Schemata:

o Kompositionsschema: Fiir eine m-stellige Funktion g und m n-stellige Funktionen
fi, fo, ..., fm definieren wir die n-stellige Funktion f vermoge

flzr, 2, .. x) = g(fi(zr, @, .., 20), fo(T1, oy oy X0), ooy f(X1, T2y oo ).
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o Rekursionsschema: Fiir fixierte natiirliche Zahlen x1, 25 ..., x,, eine n-stellige Funk-
tion ¢ und eine (n+2)-stellige Funktion h definieren wir die (n+1)-stellige Funktion
f vermoge

f(xla-r?a cee axnvo) = g(:ﬁ,:@, s 7xn)7

flzy, 20,z y+ 1) = h(xy,zo, ... 20, y, (21,22, ..., Tp, y)).

Zuerst erwihnen wir, dass das Kompositionsschema eine einfache Formalisierung des ., Ein-
setzens® ist.

Wir merken an, dass das gegebene Rekursionsschema eine parametrisierte Form der klas-
sischen Rekursion

f(0) = ¢
flu+1) = h(y, f(y)),

wobei ¢ eine Konstante ist, mit den Parametern zq, x,, ..., z, ist.

Fiir das Kompositionsschema ist sofort einzusehen, dass ausgehend von festen Funktionen
g, f1, fo, .-, [m genau eine Funktion f definiert wird. Wir zeigen nun, dass dies auch fiir
das Rekursionsschema gilt, wobei wir (um die Bezeichnungen einfach zu halten) dies nur
fiir die klassische parameterfreie Form durchfithren. Zuerst einmal ist klar, dass durch das
Schema eine Funktion definiert wird (fiir y = 0 ist der Wert festgelegt, fiir y > 1 lésst er
sich schrittweise aus der Rekursion berechnen). Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Seien
dazu f; und f5 zwei Funktionen, die den Gleichungen des Rekursionsschemas geniigen.
Mittels vollstédndiger Induktion beweisen wir nun f;(y) = fo(y) fiir alle natiirlichen Zahlen
y. Laut Schema gilt fiir y = 0 die Beziehung

f1(0) = £2(0) = ¢,

womit der Induktionsanfang gezeigt ist. Sei die Aussage schon fiir alle natiirlichen Zahlen
r < y bewiesen. Dann gilt

fily +1) = h(y, f1(y)) = h(y, fo2(y)) = foly + 1),

wobel die erste und letzte Gleichheit aus dem Rekursionsschema und die zweite Gleichheit
aus der Induktionsvoraussetzung folgen.

Definition 3.1 Eine Funktion f : Nij — Ng heifit primitiv-rekursiv, wenn sie mittels
endlich oft wiederholter Anwendung von Kompositions- und Rekursionsschema aus den
Basisfunktionen erzeugt werden kann.

Wir lasssen dabei auch die 0-malige Anwendung, d. h. keine Anwendung, als endlich oft-
malige Anwendung zu; sie liefert stets eine der Basisfunktionen.

Beispiel 3.2 a) Ausgehend von der Basisfunktion S gewinnen wir mittels Kompositi-
onsschema die Funktion f mit f(n) = S(S(n)), aus der durch erneute Anwendung des
Kompositionsschemas f’ mit f'(n) = S(f(n)) = S(S(S(n))) erzeugt werden kann. Offen-
bar ordnen f bzw. f’ jeder natiirlichen Zahl ihren zweiten bzw. dritten Nachfolger zu.
Beide Funktionen sind nach Definition primitiv-rekursiv.
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b) Wegen x = P(S(x)) ist die identische Funktion id : Ny — Ny mit id(z) = = ebenfalls
primitiv-rekursiv.

c¢) Die nullstellige konstante Funktion Z; gehort zu den Basisfunktionen und ist daher
primitiv-rekursiv. Wir zeigen nun, dass auch die n-stellige Funktion Z,, mit Z,,(z1, 2, ..., x,) =
0 fiir alle x1, 9, ..., x, ebenfalls primitiv-rekursiv ist.

Es sei n = 1. Dann betrachten wir das Rekursionsschema

Z1(0)=Zy und  Zy(y+1) = Pi(y, Z1(y)) -

Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion, dass Z; die einstellige konstante Funktion mit
dem Wertevorrat 0 ist. Offensichtlich gilt Z;(0) = 0, da Z, den Wert 0 liefert. Sei nun
schon Z;(y) = 0 gezeigt. Dann ergibt sich aus der zweiten Rekursionsgleichung sofort
Zi(y + 1) = P(y,0) = 0, womit der Induktionsschritt vollzogen ist.
Nehmen wir nun an, dass wir bereits die n-stellige konstante Funktion Z,, mit dem Wert
0 als primitiv-rekursiv nachgewiesen haben, so konnen wir analog zu Obigem zeigen, dass
das Rekursionsschema
Zni1(T1, 29, ..., 0) = Zy(21,22,...2,),
Zns1(x1, e,k y + 1) = ngg(xl, Toy oo Ty Yy Ly (T1, T2y o Ty Y))
die (n + 1)-stellige konstante Funktion 7,1 mit dem Wert 0 liefert.
d) Die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen lassen sich mittels der Rekursions-
schemata
add(z,0) = id(z),
add(z,y+1) = S(P(z,y,add(z,y)))
und
mult(z,0) = Zi(x),
mult(z,y +1) = add(P}(z,y, mult(z,y)), Py(z,y, mult(z,y)))
definieren. Da die Identitét, S, Z und die Projektionen bereits als primitiv-rekursiv nach-
gewiesen sind, ergibt sich damit die primitive Rekursivitit von add und aus der dann die
von mult.
Entsprechend unserer obigen Bemerkung ist klar, dass durch diese Schemata eindeutige
Funktionen definiert sind. Durch einfaches ,,Nachrechnen® iiberzeugt man sich davon, dass
es sich wirklich um Addition und Multiplikation handelt, z.B. bedeutet die letzte Relation

mit der iiblichen Notation add(z,y) = x +y und mult(z,y) = x - y nichts anderes als das
bekannte Distributivgesetz

mult(z,y+1) =z -(y+1) =2+ 2z -y = add(x, mult(z,y)).
d) Durch das Rekursionsschema
sum(0) =0 und sum(y+ 1) = S(add(y, sum(y)))
wird die Funktion

2

definiert, wovon man sich leicht mittels vollstédndiger Induktion iiberzeugen kann.

sum(y) = iz = yy+1)
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Wir betrachten nun die folgende rekursive Definition der Fibonacci-Folge:

f0) = 1, f(1)=1,
fly+2) = fly+1)+ fly)

Fiir diese Rekursion ist nicht offensichtlich, dass sie durch das obige Rekursionsschema
realisiert werden kann, da nicht nur auf den Wert f(y) rekursiv zuriickgegriffen wird. Die
Rekursion fiir die Fibonacci-Folge lésst sich aber unter Verwendung von zwei Funktionen
so umschreiben, dass jeweils nur die Kenntnis der Werte an der Stelle y erforderlich ist.
Dies wird durch das Schema

f1(0) =1, fo(1) =1,
fily +1) = fa(y), foly+1) = fi(y) + fa(y)

geleistet. Hiervon ausgehend fithren wir die folgende Verallgemeinerung des Rekursi-
onsschemas, simultane Rekursion genannt, ein: Fiir n-stellige Funktionen g¢; und die
(n + m + 1)-stelligen Funktionen h;, 1 < i < m, definieren wir simultan die (n + 1)-
stelligen Funktionen f;, 1 <17 < m, durch

filzr, ..., 20,0) = gi(x1, ..., 2), 1 <0 <m,
filz, .. sz y+ 1) =hi(xy, sz, y, [i(T, oY)y fon (T, T, ).

Wir wollen nun zeigen, dass die simultane Rekursion auch nur die Erzeugung primitiv-
rekursiver Funktionen gestattet. Um die Notation nicht unnétig zu verkomplizieren werden
wir die Betrachtungen nur fiir den Fall n = 1 und m = 2 durchfiihren.

Seien die Funktionen C, E, D; und D, mittels der Funktionen & und div aus Ubungs-
aufgabe 10 von Abschnitt 1 durch

) = sum(xy + x3) + o,

) = 0, E(n+1)=E(n)+ (ndivsum(E(n)+1)),
Di(n) = E(n)+ sum(E(n)) & n,

) = E(n)eDi(n)

definiert. Entsprechend der Konstruktion und Ubungsaufgabe 10 von Abschnitt 1 sind
alle diese Funktionen primitiv-rekursiv. Weiterhin rechnet man nach, dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind: Fiir alle natiirlichen Zahlen n, n; und ns gilt

C(D1(n), De(n)) =n, D1(C(ny,n2)) = ny, Do(C(n1,n2)) = no.

Zur Veranschaulichung betrachte man Abbildung 3.1 und priife nach, dass durch E(n)
die Nummer der Diagonalen in der n steht, durch z; 4+ x5 die Nummer der Diagonalen,
in der sich die Spalte von z; und die Zeile von xy kreuzen, durch C(z4, x2) das im Kreu-
zungspunkt der Spalte zu z; und der Zeile zu x5 stehende Element, durch D; und Dy die
Projektionen von einem Element gegeben werden.

Dann definieren wir fiir die gegebenen Funktionen g; und h;, 1 < i < m, die Funktionen
g und h durch

g(x) = Clgi(x), g2(x)),
h(x,y,z) = C(h1($,y,D1<2),D2(2)),hQ(ZL’,y,Dl(Z),DQ(Z)))
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Abbildung 3.1:

die Funktion f durch das Rekursionsschema

f(x,0) = g(),
flz,y+1) = h(z,y, f(z,y))

und die Funktionen f; und fs, die durch das simultane Rekursionsschema erzeugt werden
sollen, durch

filz,y) = Di(f(z,y)) und fo(z,y) = Da(f(z,y))-
Wegen
fi(x,0) = Di(f(2,0)) = Di(g(x)) = Di(C(g1(x), g2(x)) = gs()

fir i € {1,2}, sind die Ausgangsbedingungen des verallgemeinerten Rekursionsschemas
erfiillt, und analog zeigt man, dass die Rekursionsbedingungen befriedigt werden. Diese
Konstruktion von f; und fy erfordert nur das urspriingliche Rekursionsschema (fiir die
Funktion f) und das Kompositionsschema, womit gezeigt ist, dass diese beiden Funktio-
nen primitiv-rekursiv sind.

Aufgrund der eben gezeigten Aquivalenz von Rekursionsschema und simultanem Rekur-
sionsschema werden wir zukiinftig auch von der simultanen Rekursion Gebrauch machen,
um zu zeigen, dass gewisse Funktionen primitiv-rekursiv sind.

Satz 3.3 FEine Funktion f ist genau dann primitiv-rekursiv, wenn sie LOOP-berechenbar
15t.

Beweis: Wir zeigen zuerst mittels Induktion {iber die Anzahl k£ der Operationen zur Er-
zeugung der primitiv-rekursiven Funktion f, dass f auch LOOP-berechenbar ist.

Sei k = 0. Dann muss die zu betrachtende Funktion f eine Basisfunktion sein. Die Tabelle
in Abbildung 3.2 gibt zu jeder Basisfunktion f ein LOOP-Programm II mit ®&r; = f.
Damit ist der Induktionsanfang gesichert.

Wir fithren nun den Induktionsschritt durch. Sei dazu f eine Funktion, die durch k-
malige, £ > 1, Anwendung der Operationen erzeugt wurde. Dann gibt es eine Operation,
die als letzte angewendet wurde. Hiernach unterscheiden wir zwei Fille, welche der beiden
Operationen dies ist.

Fall 1. Kompositionsschema. Dann gilt

fley,zo o) = g(filzr, . xn)s ooy [T, oo, ),
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f II

A Ty =

S Ty i — S(ﬂfl)
P Ty = P(l’l)
PP Ty =X

Abbildung 3.2:

wobei die Funktionen g, f1, fa, ..., fm alle durch hochstens (k — 1)-malige Anwendung der
Operationen entstanden sind. Nach Induktionsannahme gibt es also Programme II, I1;,
II,, ... II,, derart, dass

(I)H,l :gund q)Hi,l :fz flir 1 Szgm

gelten. Nun priift man leicht nach, dass das Programm

T+l = T1;Tp42 = T25 ... s L2p = Ty,
II}; Topt1 1= T15%1 1= Ty} T2 1= Tpg2; - - 3 Ty 2= T
Iy; Topto 1= T15%1 1= Tpy1; T2 1= Tpg2; ...} Ty 1= Top;

Hm;x2n+m = X,
T 1= Tong1; T2 0= Topg2; - - -3 T 2= Topgm; 11

die Funktion f berechnet (die Setzungen z,,; := x; stellen ein Abspeichern der Eingangs-
werte fiir die Variablen x; dar; durch die Anweisungen z; := x,.; wird jeweils gesichert,
dass die Programme II; mit der Eingangsbelegung der z; arbeiten, denn bei der Abarbei-
tung von II;_; kann die Belegung der z; gedindert worden sein; die Setzungen s, ; := 23

speichern die Werte f;(z1,22,...,x,), die durch die Programme II; bei der Variablen z;
entsprechend der berechneten Funktion erhalten werden; mit diesen Werten wird dann
aufgrund der Anweisungen z; := w9,4; das Programm II gestartet und damit der nach

Kompositionsschema gewiinschte Wert berechnet).

Fall 2. Rekursionsschema. Die Funktion f werde mittels Rekursionsschema aus den n-
bzw. (n+ 2)-stelligen Funktionen g (an der Stelle y = 0) und h (fiir die eigentliche Rekur-
sion) erzeugt. Da sich diese beiden Funktionen durch hochstens (k—1)-malige Anwendung
der Schemata erzeugen lassen konnen, gibt es fiir sie Programme II iiber den Variablen
Ty, Ta, ... 2, und I’ iiber den Variablen xy, x9,...,y, z mit 5 ; = g und @y = h (wobei
wir zur Vereinfachung nicht nur Variable der Form z;, wie in Abschnitt 1.1.1 gefordert,
verwenden). Wir betrachten das folgende Programm:

Y =0, Tpy1 1= 21 Tpgo 7= Ta; . Loy 1= Ty L 2 0= 1y

LOOP ¢ BEGIN =z, :=z,11; ...y := Top; II'; 2 := 215y := S(y) END;
T ‘=2

und zeigen, dass dadurch der Wert f(z1,xs,...,2,, ") berechnet wird.

Erneut wird durch die Variablen x,.; die Speicherung der Anfangsbelegung der Varia-
blen z; gewéhrleistet. Ist 4’ = 0, so werden nur die erste und dritte Zeile des Programms
realisiert. Daher ergibt sich der Wert von II bei der ersten Variablen, und weil II die
Funktion ¢ berechnet, erhalten wir g(xy,zs,...,2,), wie es das Rekursionsschema fiir
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f(z1,xa,. .., 2,,0) erfordert. Ist dagegen ¢’ > 0, so wird innerhalb der LOOP-Anweisung
mit z = f(x1,%2,...,%,,y) der Wert f(xq1,2,...,y+ 1) berechnet und die Variable y um
Eins erhoht. Da dies insgesamt von y = 0 und f(z1, 2, ...,2,,0) = g(x1, 22, ..., z,) (aus
der ersten Zeile) ausgehend, y’-mal zu erfolgen hat, wird tatséchlich f(z1,zo,...,2,,Yy)
als Ergebnis geliefert.

Damit ist der Induktionsbeweis vollsténdig.

Wir zeigen nun die umgekehrte Richtung. Wir gehen analog vor, werden vollstdndige
Induktion iiber die Programmtiefe ¢ benutzen und sogar zeigen, dass jede von einem
LOOP-Programm II berechnete Funktion ®r;, 7 > 1 eine primitiv-rekursive Funktion
ist.

Es sei t = 1. Dann bestehen die Programme aus den Wertzuweisungen. Wenn wir die
im ersten Teil dieses Beweises gegebenen Tabelle von rechts nach links lesen, finden wir
zu jeder derartigen Wertzuweisung die zugehorige primitiv-rekursive Funktion, die iden-
tisch mit der vom Programm berechneten Funktion ist. Damit ist der Induktionsanfang
gesichert.

Sei nun IT ein Programm der Tiefe ¢ > 1. Dann gilt IT = II;; II; oder I=LOOP y BEGIN
II" END fiir gewisse Programme II;, I, II" mit einer Tiefe < ¢ — 1. Nach Induktionsan-
nahme sind dann alle Funktionen ®y, ;, @1, ;, Py ; primitiv-rekursiv.

Ist II als Nacheinanderausfithrung von II; und I, gegeben, so ergeben sich fiir die von II
berechneten Funktionen die Beziehungen

@H,j<x1a .. fL’n) = ®H27j(®H171($1, Ce 71'71)7 ®H172(£E1, e ,J,’n), ey Q)Hl,m(l‘ly N ,J,’n))

Damit entstehen die von II berechneten Funktionen mittels des Kompositionsschems aus
primitiv-rekursiven Funktionen und sind daher selbst primitiv-rekursiv.

Sei nun [I=LOOP y BEGIN II' END, wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass y nicht unter den Variablen x1, o, ..., z, des Programms II' vorkommt
(siche Ubungsaufgabe 5). Dann werden die von II berechneten Funktionen durch das
folgende simultane Rekursionsschema bestimmt:

(pH,j(flfl,...,ZEn,O) - -F)J’-n(xh...,l'n),

Oy (1, 2p,y+1) = P i(Prna(zr, .20, y)s oo, Prip (1, o0, 20, Y))

(die erste Gleichung legt den Wert der Variablen vor Abarbeitung des Programms fest;
um zum Wert fiir y > 0 zu kommen, wird das Programm II' entsprechend der zweiten
Gleichung stets wieder ausgefiihrt, wobei die im vorhergehenden Schritt erhaltenen Funk-
tionswerte als Eingaben dienen (siehe Kompositionsschema); wie beim LOOP-Programm
ist y-malige Nacheinanderausfithrung zur Gewinnung von @y j(x1,. .., z,,y) notwendig.
Damit ist der Induktionsbeweis auch fiir diese Richtung gefiihrt. O

Wir wollen nun eine weitere Operation zur Erzeugung von Funktionen einfiihren, die es
uns gestattet, auch partielle Funktionen zu erhalten (mittels Kompositions- und Rekur-
sionsschema erzeugte Funktionen sind offenbar total).

e 1-Operator: Fiir eine (n+1)-stellige Funktion & definieren wir die n-stellige Funktion
f wie folgt. f(x1,2s,...,z,) = 2z gilt genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:
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- h(x1,ma. ..., 2y, y) ist fiir alle y < z definiert,
- h(xy, 29, ..., T, y) # 0 fir y < z,
- h(zy, 29, ..., 2y, 2) = 0.

Wir benutzen die Bezeichnungen

fl@y, . xy) = (uy)[h(xy, ..., @0, y) = 0] bzw. [ = (uy)[h].

Intuitiv bedeutet dies, dass fiir die festen Parameter x1, zs, ..., x, der kleinste Wert von
z bestimmt wird, fiir den h(xy, 2o, ..., x,, 2) = 0 gilt (wobei bei nicht iiberall definierten
Funktionen zusétzlich verlangt wird, dass fiir alle kleineren Werte y als z das Tupel
(1,9, ...%,,y) im Definitionsbereich liegt, sonst ist f an dieser Stelle nicht definiert).

Beispiel 3.4 a) Es gilt

0 firxz=0

(uy)ladd(z, y)] = {m’cht definiert sonst

(fiir x = 0 ist wegen 0+ 0 = 0 offenbar z = 0 der gesuchte minimale Wert; fiir = > 0 gilt
auch z +y > 0 fiir alle y, und daher existiert kein z mit der dritten Eigenschaft aus der
Definition des pu-Operators).

b) Es sei
h(z,y) = [92% — 102y + y?|.

Durch Anwendung des pu-Operators auf h entsteht die Identitdt, d.h. f mit f(z) = x fiir
alle x.

Dies ist wie folgt leicht zu sehen. Fiir einen fixierten Wert von z ist (uy)[h(x,y)] die
kleinste natiirliche Nullstelle des Polynoms 9% — 102y + y? in der Unbestimmten y. Eine
einfache Rechnung ergibt die Nullstellen z und 9z. Somit gilt

f(x) = (uy)[h(z,y)] = .

Wir wollen nun eine Erweiterung der primitiv-rekursiven Funktionen mittels p-Operator
entsprechend Definition 3.1 vornehmen. Da jedoch durch die Anwendung des pu-Operators
Funktionen entstehen konnen, deren Definitionsbereiche echte Teilmengen von INj sind,
miissen wir zuerst Kompositions- und Rekursionsschema auf diesen Fall ausdehnen.
Beim Kompositionsschema ist f(z1,za,. .., 2,) genau dann definiert, wenn fiir 1 <i <n
die Funktionen f; auf dem Tupel x = (21, %2,...,2,) und g auf (fi(z), fo(x),..., fm(x))
definiert sind. In &hnlicher Weise kann das Rekursionsschema erweitert werden; die Details
dazu iiberlassen wir dem Leser.

Definition 3.5 Eine Funktion f : Nj — Ng heifit partiell-rekursiv, wenn sie mittels
endlich oft wiederholter Anwendung von Kompositionsschema, Rekursionsschema und pi-
Operator aus den Basisfunktionen erzeugt werden kann.

Satz 3.6 Eine Funktion ist genau dann partiell-rekursiv, wenn sie LOOP/WHILE-
berechenbar ist.
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Beweis: Wir gehen wie beim Beweis von Satz 3.3 vor.

Daher reicht es in der ersten Richtung zusétzlich zu den dortigen Fakten zu zeigen, dass
jede partiell-rekursive Funktion f, die durch Anwendung des pu-Operators auf h entsteht,
LOOP/WHILE-berechenbar ist. Nach Induktionsannahme ist h LOOP/WHILE-be-
rechenbar, also h = @y ; fiir ein Programm II. Um den minimalen Wert z zu berechnen,
berechnen wir der Reihe nach die Werte 3y’ an den Stellen mit 0,1, 2, ... fiir die Variable
y und testen jeweils, ob der aktuelle Wert von ¢y’ von Null verschieden ist. Formal ergibt
sich folgendes Programm fiir f:

y:=0;Tpe1 =215 ... Top := Tp; Iy = 29
WHILE ¢ # 0 BEGIN y := S(y); 71 := Tpy1,- -, Tp := Top; ;Y := 21 END;
Ty =Yy

In der umgekehrten Richtung ist noch die WHILE-Anweisung zusétzlich zu betrachten.
Sei also II” = WHILE z;, # 0 BEGIN II” END, wobei nach Induktionsannahme alle
Funktionen @1y ; partiell-rekursiv sind. Wir konstruieren zuerst die gleichen Funktionen
®p; wie bei der Umsetzung der LOOP-Anweisung im Beweis von Satz 3.3. Nach den
dortigen Uberlegungen gibt Py (71, xa, . . . Ty, y) den Wert der Variablen x; nach y-maliger
Hintereinanderausfithrung von II" an. Die ®yy; sind partiell-rekursive Funktionen, da sie
durch Anwendung des simultanen Rekursionsschemas auf partiell-rekursive Funktionen
entstanden sind. Wir betrachten nun die Funktion

w(zy, ..., xn) = (Y)[Prur(ze, ..., Tny y)],

die nach Definition die kleinste Zahl von Durchlaufen von IT" liefert, um den Wert 0 bei
der Variablen xj zu erreichen. Entsprechend der Semantik der WHILE-Anweisung bricht
diese genau nach w(xy,...,x,) Schritten ab. Folglich gilt

Oy (21, .oy xy) = Prry(ze, .. wp, w(Ty, .o 2y))

(da die rechten Seiten den Wert der Variablen z; nach w(zy,...,z,) Hintereinander-
ausfithrungen von II’ und damit bei Abbruch der WHILE-Anweisung angeben). Entspre-
chend dieser Konstruktion ist damit jede von II” berechnete Funktion partiell-rekursiv. O

Wir bemerken, dass die Beweise der Sétze 3.3 und 3.6 eine enge Nachbarschaft zwi-
schen dem Berechenbarkeitsbegriff auf der Basis von LOOP/WHILE-Programmen ei-
nerseits und partiell-rekursiven Funktionen andererseits ergibt, da die Wertzuweisungen
den Basisfunktionen, die Hintereinanderausfithrung von Programmen dem Kompositions-
schema, die LOOP-Anweisung dem Rekursionsschema und die WHILE-Anweisung dem
u-Operator im wesentlichen entsprechen.

Durch Kombination der Satze 1.10 und 3.6 erhalten wir die folgende Aussage.

Folgerung 3.7 FEs gibt eine totale Funktion, die nicht partiell-rekursiv ist. O
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3.2 Registermaschinen

Wir wollen nun einen Berechenbarkeitsbegriff behandeln, der auf einer Modellierung der
realen Rechner basiert.

Definition 3.8 i) Eine Registermaschine besteht aus den Registern
B, Cy, C,Cy,...,Cp, ...

und einem Programm.

B heifit Befehlszihler, Cy heifit Arbeitsregister oder Akkumulator, und jedes der Register
C;, 1 > 1, heifit Speicherregister.

Jedes Register enthdlt als Wert eine natiirliche Zahl.

ii) Unter einer Konfiguration der Registermaschine verstehen wir das unendliche Tupel

(b, coyCryveyCnyeen)s

wobei

e das Register B die Zahl b € Nq enthiilt,
e fiirn > 0 das Register C,, die Zahl c,, € Ny enthdlt.

iii) Das Programm ist eine endliche Folge von Befehlen. Durch die Anwendung eines
Befehls wird die Konfiguration der Registermaschine gedndert. Die folgende Liste gibt
die zugelassenen Befehle und die von ihnen jeweils bewirkte Anderung der Konfigurati-
on (b, Co,C1y. .. Cny-..) in die Konfiguration (0, cpy,c),...,c,,...) an, wobei fir die nicht
angegebenen Komponenten u' = u gilt:

FEin- und Ausgabebefehle:

LOAD i , i €N V=b+1 ¢,=c¢
ILOAD 7, €N V=0b+1 c¢y=c,
CLOAD i, ie€N, b =b+1 ¢ =i
STORE i, €N V=0+1 ¢ =c
ISTORE ¢, 1€ N V=0b+1 c, =co
Arithmetische Befehle:
ADD i, i€ N V=b+1 ¢g=co+¢
CADD i, ieN W =b+1 cy=co+i
SUBi, ieN bW=0b+1 cg:{CO_Ci fir co 2 ¢
0 sonst
CSUBi, €N bW =b+1 cg:{CO_i Jiir co 2 i
0 sonst
MULT ¢, ‘€N V=b+1 c¢y=coxq¢
CMULT i, i€ N W =b+1 cy=co+i
. ) Co/C; ur ¢; > 0
IV, teN F=b+1 Cloz{bi(;étJdeﬁmert Jgonst
CDIV 7, 1€ N V=0b+1 ngtco/ij
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Sprungbefehle:

GOTO i , PN W —i

IF ¢o=0 GOTO i, ieN b/:{l falls co = 0
b+1 sonst

Stopbefehl:

END

Eine Registermaschine lésst sich entsprechend Abb. 3.3 veranschaulichen.

4. Speich
Programm peicher “
1. Bofehl 3. Speicher 3
2. Befehl 2. Speicher Co
n-ter Befehl 1. Speicher c1
b o
Befehlszahler Akkumulator

zentrale Recheneinheit

Abbildung 3.3: Registermaschine

Bei den Eingabebefehlen LOAD ¢ bzw. CLOAD ¢ wird der Wert des i-ten Registers bzw. die
Zahl 7 in den Akkumulator geladen; bei STORE ¢ wird der Wert des Akkumulators in das
i-te Speicherregister eingetragen. Es sei j der Inhalt des i-ten Registers (d.h. ¢; = j); dann
werden durch die Befehle ILOAD 7 bzw. ISTORE ¢ mit indirekter Adressierung der Inhalt
des Registers j in den Akkumulator geladen bzw. der Inhalt des Akkumulators in das j-te
Register gespeichert.

Bei den Befehlen ADD ¢, SUB i, MULT ¢ und DIV ¢ erfolgt eine Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division des Wertes des Akkumulators mit dem Wert des i-ten Speicher-
registers. Da die Operationen nicht aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen herausfiihren
sollen, wird die Subtraktion nur dann wirklich ausgefiihrt, wenn der Subtrahend nicht
kleiner als der Minuend ist und sonst 0 ausgegeben; analog erfolgt die Division nur ganz-
zahlig.

Die Befehle CADD 4, CSUB ¢, CMULT ¢ und CDIV ¢ arbeiten analog, nur dass anstelle des Wertes
des i-ten Registers die natiirliche Zahl i benutzt wird. Dadurch werden auch arithmetische
Operationen mit Konstanten moglich.
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In all diesen Féallen wird der Wert des Befehlsregisters um 1 erhéht, d.h. der néchste Befehl
des Programms wird abgearbeitet. Dies ist bei den Sprungbefehlen grundsétzlich anders.
Bei GOTO ¢ wird als néchster Befehl der i-te Befehl des Programms festgelegt, wahrend
bei der IF-Anweisung in Abhéngigkeit von dem Erfiilltsein der Bedingung ¢y = 0 der
néchste Befehl der i-te bzw. der im Programm auf die IF-Anweisung folgende Befehl des
Programms ist.

Der Befehl END ist ein Stopbefehl.

Definition 3.9 FEs sei M eine Registermaschine wie in Definition 3.8. Die von M indu-
zierte Funktion fyr : N — Ny ist wie folgt definiert: far(xq,x2,...2,) = y gilt genau
dann, wenn M ausgehend von der Konfiguration (1,0, 1, xs,...,2,,0,0,...) die Kon-
figuration (b, co,y, c2,c3,...) fir gewisse b,co,ca,cs,... erreicht und der b-te Befehl des
Programm END ist.

Entsprechend dieser Definition gehen wir davon aus, dass zu Beginn der Arbeit der Regis-
termaschine die ersten n Speicherregister die Werte z1, xs,...,x, und der Akkumulator
und alle anderen Speicherregister den Wert 0 enthalten, die Abarbeitung des Programms
mit dem ersten Befehl begonnen wird und bei Erreichen eines END-Befehls beendet wird
und dann das Ergebnis y im ersten Speicherregister abgelegt ist (die Inhalte der anderen
Register interessieren nicht).

Wir geben nun drei Beispiele.

Beispiel 3.10 Wir betrachten die Registermaschine M; mit dem Programm aus Abb.
3.4.

1 CLOAD 1
2 STORE 3
3 LOAD 2
4 IF ¢y =0 GOTO 12
5 LOAD 3
6 MULT 1
7 STORE 3
8 LOAD 2
9 CSuB1
10 STORE 2
11 GOTO 4
12 LOAD 3
13 STORE 1
14 END

Abbildung 3.4: Programm der Registermaschine aus Beispiel 3.10

Das Programm geht davon aus, dass im ersten und zweiten Register Werte stehen (Befehle
3 bzw. 6), so dass wir davon ausgehen, dass M; eine zweistellige Funktion fu (x,y)
berechnet, wobei x und y zu Beginn im ersten bzw. zweiten Speicherregister stehen.
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My verhélt sich wie folgt: Mittels der ersten zwei Befehle wird der Wert 1 in das dritte
Register geschrieben. Die Befehle 4 — 11 bilden eine Schleife, die sooft durchlaufen wird,
wie y angibt, denn bei jedem Durchlauf wird y um 1 verringert (Befehle 8 — 10). Ferner
erfolgt bei jedem Durchlauf der Schleife eine Multiplikation des Inhalts des dritten Regis-
ters mit = (Befehle 5 — 7). Abschlieflend wird der Inhalt des dritten Registers in das erste
umgespeichert, weil dort nach Definition das Ergebnis zu finden ist. Folglich induziert
diese Registermaschine die Funktion

fun(z,y)=1-2-x-...-x=a"
y mal

M berechnet also die Potenzfunktion.

Beispiel 3.11 Wir betrachten die Registermaschine M, mit dem Programm aus Abb. 3.5
und zu Beginn der Arbeit stehe nur im ersten Register ein moglicherweise von Null ver-
schiedener Wert (in den anderen Registern steht also eine Null).

1 LOAD1
2 IF ¢y =0 GOTO 12
3 LOAD 2
4 CADD 1
5 STORE 2
6 ADD 3

7 STORE 3
8 LOAD 1
9 CSUB 1
10 STORE 1
11 GOTO 1
12 LOAD 3
13 STORE 1
14 END

Abbildung 3.5: Programm der Registermaschine aus Beispiel 3.11

Steht im ersten Register eine Null, so werden wegen des zweiten Befehls die Befehle 12-14
abgearbeitet, durch die die Ausgabe 0 erzeugt wird. Anderenfalls erfolgt ein Durchlaufen
der Befehle 3-5, durch die der Inhalt des Registers 2 um 1 erhéht wird, und anschlieend
der Befehle 6-7, durch die eine Addition der Werte der Register 2 (nach der Erhéhung)
und 3 erfolgt, deren Resultat wieder in Register 3 abgelegt wird. Danach wird der Wert des
Registers 1 um 1 erniedrigt. Diese Befehle werden solange durchgefiihrt, wie in Register 1
keine 0 steht, d.h. diese Schleife wird n mal durchlaufen, wenn n zu Beginn in Register 1
steht, da dieses Register bei jedem Durchlauf um 1 verringert wird. In Register 2 stehen
wéhrend der Durchldufe nacheinander die Zahlen 1, 2, ...n, die in Register 3 aufaddiert
werden. Da der Inhalt des dritten Registers das Resultat liefert, erhalten wir

n

=1
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Beispiel 3.12 Wir gehen jetzt umgekehrt vor. Wir geben uns eine Funktion vor und
wollen eine Registermaschine konstruieren, die diese Funktion induziert. Dazu betrachten

wir die auf einem Feld (oder Vektor) (xy, s, ..., z,) und seiner Lange n durch definierte
Funktion
f(n,xy, x0, ... xy) {O S (3.1)

definierte Funktion.

Wir konstruieren eine Registermaschine, bei der zu Beginn n im ersten Register, z; im
i + 1-ten Register und 0 in allen anderen Registern steht. Die Addition der Elemente
des Feldes realisieren wir, indem wir zum Inhalt des zweiten Registers der Reihe nach die
Werte x,,, x,_1, ..., 2 aus den Registern n+1,n, ..., 3 addieren. Hierbei greifen wir durch
indirekte Adressierung immer auf das entsprechende i-te Register zu, indem wir das erste
Register zuerst auf n+1 setzen und dann bei jeder Addition um 1 verringern. Die Addition
erfolgt solange, wie die Registernummer (im ersten Register), auf die wir zugreifen wollen,
mindestens 3 ist. Fiir diesen ganzen Prozess konstruieren wir eine Schleife.

Die beiden Sonderfélle, n = 0 und n = 1 (bei denen eigentlich keine Addition erfolgt)
lassen sich einfach dadurch realisieren, dass der Inhalt des zweiten Registers (0 bei n =0
und z; bei n = 1) direkt in das Ergebnisregister 1 umgespeichert wird. Diese beiden
Féllen werden wir auflerhalb der Schleife vorab erledigen.

Abschlielend speichern wir das Ergebnis, das in jedem Fall im zweiten Register steht, in
das erste Register um.

Formal ergibt dies das Programm aus Abb. 3.6.

1 LOAD1
2 CSUB1 Befehle 1-3 testen, ob Sonderfall vorliegt
3 IF cg=0G0OTO 15
4 LOAD 1
5 CADD 1 Befehle 4-5 setzen Registernummer fiir Addition auf n + 1
6 STORE 1
7 ILOAD 1
8 ADD 2 Befehle 7-9 addieren ¢;1 1 = x;, n > ¢ > 2, zu ¢
9 STORE 2
10 LOAD 1
11 CSUB 3 Befehle 10-12 testen, ob ¢3 = x5 schon addiert wurde
12 IF ¢y = 0 GOTO 15
13 CADD 2 Verringern der Registernummer ¢ 4+ 1 um 1
14 GOTO 6
15 LOAD 2
16 STORE 1 Befehle 15 und 16 speichern das Ergebnis in das erste Register
17 END

Abbildung 3.6: Programm einer Registermaschine zur Berechnung von (3.1)

Wir wollen nun zeigen, dass Registermaschinen die Funktionen, die von LOOP /WHILE-
Programmen induziert werden, berechnen koénnen.
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Satz 3.13 Zu jedem LOOP /WHILE-Programm 11 gibt es eine Registermaschine M
derart, dass far = P gilt.

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber die Tiefe der LOOP/WHILE-
Programme.

Induktionsanfang k = 1. Dann ist die gegebene Funktion eine der Wertzuweisungen.

Ist x; := 0 die Anweisung, so liefert die Registermaschine mit dem Programm

1 CLOAD 0
2 STORE i
3 END

bereits das gewiinschte Verhalten.
Ist z; := S(z;), so leistet die Registermaschine mit dem Programm

LOAD ]
CADD 1
STORE i
END

=W N

die gewiinschte Simulation.

Fir x; := P(x;) und z; := x; geben wir analoge Konstruktionen.

Induktionsschritt von < k auf k. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden, ndmlich ob als
letzte Operation beim Aufbau der Programme eine Hintereinanderausfithrung oder eine
WHILE-Schleife angewendet wurde (auf die Betrachtung der LOOP-Schleife kénnen wir
wegen der Bemerkung am Ende des Abschnitts 1.1.1 verzichten).
Hintereinanderausfihrung. Es sei I1 = I1y; Iy, und fiir ¢ € {1,2} sei M; die nach Induk-
tionsvoraussetzung existierende Registermaschine mit fp;, = ®, 1. Ferner habe M, das
Programm F;, das aus 7; Befehlen bestehen mége. Weiterhin bezeichnen wir mit p;; den
j-ten Befehl von P,. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass jedes
der Programme P; nur einen END-Befehl enthélt, der am Ende des Programms steht. Wir
modifizieren nun die Befehle des Programms P, dahingehend, dass wir alle Befehlsnum-
mer j in einem Sprungbefehl oder einem bedingten Befehl durch j 4+ r; — 1 ersetzen.
Dadurch entstehe g; aus p;o fiir 1 < j < 7. Dann berechnet die Registermaschine mit
dem Programm

P11
2 P21

ri—1 Pri-11
1 q1
r+2 g

ri+re—1 Qry

die Funktion ®r;.
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WHILE-Schleife Sei II' = WHILEz; # 0BEGINIIEND, und seien pi,ps,...p, die
Befehle einer Registermaschine M mit fy; = @11, wobei wiederum p, = END gelte. Fiir
1 <i < m sei ¢; der Befehl, der aus p; entsteht, indem jede in ihm vorkommende Befehls-
nummern um 2 erhoht werden. Dann berechnet das Programm

1 LOAD:
2 IFcy = 0GOTOr + 3
3 q1
4 q2

r+1 qr—1

r—+2 GOTO1

r+3 END

die von II" indizierte Funktion. O

Um zu zeigen, dass auch umgekehrt jede von einer Registermaschine induzierte Funktion
LOOP/WHILE-berechenbar ist, geben wir nun eine Simulation von Registermaschinen
durch Mehrband-TURING-Maschinen an. Dies ist hinreichend, weil wir aus dem ersten
Teil der Vorlesung wissen, dass bis auf eine Kodierung von TURING-Maschinen induzierte
Funktionen LOOP/WHILE-berechenbar sind.

Da die von TURING-Maschinen induzierten Funktionen Worter in Worter abbilden, wahrend
die von Registermaschinen berechneten Funktionen Tupel natiirlicher Zahlen auf natiirli-
che Zahlen abbilden, miissen wir natiirliche Zahlen durch Worter kodieren. Dies kann z.B.
durch die Binér- oder Dezimaldarstellung der Zahlen erfolgen.

Fiir eine natiirliche Zahl m bezeichne dec(m) die Dezimaldarstellung von n.

Der folgende Satz besagt nun, dass es zu jeder Registermaschine M eine mehrbéndige
TURING-Maschine gibt, die im wesentlichen dasselbe wie M leistet, d.h. auf eine Einga-
be der Dezimaldarstellungen von my,ms,...m, liefert die TURING-Maschine die Dezi-
maldarstellung von fy;(my, ms, ..., m,), also die Dezimaldarstellung des Ergebnisses der
Berechnung von M.

Satz 3.14 Es seien M eine Registermaschine M mit fy; : N™ — N. Dann gibt es eine
3-Band-TURING-Maschine M', deren Eingabealphabet aufler den Ziffern 0,1,2,...9 noch
das Trennsymbol # und das Fehlersymbol F' enthdlt und deren induzierte Funktion

Faur(w) = { dec(far(my, mo,ms,...,my)) w = dec(my)#dec(ms)#dec(ms) ... #dec(m,,)
M F sonst

gilt (auf einer Fingabe, die einem Zahlentupel entspricht, verhdlt sich M' wie M und gibt
bei allen anderen Eingaben eine Fehlermeldung).

Beweis. Wir geben hier keinen vollstdndigen formalen Beweis; wir geben nur die Idee des
Beweises wider; der formale Beweis lisst sich unter Verwendung der Konstruktionen und
Ideen aus den Beweisen der Lemmata 1.21 und 1.22 erbringen.

Wir konstruieren eine 3-Band-TURING-Maschine M’, die schrittweise die Arbeit von M
simuliert:
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Auf dem ersten Arbeitsband speichern wir im Wesentlichen die Konfiguration der Regis-
termaschine. Da diese ein unendliches Tupel ist, kann dies nicht direkt geschehen. Wir
geben dort im wesentlichen die Folge der Nummern und Inhalte der Register an, die im
Laufe der schon simulierten Schritte belegt worden sind. Formal steht auf dem ersten
Band das Wort

07 dec(co) ##dec(ky )t dec(cr, ) dec(ka) Fdec(cr, ) . . . ##dec(ks)Fdec(cr, ) ##

(d.h. durch ## werden die verschiedenen Register voneinander getrennt; es wird stets
die Nummer 0 bzw. k; des Registers, 1 <17 < s, und der Inhalt ¢, bzw. ¢;, angegeben die
durch ein # getrennt sind; in allen anderen Registern steht eine 0; da stets nur endlich
viele Register einer Registermaschine mit von Null verschiedenen Werten belegt werden,
enthélt das erste Band stets nur endlich viele Symbole).

Die gegebene Registermaschine M habe ein Programm mit r Befehlen. Fiir 1 < ¢ < r
konstruieren wir eine TURING-Maschine M;, die eine Anderung des ersten Bandes ent-
sprechend dem i-ten Befehl vornimmt. M; arbeitet nur auf den drei Arbeitsbindern. Nach
der eigentlichen Simulation des Befehls der Registermaschine werden das zweite und dritte
Arbeitsband stets geleert und auf dem ersten Arbeitsband der Kopf zum Anfang bewegt
(d.h. er steht tiber dem ersten #). z; o sei der Anfangszustand und ¢; der Stoppzustand von
M;. Um festzuhalten, welcher Befehl gerade simuliert wird, haben die Zustdnde von M’
die Form (7, z), wobei 1 < i < r gilt und z ein Zustand von M, ist. Fiir eine Anfangsphase
werden noch weitere Zustédnde benotigt.

M’ arbeitet nun wie folgt: Zuerst testet M’, ob die Eingabe die Form wy#wq# . . . #w,,
wobei fir 1 < i < n entweder w; = 0 oder w; = z;y; mit z; € {1,2,...,9} und y; €
{0,1,...,9}* gilt, d.h. ob die Eingabe die Kodierung eines n-Tupels natiirlicher Zahlen
ist.

Ist dies nicht der Fall, so schreibt M’ das Fehlersymbol F' auf das Ausgabeband und
stoppt.

Im anderen Fall schreibt M’ auf das erste Arbeitsband die entsprechend modifizierte
Eingabe

HHOH O H LAt dec(ma) 424 dec(my) . .. #fdec(n)Fdec(m., ) #4.

geht in den Zustand (1, z1 ) iiber, und M; beginnt mit der Simulation des ersten Befehls.
M;, 1 <1 < r, beendet seine Simulation im Zustand (i, ¢;), da wéhrend der Simulation
nur die zu M; gehorende zweite Komponente gedndert wird. M’ geht nun in den Zustand
(4,2j0), wobei j der nach dem i-ten Befehl abzuarbeitende Befehl ist.

Wir geben nun die Arbeitsweise einiger TURING-Maschinen zu Befehlen der Registerma-
schine an, wobei wir nur die Anderung des Inhalts des ersten Arbeitsbandes angeben (es
folgen dann noch die Léschungen auf den anderen Arbeitsbandern und die Kopfbewegung
zum Anfang des ersten Arbeitsbandes).

a) Sei LOAD t der i-te Befehl. Dann schreibt M; zuerst dec(t) auf das zweite Arbeitsband
und testet dann, ob im ¢-ten Register schon etwas gespeichert ist. Dazu lduft sie {iber das
Wort auf dem ersten Arbeitsband und vergleicht stets ob nach zwei aufeinanderfolgenden
# das Wort dec(t) folgt. Hinter dec(t) steht dann #dec(c;)# auf dem ersten Band. M;
leert das zweite Band und kopiert dec(c;) auf das zweite Band. Dann ersetzt M; den Inhalt
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des Akkumulators (zwischen dem dritten und vierten # auf dem Band) durch den Inhalt
dec(c;) des t-ten Registers. Findet M; keinen Eintrag im ¢-ten Register (ist bei Erreichen
eines * gegeben), so wird eine 0 in den Akkumulator geschrieben.

b) Im Fall der indirekten Adressierung ILOAD t schreiben wir zuerst den Inhalt des ¢-ten
Registers in Dezimaldarstellung auf das zweite Band (dieser wird analog zu a) gesucht)
und mit diesem Wert anstelle von dec(t) verfahren wir wie bei a).

c) Ist der i-te Befehl CLOAD t, so schreiben wir gleich dec(t) auf das zweite Band und
kopieren dies in den Akkumulator (zwischen dem dritten und dem vierten Vorkommen
von #).

d) Ist STORE t der i-te Befehl, so kopiert M; den Inhalt dec(cy) des Akkumulators auf
das dritte Band, schreibt dec(t) auf das zweite Band, sucht die Stelle, wo der Inhalt des
t-Registers steht, (dies steht hinter ##dec(t)#) und ersetzt diesen durch den Inhalt des
dritten Bandes. Wird #+#dec(t)# nicht gefunden (d.h. es erfolgte noch kein Eintrag in
dieses Register, so wird dec(t)#dec(co)## an das Wort auf dem ersten Band angefiigt.
e) Ist der i-te Befehl ADD t, so wird zuerst der Inhalt des ¢-ten Registers gesucht und auf das
zweite Band geschrieben. Durch ein # getrennt schreibt M; den Inhalt des Akkumulators
dahinter und addiert beide Zahlen, wobei das Ergebnis auf das dritte Band geschrieben
wird. Dieses Ergebnis schreiben wir in den Akkumulator.

f) Beim Befehl GOTO t &ndern wir direkt den Zustand (4, ;) zu (, z0).

g) Beim Befehl IF ¢, # 0 GOTO t testet M;, ob zwischen dem dritten und vierten # genau
eine 0 steht. Ist dies der Fall geht M’ in den Zustand (¢, z; ), andererfalls in (i +1, z;410).
h) Beim Befehl END wird der Inhalt des ersten Registers (zwischen dem sechsten und
siebenten #) auf das Ausgabeband geschrieben und gestoppt.

Die Konstruktionen fiir die anderen Félle sind analog.

Aus diesen Erklarungen folgt sofort, dass M’ bei Eingabe von der Kodierung eines Zahlen-
tupels schrittweise die Befehle der Registermaschine simuliert und am Ende die Kodierung
des Inhalts des ersten Registers, in dem das Ergebnis der Berechnung der Registermaschi-
ne steht, ausgibt. O

Fassen wir unsere Ergebnisse iiber Beziehungen zwischen Berechenbarkeitsbegriffen zu-
sammen, so ergibt sich folgender Satz.

Satz 3.15 Fliir eine Funktion f sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
o f ist durch ein LOOP /WHILE-Programm berechenbar.
o f st partiell-rekursiv.
o [ ist durch eine Registermaschine berechnenbar.

o [ st bis auf Konvertierung der Zahlendarstellung durch eine TURING-Maschine
berechenbar.

o f st bis auf Konvertierung der Zahlendarstellung durch eine k-Band-TURING-Ma-
schine, k > 1, berechenbar. O
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3.3 Komplexititstheoretische Beziehungen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir nur gezeigt, dass eine gegenseitige Simulation
von TURING-Maschinen und Registermaschinen méglich ist. In diesem Abschnitt wol-
len eine genauere Analyse durchfithren, indem wir noch zusétzlich die Komplexitéat der
Berechnungen betrachten. Daher definieren wir zuerst die Komplexitéit bei Registerma-
schinen. Hierbei nehmen wir eine Beschrankung der (indirekten) arithmetischen Befehle
auf Addition und Subtraktion vor, um etwas realistischer zu sein, da die Komplexitét
der Berechnung einer Multiplikation bzw. Division erheblich héher ist als die von Ad-
dition und Subtraktion. Werden Multiplikation und Division dagegen auf Addition und
Subtraktion zuriickgefiihrt, entstehen realistischere Mafle.

Definition 3.16 Es sei M eine Registermaschine. Die (uniforme) Komplezitit von M
auf (1,29, ..., x,), bezeichnet durch tyr(x1,xs,...,2,) ist als Anzahl der Schritte defi-
niert, die M bis zum Erreichen des END-Befehls auf der Eingabe (1, s, ..., x,) ausfihrt.

Definition 3.17 FEs sei M eine Registermaschine. Wir sagen, dass M t(n)-zeitbeschrinkt
15t, wenn
tM(ajl)va s ,fl’n) S t(n)

fir jede Eingabe (x1, 22, ..., x,) gilt.

Satz 3.18 i) Jede t(n)-zeitbeschrinkte Registermaschine kann durch eine O((t(n))?)-
zeitbeschrinkten 3-Band-TURING-Maschine simuliert werden.

i) Jede t(n)-zeitbeschrinkte Registermaschine kann durch eine O((t(n))®)-zeitbeschrdink-
ten TURING-Maschine simuliert werden.

Beweis. i) Wir analysieren die im Beweis von Satz 3.14 gegebene TURING-Maschine. Da
in jedem Schritt der Registermaschine ein Registerinhalt hinsichtlich der Lange hochstens
um 1 erhoht wird (z.B. bei einer Addition einer Zahl mit sich selbst)!. Daher ist die Linge
der Registerinhalte durch O(¢(n)) beschrankt. Auerdem kénnen in ¢(n) hochstens O(¢(n))
Register gefiillt werden. Folglich ist jeder Teil dec(k)#dec(ci) in der Lénge durch O(t(n))
beschrénkt. Damit steht auf dem ersten Band hochstens ein Wort der Linge O(#(n)?).
Folglich erfordert die Arbeit einer jeder Maschine, die einen Befehl simuliert, hochstens
O(t(N)?) Schritte (Lesen der Konfiguration auf Band 1, umspeichern, vergleichen etc. von
Woértern der Léange < O(t(n))). Da insgesamt ¢(n) mal Befehle simuliert werden, benétigt
die TURING-Maschine insgesamt hichstens O(t(n)?) Schritte.

ii) Die Aussage ergibt sich aus dem ersten Teil unter Verwendung von Satz 77 O

Wir wollen nun zeigen, dass auch die Simulation in der umgekehrten Richtung polynomiale
Berechenbarkeit erhalten bleibt. Wir machen dabei aber darauf aufmerksam, dass wir
damit sogar eine direkte Simulation von TURING-Maschinen durch Registermaschinen
erhalten (im vorhergehenden Abschnitt haben wir einen Umweg iiber LOOP/WHILE-
Berechenbarkeit gewéhlt.

Wir benétigen das folgende Lemma.

!Man beachte, dass diese Aussage bei Verwendung der Multiplikation nicht mehr gilt. Die Multiplika-
tion kann zur Verdopplung der Lénge fithren.
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Lemma 3.19 FEs sei k > 2. Jede t(n)-zeitbeschrinkte k-Band-TURING-Maschine kann
durch eine O(t(n))-zeitbeschrinkte k-Band-TURING-Maschine simuliert werden, die keine
Zelle links der Fingabe betritt/verdndert.

Beweis. Wir geben keinen vollstdndigen formalen Beweis sondern nur die Idee der Kon-
struktion. Es sei M = (k, X, Z, z,Q, d) eine k-Band-TURING-Maschine, bei der wir die
Zellen eines jeden Bandes entsprechend den natiirlichen Zahlen durchnummerieren. Wir
konstruieren eine k-Band-TURING-Maschine, bei der wir ebenfalls eine Nummerierung
der Zellen eines jeden Bandes vornehmen. In jede Zelle des Bandes k& mit der Nummer
i, wobei i > 0 ist, speichern wir jetzt aber ein Paar von Buchstaben aus X U {x} ab.
Das Paar (a,b) in der Zelle mit Nummer ¢ des Bandes k£ bei M’ beschreibt die Situation,
dass bei M in der Zelle des Bandes k mit der Nummer ¢ das Symbol a und in der Zelle
mit der Nummer —i das Element b steht. Daher muss sich M’ nie auf Zellen mit nicht
positiven Nummern begeben. Die Maschine M’ muss sich aber im Zustand merken, ob
es sich iiber dem negativen oder positiven Bereich von M befindet. Dies kann dadurch
erreicht werden, dass die Zusténde die Form (uq, ug, ... ug, q) mit u; € {+,—}, 1 <i <k,
und @ € Z haben. Dabei gibt u;, 1 < i < k, an, ob sich der Kopf des Bandes ¢ iiber dem
positiven oder negativen Teil des Bandes befindet. Da die Zelle mit der Nummer 0 nur
ein Element aus X U {x} (und kein Paar) enthélt, ist es einfach den Wechsel von + zu —
und umgekehrt zu vollziehen.

Offensichtlich braucht M’ genau die gleiche Anzahl von Schritten wie M. O

Satz 3.20 Jede t(n)-zeitbeschrinkte k-Band-TURING-Maschine mit k > kann durch eine
O(t(n))-zeitbeschrinkte Registermaschine simuliert werden.

Beweis. Essei M = (k, X, Z, z, @, 0) eine k-Band-TURING-Maschine. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass X = {1,2,...,n}und Z = {0,1,2,...,m}
gelten, wobei zp = 0 gilt. Aulerdem wollen wir anstelle von * die Zahl 0 verwenden. Wir
nehmen nach Lemma 3.19 an, dass sich die Képfe nur iiber Zellen mit den Nummern aus
Ny befinden.

Wir konstruieren nun eine Registermaschine, die wie folgt aufgebaut ist und arbeitet: Im
Register i, 1 < 1 < k, steht die Position, in der sich der Kopf des Bandes 7 befindet, im
Register k + 1 steht die Position, in der sich der Kopf des Eingabebandes befindet, im
Register k+2 steht der Zustand der TURING-Maschine, im Register C'+ (k+1)p steht der
Inhalt der Zelle mit Nummer p vom Eingabeband, im Register C'+ kp + j steht der Inhalt
der Zelle mit Nummer p vom Band j, wobei C eine hinreichend grofie Konstante ist, so dass
die notwendigen Zwischenrechnungen in den Registern k+3 — C' — 1 durchgefiihrt werden
kénnen. Wir illustrieren dies durch ein Beispiel mit £ = 2. Wenn sich M im Zustand 5
befindet, auf dem Eingabeband 1232, auf dem ersten Arbeitsband 221 und auf dem zweiten
Arbeitsband 1133 stehen (der erste Buchstabe stehe stets in der Zelle mit der Nummer 0),
und der Kopf des Eingabebandes, ersten und zweiten Arbeitsbandes auf den Positionen
2, 3, und 1 stehen, so ergibt sich die folgende Konfiguration der Registermaschine

(b, co,3,1,2,5,¢5,¢6, ..., cc-1,1,2,1,2,2,1,3,2,3,2,0,3,0,0,0,...).
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Das Programm der Registermaschine besteht aus ,kleinen“ Programmen, die nachein-
ander abgearbeitet werden. Ein dieser Programme iibertrigt die Eingabe der Turing-
Maschine in die entsprechenden Register. Die restlichen Programme simulieren einen Ar-
beitsschritt der Turing-Maschine, d.h. sie berechnen jeweils die Funktionen ¢§, wobei sie
die notwendigen Eingaben aus den entsprechenden Registern holen, genauer den Zustand
aus Register k + 2, das Symbol des Eingabebandes aus Register C' + ¢, 1(k + 1), das
Symbol des j-ten Arbeitsbandes aus Register C'+c¢;(k+1)+ 7, 1 < j <k, und die ermit-
telten Werte (einschliefilich des neuen Zustandes und der neuen Kopfpositionen) wieder
entsprechend ablegen. Die Durchfithrung einer derartigen Berechnung von  geschieht in
konstanter Zeit (man beachte, dass k fest gewihlt ist). Damit erfordert die Simulation
nur O(t(n))) Schritte der Registermaschine. O

Entsprechend den vorstehenden Sétzen ist es hinsichtlich der Zugehorigkeit zur Klasse P
nicht wichtig, ob wir mit TURING-Maschinen oder Registermaschinen arbeiten.
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Kapitel 4

Erginzung II: Abschluss- und
Entscheidbarkeitseigenschaftten
formaler Sprachen

4.1 Abschlusseigenschaften formaler Sprachen

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir das Verhalten von reguléren Sprachen hinsichtlich
der Operationen Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Kleene-Abschluss
untersucht. Daraus haben wir eine Charakterisierung der reguldren sprachen (durch re-
guldre Ausdriicke gewonnen.

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die Sprachen der anderen Famili-
en der Chomsky-Hierarchie gegeniiber diesen Operationen verhalten. Weiterhin werden
wir weitere Operationen einfithren, mittels derer uns eine weitere Charakterisierung der
reguldren Sprachen gelingen wird.

Wir geben zuerst die hierfiir grundlegende Definition.

Definition 4.1 FEs seien L eine Menge von Sprachen und T eine n-stellige Operation,
die tber Sprachen definiert ist. Dann heifst L abgeschlossen unter T, wenn fiir beliebige
Sprachen L1, Lo, ..., L, € L auch

T(Ll,LQ, e ,Ln) el
gilt.

Wir untersuchen nun, ob die Sprachmengen der CHOMSKY-Hierarchie unter den iiblichen
mengentheoretischen Operationen Vereinigung, Durchschnitt und Komplement und den
algebraischen Operationen Produkt und Kleene-Abschluss abgeschlossen sind. Dabei wer-
den wir zwar der Vollstdndigkeit halber auch die Ergebnisse fiir die Menge der reguléren
Mengen angeben (und damit jeweils Satz ?? partiell wiederholen), aber den Beweis dafiir
nicht erneut geben.

Lemma 4.2 L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen unter der (ibli-

chen) Vereinigung von Sprachen.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fir L(CF). Seien L; und Lo zwei kontextfreie
Sprachen iiber dem Alphabet T'. Wir haben zu zeigen, dass auch L; U L, eine kontextfreie
Sprache (iiber T') ist.

Dazu seien

G, = (N1,T1,P1751> und G = (N27T2;P2,S2)

zwei kontextfreie Grammatiken mit
L(Gy)=L; und L(G2) = Lo.

Offenbar konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
Ty=T,=T und NN Ny=1{

gelten (notfalls sind die Nichtterminale umzubenennen). Ferner sei S ein Symbol, das
nicht in Ny U Ny U T liegt. Wir betrachten nun die kontextfreie Grammatik

G = (N1UNQU{S},T,P1UP2U{S—>Sl,SHSQ},S)
Offenbar hat jede Ableitung in G die Form
(%) S = S, =" w,

wobei i = 1 oder ¢ = 2 gilt und S; =* w eine Ableitung in G; ist (da wegen Ny NNy =)
keine Symbole aus N;, j # 7 entstehen kénnen und damit keine Regeln aus P; anwendbar
sind). Folglich gilt w € L(G;). Hieraus folgt sofort

L(G) C L(G1) U L(Gs) = L1 U Ly,

Man sieht aber auch aus (x) sofort, dass jedes Element aus L(G;), ¢ € {1,2}, erzeugt
werden kann, womit auch die umgekehrte Inklusion

L(G) D L(G1) U L(Gy) = L1 U Ly

gezeigt ist.

Da die bei der Konstruktion von G hinzugenommenen Regeln bei kontextabhingigen
oder allgemeinen Regelgrammatiken zugelassen sind, kann mit dem gleichen Beweis auch
gezeigt werden, dass £(CS) und L(RE) gegeniiber Vereinigung abgeschlossen sind. O

Lemma 4.3 L(REG), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen unter Durchschnitt, und
L(CF) ist gegeniiber Durchschnitt nicht abgeschlossen.

Beweis. i) L(RE). Es seien Ly € L(RE) und Ly € L(RE) gegeben. Nach Satz 2.43 und
2.32 gibt es TURING-Maschinen

M, = (X, Z17201,Q1,51,Q1) und M, = (X, ZQ,ZOQ,Q2,52,Q2)

mit

T(Ml) = L1 und T(MQ) = LQ,
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wobei wir wieder annehmen koénnen, dass Z; N Z, = () gilt. Wir betrachten nun die
TURING-Maschine M, die wie folgt arbeitet (die formale Beschreibung von M bleibt dem
Leser iiberlassen). Zuerst ersetzt sie jeden Buchstaben x auf dem Band durch das Paar
(xz,z). Dann arbeitet sie wie M7, wobei sie stets nur den Inhalt der ersten Komponente
entsprechend 9; verdndert und sich somit in der zweiten Komponente das urspriinglich
auf dem Band befindliche Wort speichert (werden Leerzeichen gelesen, so sind wie ein
Paar (*,*) zu behandeln). Wird ein Zustand aus (), erreicht, so ersetzt die Maschine alle
Paare auf dem Band durch ihre zweite Komponente, womit das Ausgangswort wieder auf
dem Band steht. Dann bewegt sie den Kopf zum ersten Buchstaben, geht in den Zustand
202 und beginnt nun wie My zu arbeiten. Die Maschine stoppt, wenn sie einen Zustand
aus ()9 erreicht.

Entsprechend dieser Arbeitsweise wird mittels der ersten Komponente getestet, ob das
Wort von M; akzeptiert wird; ist dies der Fall wird auch noch getestet, ob es in T'(M,)
liegt. Folglich erreicht M genau dann einen Stoppzustand, wenn das Wort sowohl in T'( M)
als auch T (M) liegt. Wenn wir alle Stoppzusténde zur Akzeptanz verwenden, erhalten
wir

T(M) = T(Ml) N T(MQ) - Ll N LQ,
womit die Behauptung aus Satz 2.43 folgt.

ii) L(CS). Der Beweis kann genauso wie unter i) gefiihrt werden, wobei wir von linear
beschrankten Automaten ausgehen und Satz 2.45 benutzen.

iii) L(CF). Um diese Aussage zu beweisen, reicht es, zwei kontextfreie Sprachen L; und
Ly anzugeben, deren Durchschnitt keine kontextfreie Sprache ist. Dazu betrachten wir

Li={a""c":n>1,m>1} und Ly={a™b"c":n>1m>1}.

Es ist leicht zu zeigen, dass diese beiden Sprachen kontextfrei sind (wir iiberlassen die
Konstruktion zugehoriger Grammatiken dem Leser). Dann gilt

LiN Ly ={a"b"c" : n > 1},

und dies ist nach Lemma 2.28 keine kontextfreie Sprache. O

Lemma 4.4 i) L(REG) und L(CS) sind abgeschlossen beziglich Komplement.
i) L(CF) und L(RE) sind nicht abgeschlossen unter Komplement.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir L(RE), L(REG) und L(CF), da der Beweis
fir £(CS) mit den bisher zur Verfiigung stehenden Mitteln zu aufwéndig ist (ein Beweis
ist z.B. in [24] zu finden).

L(RE). Wire L(RE) unter Komplementbildung abgeschlossen, so wire wegen Satz 2.35
jede rekursiv-aufzihlbare Sprache rekursiv. Dies steht aber im Widerspruch zu Satz 2.37.

L(CF). Wir nehmen an, dass L(C'F) gegeniiber Komplement abgeschlossen ist. Es seien
nun zwei beliebige kontextfreie Sprachen L, und L, gegeben. Wir setzen

X =alph(Ly) Ualph(Ls), X1 =X \alph(Ly), X=X\ alph(Ls).
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Ferner seien R; und Ry die Mengen aller Worter iiber X, die mindestens einen Buchstaben
aus X7 bzw. Xy enthalten. Wir zeigen nun, dass diese beiden Sprachen regulédr und damit
auch kontextfrei sind. Hierfiir reicht es festzustellen, dass fir ¢ € {1,2} die reguldre
Grammatik

G;=({S, A}, X, U {S — aS} U U{S—>bA,S—>b}U U{A—>ZL’A,A—>5E},S)

a€calph(L;) beX; rzeX

die Sprache R; erzeugt. Dies folgt daher, dass ein Ubergang zum Nichtterminal A oder
zum direkten Terminieren aus S nur méglich sind, wenn mindestens ein Element aus X;
erzeugt wurde.

Aufgrund einfacher mengentheoretischer Fakten gilt

X*\ L; = ((alph(L;))* \ L)) UR; = L; U R;

fir i € {1,2}. Nach unserer Annahme und Lemma 4.2 sind damit X*\ L; und X* \ Lo
kontextfreie Sprachen. Damit ist auch

eine kontextfreie Sprache. Wegen unserer Annahme und
LiNLy=X*"\ ((X"\ L1)U(X*\ Ly)) = (alph(R))*\ R

ist damit L; N Ly als kontextfrei nachgewiesen. Dies steht im Widerspruch zu Lemma 4.3.
Folglich muss die gemachte Annahme falsch sein, womit die Aussage des Lemmas gezeigt
ist. O

Lemma 4.5 L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen unter Produkt.
Beweis. L(CF). Erneut gehen wir von zwei kontextfreien Grammatiken
Gi1= (N, T,P,S1) und Gy = (Ny, T, Py, 55)
mit N; N Ny, = () aus und zeigen, dass die Grammatik
G=(NUN,U{S}T,PLUP,U{S — 515},5)
die Sprache
L(G) = L(Gy) - L(G3)

erzeugt. Hierzu reicht zu bemerken, dass bis auf die Reihenfolge der Anwendung der
Regeln jede Ableitung in G die Form

S = 5182 =" w182 =" W1Wo

hat, wobei fiir ¢ € {1,2} die Ableitung S; =* w; auch eine Ableitung in G; ist, d.h. nur
mittels Regeln aus P; entsteht.

L(CS)und L(RE). Wir kénnen den Beweis wie bei £L(C'F) fithren, wenn wir voraussetzen,
dass die Grammatiken in der Normalform aus Satz 2.16 sind (diese Voraussetzung sichert,
dass sich die Ableitungen in G; und G5 nicht iiber den Kontext beeinflussen konnen.
Auflerdem haben wir das Leerwort, falls es in L(G;) und/oder L(G3) liegt, gesondert zu
behandeln (dies erfordert nur die Vereinigung einiger Sprachen). O
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Lemma 4.6 L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind abgeschlossen gegeniiber der Bil-
dung des (positiven) Kleene-Abschlusses.

Beweis. Wir beweisen die Aussage zuerst fiir den positiven KLEENE-Abschluss.
L(CF). Es sei die kontextfreie Sprache L von der kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S)
erzeugt. Wir setzen dann

G'=(NU{S},T,PU{S — SS.5 — S}, 5"

(wobei S’ wieder ein zusétzliches Symbol ist). Bis auf die Reihenfolge der Anwendung der
Regeln hat jede Ableitung in G’ die Form

S = S99 =S = 1SS =" ww. S = ww, S5 = ...

/
— W W ... W, 1S = wiWs ... Wy_1S =" Wiws ... Wy_ Wy,

wobei die Ableitungen S = w; fiir 1 < i < n stets nur Regeln aus P benutzen. Daher
gilt w; € L(G) = L fir 1 <i <n und wwy ... w, € L™ ist bewiesen.
Umgekehrt ist klar, dass auf diese Weise jedes aus L™, n > 1, erzeugt werden kann. Folglich
gilt
L(Gh= L =L",
n>1
womit LT als kontextfrei nachgewiesen ist.

L(CS) und L(RE). Wir gehen erneut wie bei L(C'F') vor, benutzen die Normalform nach
Satz 2.16 und dndern die zu P hinzugefiigten Regeln, um zu sichern, dass sich die Kontexte
nicht gegenseitig beeinflussen, d.h. dass die Ableitung des Wortes w; erst beginnt, wenn die
von w;_1 hierdurch nicht mehr beeinflusst werden kann. Dies geschieht durch Hinzufiigen
der Regeln

S-S, 8 -85,
xS" — 288", ©S" — xS firxeT.

Die Details des Beweises iiberlassen wir dem Leser.

Wir geben nun die Modifikationen fiir den KLEENE-*. Gilt A € L, so konnen wir wegen der
dann gegebenen Giiltigkeit von L* = LT wie oben vorgehen. Ist A ¢ L, so haben wir nur
noch das Leerwort zusitzlich zu LT zu erzeugen. Ist G = (N, T, P, S) eine Grammatik
mit L(G) = L*, so ist dies einfach dadurch zu realisieren, dass wir zu N ein weiteres
Nichtterminal S” und zu P die Regeln S’ — A und S’ — S hinzufiigen und S’ als Axiom
nehmen. O

Wir kommen nun zu Operationen, die aus der Algebra bekannt sind und dort eine wichtige
Rolle spielen.

Definition 4.7 FEs seien X undY zwei Alphabete. Ein Homomorphismus h von X* in Y™
ist eine eindeutige Abbildung von X* in Y™, bei der h(wjwsy) = h(wq)h(ws) fir beliebige
Worter wy und we aus X* gilt.

FEin Homomorphismus heif$t nichtloschend, wenn fir alle Worter w # X\ auch h(w) # A
qgilt.
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Wegen h(w) = h(w - ) = h(w)h(X) gilt fiir jeden Homomorphismus h(A) = A.

Es sel w = ajay...a, € XT mit a; € X. Dann gilt h(w) = h(ay)h(az)...h(a,). Daher
ist h(w) berechenbar, wenn die Werte h(a;), 1 < ¢ < n, bekannt sind. Folglich reicht es
aus die Worter h(a) fir a € X zu kennen, um fiir jedes Wort w € X* das Bild h(w) zu
bestimmen.

Fiir einen nichtloschenden Homomorphismus ist dann h(a) # A fiir alle a € X.

Beispiel 4.8 Die Homomorphismen h; und hy von {a,b}* in {a, b, c}* seien durch
hi(a) = ab, hi(b) =bb und hs(a) = ac, ha(b) = A
gegeben. Dann ergeben sich
hy(abba) = abbbbbab, hi(bab) = bbabbb, hs(abba) = acac), he(bab) = ac.

Wir erweitern nun den Homomorphismusbegriff auf Sprachen durch die folgenden Festle-
gungen.

Definition 4.9 FEs seien X und Y zwei Alphabete, L C X* und L' C Y™ zwei Sprachen
und h ein Homomorphismus von X* in Y*. Dann setzen wir

h(L) = {h(w)|we L} und R L)={w|weX* h(w)eL}

Beispiel 4.10 (Fortsetzung von Beispiel 4.8) Wir betrachten die Homomorphismen hy
und ho aus Beispiel 4.8. Dann ergeben sich

hi({a} U {b}) = {(ab)" [n = 0}U{p™ | n >0},
ho(fa}* U{b}") = {(ac)" | n =0}
(die Potenzen von b liefern nur das schon vorhandene Leerwort),
h({a"" [n>1}) = {(ab)"0™" |n =1},
ho({a"0" [n > 1}) = {(ac)" [n =1},
hi'({ab” |n>1} = {ab™|n >0},
hy'({ac,acac} = {bat’ |i>0,7>0}U{bab’ab’ | 7 >0,s>0,t >0},
hi'({a"" [n>1}) = {a},
P (b [n> 1)) = 0.
Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter (nichtloschenden) Homomorphismen
abgeschlossen ist, wenn fiir beliebige Alphabete X und Y, beliebige Sprachen L C X*

und jeden (nichtléschenden) Homomorphismusn h : X* — Y« aus L € £ auch h(L) € £
folgt.

Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter inversen Homomorphismen abgeschlos-
sen ist, wenn fiir beliebige Alphabete X und Y, beliebige Sprachen L C Y™* und beliebige
Homomorphismen h : X* — Y aus L € £ auch h™(L) € L folgt.

Lemma 4.11 i) Die Sprachfamilien L(REG), L(CF) und L(RE) sind unter Homomor-
phismen abgeschlossen, L(CS) ist nicht unter Homomorphismen abgeschlossen.

ii) 111) Die Sprachfamilien L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind unter nichtloschen-
den Homomorphismen abgeschlossen.

iii) Die Sprachfamilien L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind unter inversen Homo-

morphismen abgeschlossen.
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Beweis. Wir beweisen nur die Aussagen i) und ii).

a) L(RE). Es seien L € L(RE) eine Sprache iiber 7' und h : T* — Y™ ein beliebiger
Homomorphismus. Dann gibt es eine Regelgrammatik G = (N, T, P, S) mit L = L(G).
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass alle Regeln in P von
der Form AjAy... A, — BiBy...Bymit A, e Nfir1<:¢<nund B;e Nfir1<j;<s
mit gewissen n > 1 und s > 1 oder von der Form A — a oder A — A mit A € N und
a € T sind (siehe Lemma 2.15. Wir konstruieren die Regelgrammatik G’ = (N, Y, P',5),
wobei P aus P entsteht, indem jede Regel der Form A — a durch A — h(a) ersetzt wird.
Es ist leicht zu sehen, dass L(G") = h(L(G)) gilt. Wegen h(L) = h(L(G)) wird daher h(L)
durch eine Regelgrammatik erzeugt, womit bewiesen ist, dass h(L) € L(RE) liegt.

b) L(CF). Wir geben den gleichen Beweis unter Verwendung der Chomsky-Normalform
(siehe Satz 2.23).

¢) L(REG). Es seien L € L(RE) eine Sprache iiber T und h : T* — Y™* ein beliebiger
Homomorphismus. Dann gibt es eine regulidre Grammatik G = (N, T, P, S) mit L = L(G),
bei der alle Regeln von der Form A — aB, A - aoder A — Amit A, B€ Nunda €T
sind (siehe Satz 2.24) sind. Wir konstruieren die reguldre Grammatik G’ = (N,Y, P, S),
wobei P’ aus P entsteht, indem jede Regel der Form A — aB durch A — h(a)B und
jede Regel der Form A — a durch A — h(a) ersetzt wird. Es ist leicht zu sehen, dass
L(G") = h(L(G)) gilt. Wegen h(L) = h(L(G)) wird daher h(L) durch eine regulére
Grammatik erzeugt, womit bewiesen ist, dass h(L) € L(RE) liegt.

d) L£(CS). Die obige Beweisidee kann fiir nichtléschende Homomorphismen unter Ver-
wendung der Normalform aus Satz 2.16 benutzt werden, da die neuen Regel A — h(a)
in monotonen Grammatiken erlaubt sind. Ist der Homomorphismus dagegen l6schend,
so entsteht eine Regel A — X aus mindestens einer Regel A — a, die bei monotonen
Grammatiken nicht erlaubt sind.

Es sei L eine Sprache aus L(RE) \ £(CS) und G = (N, T, P, S) eine Grammatik der in
a) gegebenen Form mit L = L(G). Wir konstruieren nun die monotone Grammatik G’ =
(N, T U{c}, P',S), indem wir jede Regel A — X aus P durch A — ¢ ersetzen, wobei ¢ ¢
NUT gilt. Die Sprache L(G") unterscheidet sich von der Sprache L(G) nur dadurch, dass
in den Wortern zusétzlich an einigen Stellen der Buchstabe ¢ steht. Betrachten wir nun
den Homomorphismus ~ mit h(a) = a fir a € T und h(c) = A, so erhalten wir h(L(G")) =
L(G) =L ¢ L(CS). Somit ist L(C'S) nicht abgeschlossen unter Homomorphismen. O

Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter Durchschnitten mit reguléren Sprachen
abgeschlossen ist, wenn fiir eine beliebige Sprache L € L und eine beliebige regulire
Sprache R auch LN R € L gilt.

Lemma 4.12 Die Sprachfamilien L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) sind unter Durch-
schnitten mit requldren Sprachen abgeschlossen.

Beweis. Da jede regulire Sprache auch in £(C'S) und L(RE) liegt, folgt die Behauptung
fir £(C'S) und L(RE) aus Lemma 4.3.

Um die Aussage fiir £L(C'F') zu beweisen, konstruieren wir einen Kellerautomaten M, der
LNR akzeptiert. Es seien My = (X, Z1, [, 29,1, F1, 01) ein Kellerautomat, der L akzeptiert,
und Ay = (X, Zy.202, F5,02) ein deterministischer endlicher Automat, der R akzeptiert.
Wir konstruieren nun den Kellerautomaten

M = (X,Z, x Z3,T, (20,1, 202), F1 x F3,6)
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mit
(21,25), R, B) € 6((21, 22),a,v) falls (z],03) € 01(z1,a,7) und d3(22,0a) = 2),
(2‘/1722)7Na ﬂ) S 5((21,22),&, ’Y) falls (217/6) € 51(21,&, 7)

Entsprechend dieser Definition verhélt sich M in der ersten Komponente der Zusténde
und hinsichtlich des Bandes wie M; und in der zweiten Komponente der Zustande wie A,
(wobei von A, nur dann ein Buchstabe gelesen wird, wenn auch M; diesen Buchstaben
liest und nach rechts geht). Damit erfolgte eine Akzeptanz nur, wenn sowohl M; und cA,
das Eingabewort akzeptieren. Damit wird L N R akzeptiert. O

Wir fassen die Resultate zu Abschlusseigenschaften in der Tabelle aus Abb. 4.1 zusammen,
wobei ein + bzw. — im Schnittpunkt der Spalte mit der Familie £ von Sprachen und der
Zeile mit der Operation 7 bedeutet, dass £ unter 7 abgeschlossen bzw. nicht abgeschlossen
ist.

L(RE) | £(
+
+

~—

L(CF) | L(REG)
+

Vereinigung

Durchschnitt

Komplement

Produkt

(positiver) KLEENE-Abschluss
Homomorphismen

nichtléschende Homomorphismen
inverse Homomorphismen
Durchschnitt mit reguldren Mengen

\

] S
\

[ ||+ ]+

||+ |+
[+ |+ +

Abbildung 4.1: Tabelle der Abschlusseigenschaften

Wir geben nun eine Bezeichnung fiir Sprachfamilien, die gegeniiber allen bisher behan-
delten Operationen abgeschlossen sind, unter denen jede der Familien der Chomsky-
Hierarchie abgeschlossen ist.

Definition 4.13 FEine Menge L von Sprachen heifit abstrakte Familie von Sprachen (kurz
AFL),

e wenn sie mindestens eine nichtleere Sprache enthdlt und

e wenn sie unter Vereingung, Produkt, Kleene-Abschluss, nichtléschenden Homomor-
phismen, inversen Homomorphismen und Durchschnitten mait requldren Sprachen
abgeschlossen ist.

Die Menge L heifst volle AFL, wenn sie zusdtzlich unter (beliebigen) Homomorphismen
abgeschlossen ist.

Entsprechend der Tabelle aus Abb. 4.1 sind L(REG), L(CF), L(CS) und L(RE) AFLs,
und L(REG), L(CF) und L(RE) sind sogar volle AFLs.

Wir wollen jetzt eine weitere Charakterisierung der Familie L(REG) geben. Sie wird sich
als die kleinste volle AFL erweisen.
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Satz 4.14 Fir jede volle AFL L gilt L(REG) C L.

Beweis. Es sei L eine volle AFL und R eine beliebige regulidre Menge iiber dem Alphabet
X. Dann enthélt £ eine nichtleere Sprache L. Es sei w ein Wort aus L. Da die endliche
Menge {w} eine reguldre Menge ist, liegt L N {w} = {w} auch in £. Wir definieren nun
fir jedes Element a € X den Homomorphismus h, durch h,(a) = w und h,(b) = wa fur
jedes b € X mit b # a. Offenbar gilt dann h;'({w}) = {a}. Somit liegt jede Menge {a}
mit a € X in £. Unter Verwendung des Homomorphismus h mit h(a) = A fiir alle a € X
und der regulédren Menge {b}, wobei b € X und b # a gelte, erhalten wir, dass

{A} = h({a}) und O = {a} N {b}

in £ liegen. Aus diesen Mengen kann R nach dem Satz von Kleene durch (mehrfache,
iterierte) Anwendung von Vereinigung, Produkt und Kleene-Abschluss erzeugt werden.
Da L unter diesen Operationen abgeschlossen ist, ist R € £ gezeigt. O

Damit ergibt sich sofort die folgende Aussage.
Folgerung 4.15 Die Menge L(REG) ist die (bez. der Inklusion) kleinste volle AFL. O

Die AFLs wurden eingefiihrt, weil man bemerkte, dass die zu ihrer Definition verwen-
deten Abschliisse unter gewissen Operationen den Abschluss unter weiteren Operationen
nach sich ziehen. Daher brauchten diese neuen Abschlusseigenschaften nicht fiir jede Fa-
milie einzeln nachgewiesen werden, sondern es kann ein einheitlicher Beweis fiir alle AFLs
gegeben werden. Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen.

Wir sagen, dass eine Familie £ von Sprachen unter mengentheoretischer Subtraktion
reguldarer Sprachen abgeschlossen ist, wenn fiir eine beliebige Sprache L € L und eine
beliebige regulére Sprache R auch L\ R € L gilt.

Satz 4.16 Jede AFL ist unter mengentheoretischer Subtraktion requlirer Mengen abge-
schlossen.

Beweis. Es sei L eine AFL. Fiir eine Sprache L C X™* aus £ und eine regulédre Sprache
R C X*gilt L\R=LnN(X*\ R). Da das Komplement X* \ R von R nach Lemma
4.4 regular ist, ist L \ R der Durchschnitt von einer Sprache in £ und einer reguldren
Sprachen, d.h. L\ R liegt in L. O

Definition 4.17 Es seien X und Y Alphabete. Fiir jeden Buchstaben a € X sei o(a)
eine Sprache tdber Y . Fir eine Sprache L C X* definieren die Sprache o(L) C Y™ durch

o(L) ={wwy...w, | a1as...a, € L, a; € X und w; € o(a;) firl <i<n, n>0}.

Beispiel 4.18 Fiir die Sprache L = {aba,aa} und die Substitutionen o; und oy, die
durch

o1(a) = {a*}, o.(b) = {ab} und oy(a) = {a,a*}, o2(b) = {b,b*}
gegeben sind, erhalten wir
oi(L) = {a*aba® d*a®} = {a*ba?, a},
o9(L) = {aba,d’ba,aba?, a*ba’, ab’a, a*b*a, ab’a®, a*bv?a?, aa, a’a, aa®, a*a®}

= {aba, a*ba,aba’, a*ba*, ab’a, a*b*a, ab’a?, a*b*a®, a?, a*, a*}.
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Wir bemerken, dass ein Homomorphismus h : X* — Y* als Substitution ¢ : X* — Y™
aufgefasst werden kann, bei der die Mengen o(a) fir a € X nur ein Wort enthalten.

Satz 4.19 Jede volle AFL ist unter Substitutionen mit requldren Sprachen abgeschlossen.

Beweis. Es seien L eine volle AFL, L C X* eine Sprache aus £ und 7 : X* — Y*
eine Substitution, bei der 7(a) fiir jedes a € X eine reguldre Sprache iiber Y ist. Es sei
X ={ay,ay,...,a,}. Ferner gelte 7(a;) = R;. Wir definieren nun

X' ={d |a€ X},

hy : (X'UY)" — X* durch hy(z') = x fiir € X und hy(y) = A fiir y € Y,

hy : (X'UY)" = Y* durch hy(z') = A fiir 2 € X und hy(y) =y fiiry € Y,
i=1

Dann ergibt sich der Reihe nach

hi' (L) = {uerjwzhuy...xou, | 2129... 2, € L, u; € Y* fiir 1 <i <7},
i (L)NR = {dwrhuy... 2, | w12y, 2, € L, u; € 7(2;) fiir 1 < i <7},
ho(hi'(L)NR) = {uuy...u, | m129.. .2, € L, u; € 7(1y) fiir 1 <i <r}.
Damit gilt
7(L) = ha(hy ' (L) N R),
und nach den fiir eine AFL geltenden Abschluleigenschaften ist somit 7(L) in L. O
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Kapitel 5

Erginzung 111 :
Beschreibungskomplexitit endlicher
Automaten

5.1 Eine algebraische Charakterisierung der Klasse
der reguliren Sprachen

Ein (deterministischer) endlicher Automat ist ein Quintupel
A= (X,Z,Z(),(S,F),

wobei X und Z Alphabete sind, z; ein Element von Z ist, § eine Funktion von Z x X in Z
ist, und F' eine nichtleere Teilmenge von Z ist. X ist die Menge der Eingabesymbole, und
Z ist die Menge der Zusténde. zo und F' sind der Anfangszustand und die Menge der akzep-
tierenden Zustande.
§ ist die Uberfithrungsfunktion von A.

Durch

3 (z,\) = z, firze Z,
0 (z,wa) = 0(6"(z,w),a) firwe X*, ae X

erweitern wir 0 zu einer Funktion ¢* von Z x X* in Z.
Die von A akzeptierte Sprache ist durch

T(A) ={we X" | §(z,w) € F}

definiert.

Es ist bekannt, dass eine Sprache L genau dann requldr ist, wenn es einen endlichen
Automaten A mit L = T(A) gibt.

Wir wollen zuerst zwei algebraische Charakterisierungen regulédrer Sprachen herleiten.
Dazu benotigen wir die folgenden Definitionen.

Eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge X* heifit Rechtskongruenz, falls fiir beliebige
Worter z,y € X* und a € X aus x ~ y auch za ~ ya folgt. Bei Multiplikation von rechts
werden dquivalente Worter wieder in dquivalente Worter iiberfiihrt.
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Eine Aquivalenzrelation ~ auf X* heifit Verfeinerung der Menge R C X*, wenn fiir
beliebige Worter z,y € X* aus x ~ y folgt, dass x € R genau dann gilt, wenn auch y € R
gilt. Dies bedeutet, dass mit einem Wort € R auch alle zu x dquivalenten Woérter in
R liegen. Folglich liegt die zu x € R gehorige Aquivalenzklasse vollsténdig in R. Hieraus
resultiert die Bezeichnung Verfeinerung fiir diese Eigenschaft.

Fiir eine Aquivalenzrelation ~ bezeichnen wir die Anzahl der Aquivalenzklassen von ~
als Index von ~ und bezeichnen sie mit Ind(~). Die Aquivalenzrelation ~ hat endlichen
Index, falls Ind(~) endlich ist.

Wir nennen eine Aquivalenzrelation ~ eine R-Relation, falls sie eine Rechtskongruenz mit
endlichem Index ist und eine Verfeinerung von R ist.

Beispiel 5.1 Seien A = (X, Z, 2y, 9, F) ein endlicher Automat und R = T'(A). Wir defi-

nieren auf X* die Relation ~ 4 durch
x ~yy genau dann, wenn 0%(z,x) = §"(20,9)

gilt. Offenbar ist ~4 eine Aquivalenzrelation. Wir zeigen nun, dass ~ 4 eine R-Relation
ist.
Sei & ~ 4 y. Dann gilt nach Definition 6*(zq, x) = 6*(20,y). Damit erhalten wir

0% (20, xa) = 6(0" (20, z),a) = 6(6" (20, y),a) = 6*(20, ya)

und somit ra ~ 4 ya, womit nachgewiesen ist, dass ~ 4 eine Rechtskongruenz ist.

Sei erneut « ~ 4 y. Ferner sei « € R. Dies bedeutet 6*(29, x) = 6*(z0,y) und §*(z0,z) € F.
Folglich gilt §*(29,y) € F, woraus y € R folgt. Analog folgt aus y € R auch x € R. Damit
ist ~ 4 Verfeinerung von R.

Sei © € X*. Ferner sei 6*(zo,z) = z. Dann ergibt sich fiir die zu = bez. ~4 gehorende
Aquivalenzklasse K 4(x)

Ka(z) = {ylz~ay}
= {y [ (20,2) = 0" (20,9)}

Sei nun z € Z ein von z, erreichbarer Zustand. Dann gibt es ein Wort x mit 0*(z9, ) = 2z
und die Beziehungen

{y 6" (z0,y) =2} = {y|0"(20,y) = 6" (20, 7)}
= {y|ly~az}
= Ku(z)

sind giiltig. Daher gibt es eine eineindeutige Beziehung zwischen den Aquivalenzklassen
von ~ 4 und den Zustinden von A, die vom Anfangszustand erreichbar sind. Dies bedeutet,
dass die Anzahl der Zusténde von A mit dem Index von ~ 4 iibereinstimmt. Wegen der
Endlichkeit der Zustandsmenge 7 ist also auch der Index von ~ 4 endlich.

Beispiel 5.2 Fiir eine Sprache R C X* definieren wir die Relation ~g wie folgt: x ~p y
gilt genau dann, wenn fiir alle w € X* das Wort zw genau dann in R ist, falls dies auch
fiir yw der Fall ist. Wir zeigen, dass ~p eine Rechtskongruenz ist, die R verfeinert.
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Seien dazu x ~r y, a € X und w € X*. Dann ist aw € X* und nach Definition von ~p
gilt xaw € R genau dann, wenn yaw € R giiltig ist. Dies liefert, da w beliebig ist, die
Aussage xa ~g ya. Somit ist ~x eine Rechtskongruenz.

Wahlen wir w =

lambda, so ergibt sich aus z ~g y nach Definition, dass z € R genau dann gilt, wenn auch
y € R erfiillt ist. Deshalb ist ~p eine Verfeinerung von R.

Wir bemerken, dass ~ g nicht notwendigerweise einen endlichen Index haben muss. Dazu

betrachten wir
R={a"b"|n>1}

und zwei Worter a* und a’ mit k # ¢. Wegen a*b* € R und a‘b* ¢ R sind offensichtlich a*
und a® nicht dquivalent. Somit gibt es mindestens soviel Aquivalenzklassen wie Potenzen
von a und damit soviel wie natiirliche Zahlen. Dies zeigt die Unendlichkeit des Index.

Ziel dieses Abschnitts ist eine Charakterisierung der reguliren Sprachen durch Aquiva-
lenzrelationen mit den oben definierten Eigenschaften.

Satz 5.3 Fiir eine Sprache R C X* sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
i) R ist requldr.

it) Es gibt eine R-Relation.

iii) Die Relation ~g (aus Beispiel 5.2) hat endlichen Indez.

Beweis. i) = ii). Zu einer reguldren Sprache R gibt es einen endlichen Automaten A
mit T(A) = R. Dann kénnen wir entsprechend Beispiel 5.1 die Relation ~ 4 konstruieren.
Diese ist nach Beispiel 5.1 eine R-Relation.

ii) = iii) Nach Voraussetzung gibt es eine R-Relation ~ mit endlichem Index. Wir
beweisen nun Ind(~g) < Ind(~).

Dazu zeigen wir zuerst, dass aus x ~ y auch xw ~ yw fiir alle w € X* folgt. Fiir w =
lambda ist dies klar. Fiir w € X ist es klar, da ~ eine Rechtskongruenz ist. Sei die Aussage
nun schon fiir |w| < n bewiesen. Wir betrachten das Wort v der Lénge n. Dann gibt es ein
w der Lange n — 1 und ein @ € X mit v = wa. Nach Induktionvoraussetzung haben wir
xw ~ yw. Nach der Definition der Rechtskongruenz folgt daraus rwa ~ ywa und damit
TV ~ Yo,

Sei nun x ~ y und w € X*. Dann gilt auch xw ~ yw. Da ~ eine R-Relation ist, folgt
rw € R gilt genau dann, wenn yw € R gilt. Nach Definition ~p bedeutet dies aber
x ~g y. Damit ist gezeigt, dass x ~ y auch x ~g y impliziert. Hieraus ergibt sich aber

{yly~az}t C{y|y~gra}

Jede Aquivalenzklasse von ~ ist also in einer Aquivalenzklasse von ~p enthalten. Damit
gilt Ind(~g) < Ind(~). Da Ind(~) endlich ist, hat auch ~g endlichen Index.

iii) = i) Mit Kg(z) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € X* bez. ~z. Wir
betrachten den endlichen Automaten

A= (X {Kgr(z) | v € X"}, Kg(lambda), 6, {Kr(y) | y € R})

mit

0(Kgr(z),a) = Kg(xa).
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Wir bemerken zuerst, dass aufgrund der Voraussetzung, dass ~g eine R-Relation ist, die
Definition von A korrekt ist. (Die Endlichkeit der Zustandsmenge von A folgt aus der
Endlichkeit des Index von ~g. Falls Kg(z) = Kg(y), so ist auch Kgr(xa) = Kg(ya), denn
~p ist eine Rechtskongruenz und daher gilt mit x ~p y, d.h. Kg(z) = Kg(y), auch
zra ~p ya.) Ferner beweist man mittels vollstdndiger Induktion iiber die Linge von x
leicht, dass 6* (K g(

lambda),z) = Kg(x) fir alle z € X* gilt. Damit folgt

T(A) =A{z | 0"(Kr(lambda), v) € {Kgr(y) | y € R}} = {z | Kr(x) € {Kr(y) |y € R}} = R.

Damit ist R als regulér nachgewiesen. O

Im Beweisteil ii) = iii) wurde eigentlich die folgende Aussage bewiesen.

Folgerung 5.4 Sei R eine beliebige Sprache. Dann gilt fiir jede R-Relation ~ die Bezie-
hung Ind(~) > Ind(~g). O

5.2 Minimierung deterministischer endlicher Auto-
maten

In diesem Abschnitt diskutieren wir als Komplexitéitsmafl die Anzahl der Zusténde eines
endlichen Automaten. Dazu setzen wir fiir einen endlichen Automaten A = (X, Z, 29,6, F))
und eine reguldre Sprache R

2(A) = #(2),
z(R) = min{z(A)|T(A) = R}.

Wir sagen, dass A minimaler Automat fiir R ist, falls T(A) = R und z(A) = z(R) gelten.
Als erstes geben wir ein Resultat an, dass die Gréfie z(R) fiir eine Sprache bestimmt.

Satz 5.5 Flir eine requlire Sprache R gilt z(R) = Ind(~pg).

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass aus dem Teil iii) = i) des Beweises von Satz 5.3
folgt, dass es einen Automaten A mit z(A) = Ind(~g) gibt.

Sei nun A = (X, Z, 29,6, F) ein beliebiger endlicher Automat mit 7(A) = R. Dann ist
nach Beispiel 5.1 die Relation ~ 4 eine R-Relation, fiir die z(A) = Ind(~4) gilt. Wegen
Folgerung 5.4 erhalten wir daraus sofort z(A) > Ind(~g).

Die Kombination dieser beiden Erkenntnisse besagt gerade die Behauptung. O

Wir beschreiben nun fiir einen Automaten A einen Automaten, der minimal fiir 7'(A) ist.
Sei A= (X, Z, 2,0, F) ein endlicher Automat. Fiir z € Z und 2’ € Z setzen wir z ~4 2/
genau dann, wenn fiir alle z € X* genau dann §*(z,z) in F' liegt, wenn auch 6*(2/, z) in
F liegt. Falls der Automat A aus dem Kontext klar ist, schreiben wir einfach ~ anstelle
von /4

Lemma 5.6 ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Zustinde des Automa-

ten A.
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Beweis. Wir verzichten auf den einfachen Standardbeweis. O

Mit K (z) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € Z beziiglich ~ (= ~4). Wir
setzen

Zo ={Kx(2)|z2€ Z} und Fy={Kx(2)]|z€F}

und konstruieren den Automaten

Ax = (X, Zo, K(20), 0, F2)

mit

In(Kx(2),a) = Ko(0(2,a)).
Wir zeigen, dass die Definition von A korrekt ist. Dazu haben wir nachzuweisen, dass die
Definition von d~ unabhingig von der Auswahl des Reprisentanten der Aquivalenzklasse
ist. Seien daher z und 2’ zwei Zustédnde mit K (z) = K~(2') und a ein beliebiges Element
aus X. Dann muss z ~ 2’ gelten. Wir betrachten ein beliebiges Wort w € X*. Dann liegt
0*(z,aw) in F genau dann wenn 0*(2’,aw) in F' liegt. Wegen 6*(z, aw) = 6*(6(z,a),w)
und 6*(2, aw) = *(6(2',a), w) folgt §(z,a) ~ §(7',a) und damit auch K- (§(z,a)) =
K+ (6(%,a)), was zu zeigen war.
Wir zeigen nun, dass A. minimal fiir die von A akzeptierte regulédre Sprache ist.

Satz 5.7 Fir jeden Automaten A ist Ax minimaler Automat fiir T(A).

Beweis. Wir zeigen zuerst mittels Induktion iiber die Wortlénge, dass sich die Definition
von On @ Z~ X X — Zx auch auf die Erweiterung 6%, : Z x X* — Z. iibertragen lésst,
d.h. dass 0%L(Kx(2),y) = Ko(0%(2,y)) fir alle y € X* gilt. Nach (genereller) Definition
der Erweiterung haben wir

0~ (Kx(2),
lambda) = Ku(z) = Ko(6(2,
lambda)),
SL(K(),0) = 0u(Kn(2),) = Kn(6(2,0)) = Kn(6(2, ),

womit der Induktionsanfang gesichert ist. Der Induktionsschluss ist durch

0n(Kx(2),ya) = 0x(0(Kx(2),9),a)

gegeben.
Hieraus erhalten wir sofort

T(Ax) = {|0L(Kx(20),7) € Fx}
= {x| K&(0"(20,2)) € F&}
= {x ]| (20,2) € F}
= T(A).
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Damit bleibt nur noch z(Ax) = 2(T'(A)) zu zeigen. Wegen Satz 5.5 reicht es nachzuweisen,
dass z(Ax) = Ind(~rp(a)) erfiillt ist. Dazu betrachten wir die Relation ~ 4 entsprechend
Beispiel 5.1, fiir die 2(Ax) = Ind(~4.) gilt, und beweisen ~4. = ~p(4), womit der
Beweis vollsténdig ist.

Seien zuerst x € X* und y € X* zwei Worter mit x o 4. y. Dann gilt §5(K«(20), ) #
05 (K~(20),y). Hieraus erhalten wir K (0%(20,x)) # K~ (0*(20,y)) und deshalb 6*(zg, x) %
0*(20,y). Nach der Definition von & heifit dies, dass es ein Wort w € X* gibt, fiir das
entweder

(6" (20,x),w) € F und §*(6"(20,y),w) ¢ F

oder
0 (0% (20, ), w) ¢ F und  0%(0%(20,¥),w) € F

erfilllt ist. Daher gilt entweder §*(zp, zw) € F' und §*(zp,yw) ¢ F oder §*(zp,zw) ¢ F
und §*(zo, yw) € F und folglich entweder zw € T(A) und yw ¢ T(A) oder zw ¢ T(A)
und yw € T(A). Letzteres bedeutet aber gerade x o4y y.

Analog beweist man, dass x ~ 4. y fiir zwei Worter x € X* und y € X* auch z ~pe4 ¥
zur Folge hat.

Somit stimmen die Aquivalenzrelationen ~ 4_ und ~r(4) liberein, was zu zeigen war. O

Leider geben die bisherigen Betrachtungen keine Hinweis, wie der Index von ~g zu gege-
benem R zu ermitteln ist, denn nach Definition von ~p sind unendlich viele Worter zu
untersuchen, um x ~g y festzustellen. Analog ist die Konstruktion von A nicht algorith-
misch, denn auch die Feststellung, ob x ~ y gilt, erfordert die Betrachtung von unendlich
vielen Wortern.

Deshalb beschreiben wir jetzt einen Algorithmus zur Bestimmung von ~ = ~ 4 fiir einen
endlichen Automaten A. Dies versetzt uns dann in die Lage, zu A den minimalen Auto-
maten Ax zu konstruieren. Dazu beginnen wir mit einer Liste aller Paare von Zustdnden
und markieren jeweils ein Paar, wenn sich aus dem Verhalten der beide Zusténde des Paa-
res entsprechend der Uberfithrungsfunktion bzw. der Menge der akzeptierenden Zusténde
und der aktuellen Liste ergibt, dass die beiden Zusténde des Paares nicht dquivalent sind.
Der Reduktionsalgorithmus besteht aus den folgenden Schritten:

1. Erstelle eine Liste aller Paare (z, 2’) von Zustédnden z € Z und 2’ € Z.
2. Streiche ein Paar (z, 2') falls entweder z € F'und 2’ ¢ F oder z ¢ F und 2’ € F gilt.
3. Fiihre die folgende Aktion solange aus, bis keine Markierungen mehr in der Liste

moglich sind: Falls fiir ein Paar (z, 2’) und ein a € X das Paar (0(z,a), (%, a)) nicht
in der Liste ist, so streiche (z, 2’).

Beispiel 5.8 Wir betrachten den endlichen Automaten
A= ({a,b},{0,1,2,3,4,5},0,4,{1,2,5}),
dessen Uberfithrungsfunktion ¢ dem Zustandsgraphen aus Abb. 5.1 zu entnehmen ist. Wir
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Abbildung 5.1: Zustandsgraph des Automaten A aus Beispiel 5.8

erhalten entsprechend Schritt 1 des Algorithmus zuerst die Liste

(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5),
(170)7 (171)7 (]‘72)7 (173)7 (174)7 (]‘75)7
(2,0), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,9),
(3,0), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,9),
(4,0), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5),
(5,0), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5).

Hieraus entsteht nach Schritt 2 die Liste

(0,0), (0,3), (0,4), (1,1), (1,2
(27]‘>’ (272)? (275)7 (370>’ (373)? (374)7
(4,0), (4,3), (4,4), (5,1), (5,2), (5,5).

Wir haben nun solange wie moglich Schritt 3 anzuwenden. Hierzu gehen wir stets die Liste
durch und streichen die entsprechenden Paare und wiederholen diesen Prozess. Nach dem
ersten Durchlauf streichen wir nur die Paare (1,5) (da (6(1,a), d(5,a)) = (3, 5) nicht mehr
in der Liste ist), (2,5), (5,1) und (5,2). Beim zweiten Durchlauf werden die Paare (0, 3)
(da das Paar (6(0,a),d(3,a)) = (1,5) beim ersten Durchlauf gerade gestrichen wurde),
(0,4), (3,0) und (4, 0) gestrichen. Beim dritten Durchlauf werden keine Streichungen mehr
vorgenommen. Damit ergibt sich abschlielend die Liste

(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3), (3,4), (4,3), (4,4), (5,5).

Wir zeigen nun, dass mittels des oben angegebenen Algorithmus wirklich die Relation & 4
berechnet wird. Dies ist im Wesentlichen die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 5.9 Sei A= (X, Z, 2,9, F) ein endlicher Automat, und seien z € Z und 2’ € Z
zwei Zustinde des Automaten. Dann ist das Paar (z,2') genau dann in der durch den
Reduktionsalgorithmus erzeugten Liste enthalten, wenn z ~4 z' gilt.

Beweis. Wir beweisen mittels Induktion {iber die Anzahl der Schritte des Reduktions-
algorithmus die folgende dquivalente Aussage: Das Paar (z,2z’) wird genau dann durch
den Reduktionsalgorithmus aus der Liste gestrichen, wenn es ein Wort x € X* gibt, fiir
das entweder 0*(z,z) € F und 6*(2/,x) ¢ F oder 6*(z,z) ¢ F und 6*(2/,x) € F gelten.
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Im Folgenden nehmen wir stets ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass der erste
dieser beiden Félle eintritt.

Erfolgt ein Streichen des Paares (z, z’) im zweiten Schritt, so besitzt wegen §*(z,
lambda) = z und 0*(2,

lambda) = z' das leere Wort die gewiinschte Eigenschaft. Hat umgekehrt das Leerwort
die Eigenschaft, so wird das Paar im zweiten Schritt gestrichen.

Das Paar (z, 2') werde nun im dritten Schritt gestrichen. Dann gibt es ein Element a € X
so, dass das Paar (0(z,a),d(2,a)) bereits frither gestrichen wurde. Nach Induktionsan-
nahme gibt es ein Wort x € X* mit §*(§(z,a),z) € F und §*(6(2',a),xz) ¢ F. Damit
haben wir auch 6*(z,ax) € F und §*(%/,azx) ¢ F, womit die Behauptung bewiesen ist.
Durch Umkehrung der Schliisse zeigt man, dass aus der Existenz eines Wortes ax mit
0*(z,ax) € F und 6*(2,ax) ¢ F folgt, dass (z,2’) gestrichen wird. O

Beispiel 5.8 (Fortsetzung) Wir erhalten aus der bereits oben erzeugten Liste die folgen-
den Aquivalenzklassen bez. ~:

K~(0) = {0}, Kx(1) = Kx(2) ={1,2}, Kx(3) = K~(4) = {3,4}, Kx(5) = {5}.
Hieraus resultiert nun entsprechend obiger Konstruktion der minimale Automat
A% = (X7 {K%(O)J K%<1)7 K%(?))? K%(E))}? K%(O)v 5%7 {K%(l)v KN(5)})7

dessen Uberfithrungsfunktion aus Abb. 5.2, in der wir [i] anstelle von K« (i), 1 < i < 5,
schreiben, entnommen werden kann.

Abbildung 5.2: Zustandsgraph des minimalen Automaten zu A aus Beispiel 5.8

Wir bemerken, dass aus der Darstellung des minimalen Automaten sofort
T(A) =T(Ax) = X UX3X*

zu sehen ist.

Wir untersuchen nun die Komplexitiit des Reduktionsalgorithmus. Es gibt n? Paare von
Zustanden. Bei Schritt 2 oder jedem Durchlauf entsprechend Schritt 3 streichen wir ein
Paar oder stoppen. Das Durchmustern einer Liste der Lénge r erfordert O(r) Schritte.
Damit ist durch

n2

gou) _ o(;Q — O(n?)

eine obere Schranke fiir die Komplexitit gegeben.
Wir merken hier ohne Beweis an, dass es erheblich effektivere Algorithmen zur Minimie-
rung von endlichen Automaten gibt.

Satz 5.10 Die Konstruktion des minimalen Automaten zu einem gegebenem endlichen
Automaten mit n Zustinden ist in O(n - log(n)) Schritten maglich. O
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Wir wollen nun beweisen, dass der minimale Automat im Wesentlichen eindeutig bestimmt
ist. Um das ,,im Wesentlichen“ exakt zu fassen, geben wir die folgende Definition.

Definition 5.11 Zwei Automaten A = (X, Z, 29,6, F) und A" = (X, 7', 2,8, F') heifien
isomorph, wenn es eine eineindeutige Funktion p von Z auf Z' mit folgenden Eigenschaf-
ten gibt:

- Es ist p(z0) = 2.

— Fiir z € Z gilt z € F genau dann, wenn auch p(z) € F' gilt.

~ Firalle z € Z und a € X gilt §'(p(z),a) = ¢(6(z,a)).

Intuitiv liegt Isomorphie zwischen zwei Automaten vor, wenn diese sich nur in der Be-
zeichnung der Zusténde unterscheiden (und ansonsten das gleiche Verhalten zeigen).

Satz 5.12 Sind A und A" zwei minimale Automaten fiir die requldre Menge R, so sind
A und A" isomorph.

Beweis. Seien A = (X, Z, 2,0, F) und A" = (X, 7', 2{,0', F') zwel minimale Automaten
fir R.

Fiir zwei Zustdnde z € Z und 2z’ € Z von A ist z %4 2. Dies folgt daraus, dass auf-
grund der Minimalitdt von A der Automat A, genau so viel Zustdnde wie A hat. Also
konnen keine zwei Zusténde von A in einer Aquivalenzklasse bez. &~ 4 liegen. Nun beweist
man analog zum letzten Teil des Beweises von Satz 5.7, dass die Relationen ~ 4 und ~p
iibereinstimmen.

Entsprechend ergibt sich auch ~ 4 = ~ und damit ~4 = ~ 4.

Sei nun z € Z. Dann gibt es ein Wort z € X* mit 0*(2o,z) = z. Wir setzen nun

p(2) = (0") (20, ).

Diese Setzung liefert eine korrekte Definition von ¢, denn der Wert von ¢(z) héngt nicht
von der Wahl von z ab. Seien nidmlich z € X* und y € X* mit 6*(29, ) = 6*(20,¥), so
ergibt sich zuerst # ~ 4 y und damit auch x ~ 4 y, woraus (8')*(2}, z) = (0")*(z(, y) folgt.
Wir zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Wegen zy = §*(2o,

lambda) ergibt sich p(z9) = (0")* (25, A) = 2{-

Sei nun z € F. Dann gibt es ein # € R mit z = 6*(2p, ). Dann gilt p(z) = (8')*(2{, z).
Wegen € R und R = T(A’) erhalten wir p(2) € F’. Sei umgekehrt ¢(z) € F’. Dann
liegt « mit p(z) = (0")* (2, z) in R und somit ist z = 0(29, x) € F.

AuBerdem gilt

(5’(30(2),(1) = 5((5/) (207 )>a) = ((5/)*(2’6,xa)

p(07(20, za)) = @(8(d7 (20, ), a))
= ¢(6(z,a)).
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