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Vorwort

Die Komplexitéatstheorie als eines der wesentlichen Teilgebiete der Theoretischen Informa-
tik beschéftigt sich mit der Frage, welche Ressourcen zum Losen gewisser Aufgaben erfor-
derlich sind. In der Grundvorlesung zur Theoretischen Informatik wurden bereits die Zeit-
und Raumkomplexitéit behandelt, d.h. die Frage nach der Zeit und dem Speicherplatz, die
erforderlich sind, um eine Aufgabe/ein Problem zu 16sen. Ein weiteres Komplexitdtsmafd
kann darin gesehen werden, wie grofl die Beschreibung des zur Losung verwendeten Al-
gorithmus ist. Ist die Beschreibung durch ein Programm gegeben, so kann als Grofle des
Programms die Anzahl der Befehle im Programm (Anzahl der ‘line of codes”) angesehen
werden; wird der Algorithmus durch eine TURING-Maschine beschrieben, zu kann z. B.
die Anzahl der Zustdnde der Maschine als Grofle interpretiert werden. Die Beschreibungs-
komplexitat beschéftigt sich allgemein mit der Grofle von Beschreibungen von Objekten.
So konnen z. B. Boolesche Funktionen durch Schaltkreise, reguléire Sprachen durch endli-
che Automaten und kontextfreie Sprachen durch kontextfreie Grammatiken beschrieben
werden; die zugehorige Grofie der Beschreibung kann dann z. B. die Anzahl der Gatter
des Schaltkreises, die Anzahl der Zusténde des Automaten oder die Anzahl der Regeln in
der Grammatik sein. In allen Féllen stellen sich die Fragen nach

— der Grofle der kleinsten Beschreibung eines gegebenen Objektes,
— der Minimierung von Beschreibungen fiir ein Objekt,
— einem Algorithmus zum Auffinden der minimalen Beschreibung

usw. Wir behandeln diese Probleme fiir Boolesche Funktionen, formale Sprachen und eini-
ge verwandte Strukturen. Als Groflen werden die oben genannten Parameter sowie einige
Variationen davon betrachtet.

AuBlerdem wird eine kurze Einfiihrung in die Kolmogorov-Komplexitit gegeben, bei
der kiirzeste Beschreibungen von Wortern durch Algorithmen Gegenstand der Untersu-
chung sind.

Zum Verstandnis der Vorlesung sind die {iblicherweise in den Grundvorlesungen zur
Mathematik (fir Informatiker), Algorithmen und Datenstrukturen, Logik und Theore-
tischen Informatik vermittelten Kenntnisse erforderlich. Dies betrifft insbesondere die
Grundbegriffe der Analysis (Grenzwerte, Landau-Symbolik etc.), der Graphentheorie, der
reguldren und kontextfreien Grammatiken, der endlichen Automaten, Entscheidbarkeit
und NP-Vollstandigkeit von Berechnungsproblemen und die Ermittlung der Berechnungs-
komplexitit von Algorithmen. Wir verweisen hier auf die Lehrbiicher [2], [15], [17], [19],
[3], [13], [16].

Jeder Abschnitt der Vorlesung endet mit einigen Ubungsaufgaben. Sie sollen dem Leser
die Moglichkeit geben, sein Wissen zu iiberpriifen.

1



Wir danken Dr. Bernd Reichel, Dr. Claudia Krull und Herrn Ivo Rossling fiir die
sorgfiltige Durchsicht &lterer Versionen des Skriptes, wodurch sich die Qualitit deutlich
verbessert hat.

Jurgen Dassow / Bianca Truthe April - Juli 2008



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1 Komplexitidt Boolescher Funktionen
1.1 Boolesche Funktionen . . . . . . . ..
1.2 Schaltkreise und Komplexitdtsmafle .

1.3 Das Vollstandigkeitskriterium von Post . . . . . . .. .. .. .. ... ...

1.4 Beziehungen zwischen den Maflen . .

1.5 Asymptotische Komplexitéit — untere und obere Schranken . . . . . . . ..

1.6 Minimierung von Schaltkreisen . . . .

1.7 Verzweigungsprogramme und ihre Komplexitat . . . . . . .. . .. .. ...

1.8 Schaltkreise versus Turing-Maschinen

Literaturverzeichnis

10
15
24
30
42
52
56

65






Kapitel 1

Komplexitit Boolescher Funktionen

1.1 Boolesche Funktionen

Wir geben zuerst unsere Notation fiir Boolesche Funktionen und einige Fakten iiber Boo-
lesche Funktionen an, die — bis auf die Notation — bereits aus der Vorlesung zur Logik
bekannt sind.

Unter einer Booleschen Funktion verstehen wir eine Funktion, deren Definitionsbereich
eine kartesische Potenz von {0, 1} und deren Wertevorrat eine Teilmenge einer kartesischen
Potenz von {0, 1} sind. Daher gibt es zu jeder Booleschen Funktion f natiirliche Zahlen
n > 0 und m > 0 so, dass

f {01} — {0,1}™
gilt. Wir schreiben dann auch
f(xlax% cee 7xn) = (y17y27 .- ym)

Eine einfache Methode zur Darstellung von Booleschen Funktionen sind Tabellen. Dabei
geben wir in der linken Spalte die n-Tupel des Definitionsbereichs und in der rechten
Spalte das zugehorigen m-Tupel von Werten an. Da jedes n-Tupel (x1, 2, ..., Tn_1, %)
eineindeutig der Zahl

22" 2" g -2V 2y,

entspricht, konnen wir die Tupel der linken Spalte so ordnen, dass die ihnen zugeordneten
Zahlen der Reihe nach 0,1,...,2" — 1 sind. Abbildung 1.1 veranschaulicht diese Art der
Darstellung. Wir setzen

Bpm = {f | f bildet {0,1}" in {0,1}™ ab},

und da fiir uns vor allem Funktionen mit einem Wertebereich in {0, 1} von Interesse sein
werden, fithren wir noch

B, = B,; firn2>1,
B = UBn

n>1

als abkiirzende Bezeichnungen ein.



000...000 | £(0,0,0...0,0,0)
000...001| £(0,0,0...0,0,1)
000...010] f(0,0,0...0,1,0)
000...011| £(0,0,0...0,1,1)
000...100| £(0,0,0...1,0,0)
011...111 | f0,1,1...1,1,1)
100...000 | f£(1,0,0...0,0,0)
111...110] f(1,1,1...1,1,0)
111...111] f(1,1,1...1,1,1)

Abbildung 1.1: Tabellarische Darstellung einer Booleschen Funktion.

Lemma 1.1 FEs ¢ibt genau 22" Funktionen in B,

Beweis. Wie wir bereits oben festgestellt haben, gibt es (wegen der Entsprechung
zu den Zahlen 0,1,...,2" — 1) genau 2" mogliche Tupel in {0,1}". Jedem dieser Tupel
kann genau ein Wert aus {0, 1} zugeordnet werden. Es handelt sich also um Variationen
von 2 Elementen mit Wiederholung zu je 2" Werten. Die aus der Kombinatorik bekannte
Formel fiir die Anzahl solcher Variationen (mit Wiederholung) liefert 2%". O

Abbildung 1.2 gibt alle Booleschen Funktionen aus B; mit ihren Bezeichnungen an.

Identitat | Negation

Konstante 0 | Konstante 1

x x T ko ky
0 0 1 0
1 1 0 0 1

Abbildung 1.2: Funktionen aus By

Fiir x € {0, 1} setzen wir

=7 und z'=uz,

womit sich
°=1'=1 und 0'=1"=0

ergeben.

Abbildung 1.3 gibt einige Funktionen aus B, an.

Interpretieren wir x; und x5 als Dualziffern, so gibt die Parity-Funktion als Ergebnis
die letzte Ziffer der Dualdarstellung von 7 + x2. Beziiglich der Multiplikation ergibt sich
stets wieder eine Ziffer und diese wird gerade durch den Wert von z; A zo angegeben.
Daher verwenden wir fiir die Konjunktion auch die Bezeichnung z; - s.

Wir geben nun einige bekannte leicht zu verifizierende Beziehungen fiir die gegebenen
Funktionen an; der formale Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.

1 ANxy =71 VI und x1 V o9 = Ty A Ta, (1.1)
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Konjunktion Disjunktion | Parity-Funktion
AND-Funktion | OR-Funktion | XOR-Funktion
Tr1 X9 T /\(L’Q T \/1’2 1 D 1o
0 O 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Abbildung 1.3: Einige Funktionen aus By

Die Bezeichnungen AND, OR, XOR kommen aus der englischen Sprache, da diese Funk-
tionen umgangssprachlich durch und, das einschliefende oder und das ausschlieSende oder
(engl.: exclusive or) widergespiegelt werden.

T=xz, T=x®1, zdxr=0, zAz=zxVzx=mrc, (1.2)
T10xy =x90xy und (z1 0x9) 0wy = x1 0 (za0x3) fiir o € {A,V,B}, (1.3)
(ZEI D l’g) T3 = ([El . 5(73) D (IQ . ZE3). (14

Die Relationen aus i) heilen DE MORGANsche Regeln, iii) enthélt die iiblichen Kommutativ-
und Assoziativgesetze, und iv) ist das Distributivgesetz. Dabei haben wir die Relationen
nur jeweils fiir zwei bzw. drei Variable formuliert; mittels vollstédndiger Induktion kénnen
diese leicht auf beliebige Anzahlen von Variablen erweitert werden. (Man beachte, dass wir
zur Bezeichnung der Konjunktion in i) und iii) das Symbol A, in iv) dagegen - verwendet
haben.)

Fiir ein Tupel @ = (a1, as, ..., a,) € {0,1}" definieren wir die Funktionen

mg : {0,1}" — {0,1} und s,:{0,1}" — {0,1}

vermoge

Mg (T1,Ta, ..., Tp) =TT ATZZ NN T

und

Sa(T1, T2, .. w) =2 VIR V.V 2l
Offenbar gelten fiir m, und s, die Beziehungen
mg(T1, T2, ..., 2,) =1 genau dann wenn z7* =1fir 1 <i<n

genau dann wenn x; = q; fiir 1 <i<n

genau dann wenn (xy,To,...,T,) = (a1, as,...,a,)
und

$o(T1, 79, ..., 2,) =0 genau dann wenn 27 =0 fir 1 <i<n
genau dann wenn z; # a; fir 1 <i<n

genau dann wenn (1, xa,...,%,) = (a1, a9, ..., ay).



Satz 1.2 Fiir jede Boolesche Funktion f € B, gelten

a)  flxy,zo,...,2,) = \/ Mg (T1, T2,y ..., Ty),
aef=1(1)
b)  flxy,z9,...2,) = /\ So(T1,Tay oy ),
a€f=1(0)
C) f(Il, To, ... ,l’n) = @ Airig..imLirLig -+« Liyy

{i1,-sim }C{1,...,n}
fir gewisse a;,i,. 4, € {0,1}.

Beweis. a) Fiir eine Teilmenge S von {0, 1}" betrachten wir die Funktion

fs(z1, 29, ..., 2,) = \/ Mg (T1,Tay ..., Ty).
a€sS

Dann gilt unter Beachtung obiger Relationen

fs(z1,22,...,2,) =1 genau dann wenn mg(21,22,...,2,) =1 fireina e S

genau dann wenn (z1,xs,...,2,) = a fir ein a € S.

Nun folgt die Aussage von a) aus der Definition von f~!(1).
b) ergibt sich analog.
c¢) Aufgrund der DE MORGANschen Regeln ergibt sich

So(T1,Tay .oy xy) = PPV IRV . Ve
_ ay a2 a
= & /\332 /\/\l‘nn

(P ANzP AN AT D

= (zf 2. @l

= (1®8b) (x2®Bbg) ... (x, B by)) B 1,
wobei 0 fi

ir x; = a;
o 7 7 . < . <
b; {1 fiir 7, 2 a; firl<i<n

gesetzt wurde. Durch Ausmultiplizieren der so gednderten Bestandteile s,(x1, 2o, ..., xy)
aus Teil b) entsprechend dem obigen Distributivgesetz erhalten wir die zu beweisende
Aussage. O

Die Darstellungen aus Satz 1.2 a) bzw. b) sind spezielle disjunktive bzw. konjunktive
Normalformen von f. ¢) wird als Polynomdarstellung von f bezeichnet. Die Polynom-
darstellung einer Funktion f ist eindeutig bestimmt. Dies siecht man wie folgt: Es gibt
genau 2" Teilmengen {i1,ia,...,%,} von {1,2,...,n}. In jeder Darstellung verwenden
wir eine Auswahl dieser Mengen. Folglich gibt es 22" Polynome (mit n Variablen). Aus
der Ubereinstimmung der Anzahl von Booleschen Funktionen (siehe Lemma 1.1) und der
Polynome folgt die Eindeutigkeit der Darstellung.

Beispiel 1.1 Wir betrachten die durch die Tabelle aus Abbildung 1.4 gegebene dreistel-
lige Boolesche Funktion f.



Ty T2 I3 f(iC1,372,333)
0O 0 O 1
0O 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Abbildung 1.4:

Nach Konstruktion erhalten wir bei Verwendung von - anstelle von A die disjunktive
Normalform

Ty To T3V Ty -To T3VIT1 Ty -T3VITy: Ty T3V ITy-Ty- T3
sowie die konjunktive Normalform
(x1 VT VT3) - (T7 Vs V) (T1V ey VIT3).
Entsprechend obiger Konstruktion erhalten wir fiir die Polynomdarstellung

f(&:l,.’lfg,xg) 1\/2E2\/$3) (.CL’l\/LUQ\/.T:g)'(LUil\/wQ \/73)

(z
(T1 - w2 - 23) - (21 - T2 - T3) - (21 - Ty - T3)
= (71~ xg-x3@1)~(xl-fg-ﬁ@l)-(xl-fg-xg@l)
((z1
(

T129%3 @ Tox3 1) - (210223 © 122 D 2123 21 B 1) - (212203 1123 D 1)

= T1T2x3 D 1122 D Tox3 D11 D1

Ubungsaufgaben
1. Beweisen Sie die in (1.2), (1.3), (1.4) und (1.4) angegebenen Beziehungen.
2. Beweisen Sie, dass (x1 A x2) V (21 @ x2) = (21 A 22) ® (21 © x2) gilt.

3. Ermitteln Sie eine konjunktive Normalform, eine disjunktive Normalform und die
Polynomdarstellung der dreistelligen Booleschen Funktion f, die genau dann den
Wert 1 annimmt, wenn zwei der Argumentwerte mit 1 belegt sind.

4. Ermitteln Sie eine konjunktive Normalform, eine disjunktive Normalform und die
Polynomdarstellung der dreistelligen Booleschen Funktion f, die genau dann den
Wert 1 annimmt, wenn zwei der Argumentwerte mit 0 belegt sind.



1.2 Schaltkreise und Komplexitatsmafle

Wir definieren nun Schaltkreise und geben fiir diese einige Komplexititsmafie an. Dann
ordnen wir jedem Schaltkreis eine Boolesche Funktion zu und iibertragen die Komple-
xitdtsmafe auf Boolesche Funktionen.

Definition 1.1 Es sei S eine endliche Menge von Funktionen aus B. Fin (n, m)-Schalt-
kreis iber S ist ein (knoten-)markierter, gerichteter und azyklischer Graph S mit folgenden
Figenschaften:

e n paarweise verschiedene Knoten von S sind mit x1, o, ..., x, markiert,

die mit einem x;, 1 <1 <n, markierten Knoten haben keinen Vorgdnger,

die restlichen Knoten von S sind mit Elementen aus S markiert,

die mit einem f € S N By markierten Knoten haben k Vorgdnger,

e m Knoten von S sind zusdtzlich noch mit y1,vs, ..., Ym markiert.

Die mit z;, 1 < ¢ < n, bzw. y;, 1 < j < m, markierten Knoten heiflen Eingangs- bzw.
Ausgangsknoten. Die mit einem Element aus & markierten Knoten werden auch Gatter
genannt.

Geht man davon aus, dass zur praktischen Realisierung eines Schaltkreises ein gewisser
Platz erforderlich ist, so liegen folgende Mafle fiir Schaltkreise nahe: der gesamte Platz-
bedarf, der etwa der Anzahl der Knoten entspricht, und die lineare Ausdehnung in einer
Richtung. Dies wird durch die beiden Mafle der folgenden Definition widergespiegelt.

Definition 1.2 FEs sei S ein (n,m)-Schaltkreis tiber S.

i) Wir definieren die Grifle (oder Komplexitit) C'(S) von S als die Anzahl der mit
Elementen aus S markierten Knoten von S.

ii) Fiir einen Knoten g von S definieren wir die Tiefe D(g) als die mazimale Linge
eines Weges von einem mit x;, 1 < i < n, markierten Knoten nach g.

iii) Unter der Tiefe D(S) des Schaltkreises S verstehen wir die mazimale Tiefe der
Knoten von S.

Der letzte Teil der Definition ldsst sich formal als
D(S) = max{D(g) | g ist Knoten von S}

schreiben. Entsprechend der Definition ist die Tiefe D(S) die maximale Lange eines Weges
in S, da aufgrund der Definition alle Wege in S, die nicht in einem mit z;, 1 < i < n,
markierten Knoten beginnen, verldngert werden konnen.

Beispiel 1.2 Wir betrachten die Menge
S={NV, &}
und die Graphen S; und S aus Abbildung 1.5.
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Abbildung 1.5: Beispiele fiir Schaltkreise

Dann sind S; ein (3, 1)-Schaltkreise iiber S und Ss ein (2, 2)-Schaltkreis iiber S. Jedoch
kann S; auch als Schaltkreise tiber {A, @} aufgefasst werden. Fiir die Groie und Tiefe der
Schaltkreise ergeben sich die Werte

C(Sl> =5 und C(SQ) =4
und

D(Sl) =3 und D(SQ) = 2.

Schaltkreise sollen uns als Beschreibungen Boolescher Funktionen dienen. Daher ist es
notwendig, eine Beziehung zwischen Schaltkreisen und Booleschen Funktionen herzustel-
len. In der fiir uns wichtigen Richtung wird dies durch die folgende Definition geleistet.

Definition 1.3 FEs sei S ein (n,m)-Schaltkreis iber S C B.
i) Dann definieren wir die Boolesche Funktion f,, die in einem Knoten g von S indu-
ziert wird induktiv iber die Tiefe des Knotens wie folgt:

e FEs sei D(g) = 0. Dann ist g mit einer Variablen z;, 1 < i < n, markiert, und wir
setzen
folx1, @, ... ) = 2.

e Es sei D(g) > 0. Dann ist g mit einer Funktion f € S markiert. Ist f € By,
sind g1, 92, ...,9r die Vorgingerknoten von g und sind fg,, fg,, -, fg. die in den
Vorgingerknoten induzierten Funktionen, so setzen wir

folxr, o, . ) = f(fg (@1, Tn), fou (@1, @), oo, fou (@1, -0 ).

ii) Sind hy, ha, ... hy, die Knoten von S, die zusdtzlich mit yy,ys, . . ., Ym markiert sind,
so berechnet S die Funktion f:{0,1}" — {0,1}™, die durch

flrr, 2o, ) = ([ (X1 s xn)s fro (@1, oo )y ooy o (X1, o )

definiert ist.
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Beispiel 1.3 Wir setzen Beispiel 1.2 fort und berechnen der Reihe nach die von den
Knoten induzierten Funktionen und damit auch die von S; und S, berechneten Booleschen
Funktionen.

Bei S; werden in den drei Knoten der Tiefe 1 (von links nach rechts betrachtet) die
folgenden Funktionen induziert:

1 NXo, X1 NT3, To NIy
und damit werden im Knoten der Tiefe 2 und in dem der Tiefe 3
(1 A xo) ® (11 A x3)

und
fi(m1, 29, 3) = (21 A 22) © (21 A 23) D (72 A T3) (1.5)

induziert. Entsprechend unserer Definition wird die in (1.5) gegebene Funktion von S;
berechnet.
Bei S; werden in den Knoten der Tiefe 1 die Funktionen

TiANTe und 1z Dz
und in den Knoten der Tiefe 2 die Funktionen
(x1 ANxo) V (21 B xa) und (1 Axg) B (11 D x2)

induziert. Man rgchnet leicht nach, dass die beiden letztgenannten mit x; V x5 iiberein-
stimmen (siehe Ubungsaufgabe 2 zu Abschnitt 1.1). Folglich berechnet S, die Boolesche
Funktion

fo(w1,29) = (21 V 29, 71 V 12). (1.6)

Beispiel 1.4 Wir betrachten nun die umgekehrte Aufgabe. Wir geben eine Boolesche
Funktion vor und bestimmen dazu einen Schaltkreis, der diese Funktion berechnet. Wir
wollen einen Schaltkreis konstruieren, der im Wesentlichen die Addition von drei Dualzif-
fern a1, 79, 23 vornimmt. Offenbar gilt wegen 0 < z; < 1,1 <i < 3,auch 0 < 3% 2, < 3.
In Dualdarstellung hat das Ergebnis also (maximal) zwei Ziffern, und wenn wir fithrende
Nullen erlauben sogar genau zwei Dualziffern. Daher werden wir einen Schaltkreis mit
zwei markierten Knoten y; und g, konstruieren, bei dem in Dualschreibweise

3
Y1Y2 = ZSUZ
i=1

gilt. Damit ergeben sich folgende Aussagen fiir y; und ys:

e y; = 1 gilt genau dann, wenn mindestens zwei der Ziffern x, x5, 23 den Wert 1
annehmen,

e yo = 1 gilt genau dann, wenn alle drei oder genau eine der Ziffern xy, x5, z3 den
Wert 1 annehmen.
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Abbildung 1.6: Schaltkreis S3 zur Addition von drei Dualziffern

Somit gelten
1= (21 Ax2) @ (21 Axg) @ (w2 Axg) und  yo = 21 O 22 D T3.

Damit kann y; wegen (1.5) durch den Schaltkreis S; realisiert werden, und wir haben eine
Ergénzung durch die Gatter zur Realisierung von y, vorzunehmen. Hieraus folgt, dass der
Schaltkreis S5 aus Abbildung 1.6 der Grofle 7 und der Tiefe 3 das Gewdinschte leistet.

Wir iibertragen nun unsere Komplexititsmafle Grofle und Tiefe auf Boolesche Funk-
tionen, indem wir iiber alle die Funktion berechnenden Schaltkreise minimieren.

Definition 1.4 Fiir eine Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1}™ und eine endliche
Teilmenge S von B definieren wir die Grifie Cs(f) und die Tiefe Ds(f) von f beziglich
S durch

Cs(f) =min{C(S) | S berechnet f und ist Schaltkreis iber S}

und
Ds(f) =min{D(S) | S berechnet f und ist Schaltkreis tiber S}.

Beispiel 1.5 Wir betrachten die Funktionen f; und f5, die durch die Schaltkreise aus
Beispiel 1.2 iiber {V, A, ®} berechnet werden. Wegen der Minimierung bei der Komple-
xitatsbestimmung erhalten wir direkt

Cg(fl) S C(Sl) =5 und DS(fl) S D(Sl) =3

sowie

Cs(f2) <C(Ss) =4 und  Ds(fo) < D(Ss) = 2.

Aufgrund von (1.6) berechnet aber der Schaltkreis S; aus Abbildung 1.7 ebenfalls die
Funktion f5. Damit gilt

Cs(fs) = C(S)) =1 und Ds(fo) = D(Ss) = 1,

da S, offenbar der minimale Schaltkreis zur Berechnung von f, ist.
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Abbildung 1.7: Schaltkreise S; und Ss

Der Schaltkreis S5 berechnet wegen (1.5) und
fi= (@ Ax)® (x1 Ax3) B (xe Axg) = (21 A (2 B 3)) V (9 D T3)
ebenfalls f;. Damit gilt zumindest
Cs(f1) <C(S5) =4 und Ds(f1) < D(S5) = 3.

Man kann sich durch Durchmustern aller kleineren Schaltkreise iiber S leicht davon iiber-
zeugen, dass S5 sogar ein sowohl beziiglich Gréfe als auch Tiefe minimaler Schaltkreis zur
Berechnung von f; ist, womit sogar

Cs(fi)=4 und Ds(f1)=3
gelten.

Wir wollen nun noch ein weiteres Komplexitatsmafl einfiihren, das durch Grenzen der
Schaltkreisherstellung bedingt ist. Wihrend der Eingangsgrad (hier auch fan-in' genannt)
eines Knotens in einem Schaltkreis bei Markierung mit x;, 1 < i < n, Null und bei Mar-
kierung mit h € S die Stelligkeit von h und damit beschrénkt ist, haben wir hinsichtlich
des Ausgangsgrads (auch fan-out genannt) bisher keine Beschriankung vorgenommen. Aus
technischen Griinden muss aber bei der praktischen Realisierung eines Schaltkreises eine
Beschrankung des Ausgangsgrads bei den Gattern vorgenommen werden.

Definition 1.5 i) Wir sagen, dass ein Schaltkreis S fan-out-k-beschrdankt ist, wenn der
fan-out eines jeden Knotens von S hdchstens k ist.

i) Fir eine Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1}™ und eine endliche Teilmenge
S von B definieren wir Cy s(f) als das Minimum der Grifien C(S), wobei das Minimum
tiber alle Schaltkreise tiber S genommen wird, die f berechnen und fan-out-k-beschrinkt
sind.

'Diese Bezeichnung kommt vom englischen Wort fan fiir Féicher, da die eingehenden (und analog auch
die ausgehenden) Kanten direkt beim Knoten anschaulich einen Ficher bilden

14



Fiir Boolesche Funktionen spielt noch die Léange als ein weiteres (von Schaltkreisen
unabhéngiges) Komplexitdtsmaf eine wichtige Rolle. Dieses kann wie folgt definiert wer-
den. Zuerst definieren wir in der iiblichen Weise induktiv Formeln bzw. Ausdriicke iiber
S durch die drei folgenden Bedingungen:

1. Es sei f eine n-stellige Funktion aus S, n > 1, so ist f(xy,z2,...2,) eine Formel
iiber S.

2. Ist f eine n-stellige Funktion aus & und sind Hy, Hy, ... H, Formeln iiber & oder
Variable, so ist auch f(H;, Ho, ... H,) eine Formel iiber S.

3. Formeln entstehen nur mittels 1. und 2.

Als Linge Ls(F') einer Formel F' definieren wir nun die Anzahl der in F' vorkommenden
Funktionssymbole.

Die Formel (1.5) kann als eine Darstellung von f; durch eine Formel tiber {@,A}
interpretiert werden. Deren Lénge betrdgt 5, da A bzw. @& in der Formel dreimal bzw.
zweimal auftreten.

Offensichtlich ist aber die Lénge Ls mit dem Mafl () s identisch. Dies folgt daraus,
dass jede Formel einfach in einen Schaltkreis umgesetzt werden kann, bei dem jeder in-
nere Knoten den fan-out 1 hat, und umgekehrt kann jeder Schaltkreis mit fan-out 1 als
Formel reprisiert werden, wobei dann die Anzahl der Funktionssymbole und die Anzahl
der Gatter iibereinstimmen.

Ubungsaufgaben

1. Die Menge S bestehe aus den Funktion Negation, Konjunktion, Disjunktion und
Parity-Funktion. Der Schaltkreis S iiber S sei durch Abbildung 1.8 gegeben.

a) Bestimmen Sie die Werte C(S) und D(S).

b) Beweisen Sie, dass die von S induzierte Funktion fs genau dann den Wert 1
annimmt, wenn die Argumentwerte fiir 1 und x5 iibereinstimmen.

c) Zeigen Sie, dass Cs(fs) = Ds(fs) = 2 gilt.

2. a) Beweisen Sie, dass fiir eine Funktion f und eine & von Funktionen genau dann
Ds(f) =1 gilt, wenn f € S gilt.
b) Beweisen Sie, dass fiir eine Funktion f und eine & von Funktionen genau dann
Ls(f) =1 gilt, wenn f € S gilt.

3. Ermitteln Sie die Werte Cs(z1 @ x2), Ds(x1 ® z2) und Ls(x1 ® x2), wobei die Menge
S aus der Negation, der Konjunktion und der Disjunktion besteht.
1.3 Das Vollstiandigkeitskriterium von Post

Jedem Schaltkreis ist nach dem vorhergehenden Abschnitt eine Boolesche Funktion zuge-
ordnet. In diesem Abschnitt untersuchen wir die Umkehrung: Gibt es zu jeder Booleschen
Funktion f auch einen Schaltkreis, der f berechnet.
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Abbildung 1.8: Schaltkreis fir Aufgabe 1 (zu Abschnitt 1.1)

Die in Satz 1.2 gebenen Darstellungen von Booleschen Funktionen lassen sich offenbar
direkt in Schaltkreise umsetzen. Daher ist jede Funktion durch einen Schaltkreis iiber

{7, V,A} baw. {A, @k}

berechenbar.

Andererseits reicht die Konjunktion allein sicher nicht aus, um alle Booleschen Funk-
tionen zu berechnen. Ein Schaltkreis, der nur Konjunktionen enthélt, berechnet némlich
eine Funktion f, die f(0,0,...,0) = 0 erfiillt, da bei einer Eingabe, die nur aus Nullen
besteht, jedes AND-Gatter auch eine Null ausgibt.

Definition 1.6 FEine Menge S C B heifst vollstindig, falls jede Boolesche Funktion durch
einen Schaltkreis tiber S berechnet werden kann.

Entsprechend dieser Definition lésst sich die obige Frage wie folgt formulieren: Wann
ist eine Menge S Boolescher Funktionen vollstandig?

Das folgende Lemma gibt ein erstes Vollstandigkeitskriterium. Es ist aber nur bedingt
brauchbar, da es nur besagt, dass es reicht, wenn wir die Booleschen Funktionen mit einem
Ausgabeknoten berechnen konnen.

Lemma 1.3 Fine Menge S C B ist genau dann vollstindig, wenn jede Boolesche Funk-
tion aus B durch einen Schaltkreis tiiber S berechnet werden kann.

Beweis. i) Wenn es eine Boolesche Funktion f aus B gibt, die nicht durch einen
Schaltkreis {iber S berechnet werden kann, so ist S nach Definition nicht vollstandig.

ii) Es sei daher nun jede Funktion aus B berechenbar. Ferner sei f eine Boolesche
Funktion aus B,, ,, fiir gewisse natiirliche Zahlen n > 1 und m > 1. Dann gibt es offenbar
m Funktionen fi, fo,..., f,, aus B derart, dass

f(xl7$27 cee axn) - (hl(xlax% tee awn)y h2($lax2a s 7$n>7 hm<.’L‘1,ZL’2, s 7$n))
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gilt. Fiir 1 <4 < m sei nun

ein Schaltkreis iiber S, der im Knoten y; die Funktion h; berechnet. Hierbei ist h; die
Funktion mit der der Ausgabeknoten markiert ist, und G; ist der restliche Schaltkreis
(man beachte, dass alle Knoten von G; (nur) mit Elementen aus S markiert sind). Dann
berechnet der Schaltkreis

offenbar die Funktion f. Damit kann jede Boolesche Funktion f durch einen Schaltkreis
iiber S berechnet werden. Somit ist S vollstandig. O

Lemma 1.4 Ist S eine vollstindige Menge und ist jede Funktion f € Sy durch einen
Schaltkreis iiber Sy berechenbar, so ist auch Sy vollstindig.

Beweis. Es sei g eine beliebige Boolesche Funktion. Da & vollsténdig ist, gibt es einen
Schaltkreis S {iber S, der f berechnet. Fiir eine Funktion f € S, sei Sy ein Schaltkreis
iiber Sy, der f berechnet. S} entstehe aus Sy durch Streichen der Eingangsknoten. In S
ersetzen wir nun jedes Gatter, das mit f € §; markiert ist, durch S’%. Der so entstehende
Schaltkreis S” enthélt (auler den Eingangsknoten) nur Knoten, die mit Elementen aus S,
markiert sind, und berechnet offenbar auch g. Folglich ist g durch einen Schaltkreis iiber
Sy berechenbar und damit S vollstandig. O

Wir wollen nun ein Vollstandigkeitskriterium geben, das auf den amerikanischen Ma-
thematiker EMIL L. POST (1897-1954) zuriickgeht. Zu seiner Formulierung benotigen wir
fiinf Mengen Boolescher Funktionen. Wir setzen

To = {f|f€B,n>1£(0,0,...,0) =0},

T = {f|feBy,n>1f(1,1,...,1) =1},

Lin = {f|feBuyn>1 f(x1,x2,...2,) = ag B arxy B ars® ... 5 a,z,
fir gewisse a; € {0,1},1 <7 <n},
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Mon = {f’fEBn?nzlaf(alacLZ?"'aan)Sf(blab%'--bn)
fir a; <b;,1 <i<n},
Sd = {f|f€Bun>1,f(a1,a9,...,a,) = f(a1,a2,...,a,)}

Die Funktionen aus 7Ty heiflen 0-bewahrend und die aus T3 heiflen 1-bewahrend. Die
Funktionen aus Lin bzw. Mon werden linear bzw. monoton genannt. Die zu einer Boole-
sche Funktion f € B,, duale Funktion f; definieren wir durch

fa(zy, 2, an) = flar, @, ... @n).

Entsprechend den DE MORGANschen Regeln ist die zur Konjunktion duale Funktion die
Disjunktion und umgekehrt. Offenbar gilt fiir jede Boolesche Funktion (f;)s = f, d.h.
durch zweifaches Dualisieren entsteht stets die Ausgangsfunktion. Die Funktionen aus
Sd haben die Eigenschaft, dass sie ihre eigene duale Funktion sind, und heiflen daher
selbstdual.

Da die Negation nicht in Tj, 77 und Mon liegt und die Disjunktion weder in Sd noch in
Lin enthalten ist, sind alle diese fiinf Mengen von B verschieden. Das folgende Kriterium
kann vom algebraischen Standpunkt aus dahingehend interpretiert werden, dass es sich
bei Ty, Ty, Mon, Lin und Sd um die maximalen Teilmengen von B handelt, die von B
verschieden sind und bei denen die Komposition von Funktionen nicht aus der Menge
fithrt (man vergleiche Teil i) des Beweises des folgenden Satzes).

Satz 1.5 Fine Menge S C B ist genau dann vollstindig, wenn sie in keiner der Mengen
Ty, T1, Lin, Mon und Sd enthalten ist.

Beweis. Wegen Lemma 1.3 beschrinken wir uns auf Funktionen aus B bzw. Schalt-
kreise mit genau einem als Ausgang markierten Knoten.

i) Wir beweisen zuerst die Notwendigkeit der angegebenen Vollstandigkeitsbedingung.
Hierfiir reicht es zu zeigen, dass fiir jede Menge Q € {70, 11, Mon, Lin,Sd} und S C @
jede durch einen Schaltkreis iiber S berechenbare Funktion in @) liegt. Wir zeigen dies
durch Induktion iiber die Tiefe D der Schaltkreise.

Induktionsanfang D = 0. Ein Schaltkreis der Tiefe 0 ist offenbar ein Schaltkreis, bei
dem ein Eingangsknoten als Ausgang markiert ist. Hat der Schaltkreis n Eingangsknoten,
so wird eine Projektion

pin(fﬂl,Z'Q, ey L1, Ly it 1y - - - ,iL‘n) = Ty,
1 <i < n, berechnet. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass
P'eT,, P'eTy, P"e€ Mon, P"e Lin, P"c Sd

gelten.
Induktionsschritt von < D auf D. Es sei S ein Schaltkreis der Tiefe D. Hat der mit y
markierte Ausgangsknoten GG die Markierung ¢, g € @, und k Vorgéngerknoten, in denen
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(nach Induktionsvoraussetzung die Funktionen g¢q,¢s,...,9, € @ berechnet werden, so
berechnet S die Funktion

flz, 20, .. xn) = glgr(1, -y xn), go(T1, o Xn)y e ooy ge(T1, oo ).

Wir diskutieren nun die fiinf Félle fiir Q.
@ = Ty. Wegen der Induktionsvoraussetzung und wegen g € () gelten

¢:i(0,0,...,0) = 0 fir 1<i<Hk,

und wir erhalten

f(0,0,...,0) = ¢

womit gezeigt ist, dass auch f € Ty gilt.

@ = T. Der Beweis von f € T7 kann analog gefiihrt werden.

@@ = Mon. In diesem Fall gelten wegen der Induktionsvoraussetzung fiir beliebige
Tupel (a1, as,...,a,) und (by,ba,...,b,) mit a; <b;, 1 <j<nund 1<i<k

ci = gi(ay,ag, ... a,) < gi(by,bay ..., b,) = d;.

Ferner ergibt sich dann wegen ¢ € Mon noch

9(017027 B 7ck) S g<d17d27 s 7d/€)7

WOraus
flai,a9,...;a,) = glgi(ay,...,an),92(a1,...,a,),...,gk(as,...,a,))

= gla, e, cp)

< g(dludeHa d)
= g(g1(b1,...,0n),92(b1, -, b0)y ooy gr(b1, ..., b))

= f(b,b2,...,by)

folgt. Dies bedeutet aber gerade, dass f € Mon gilt.
() = Lin. In diesem Fall gibt es wegen der Induktionsvoraussetzung a;; € {0,1},
1<i<Ek,0<j<n, derart, dass
Gi(T1, %2, ..., Ty) = Qi B 171 B QioTa B ... B a; Ty
gelten. Ferner gibt es wegen g € Lin noch a; € {0,1}, 0 <i < k, derart, dass

g(x1, 29, 2) = ag ® a121 D AT @ ... D apTp
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gilt, woraus
k n
fla,ag,...,a,) = ag® @ai(ai,o S @ai,j%’)
i=1 j=1

k k k k
= (a0 ® P aiaip) ® (D aiain)r: & (D aiaig)ze @ ... © (P aiain)z,
i=1 =1

i=1 i=1

= by Dbz Dbexa @ ... Dby,

mit

k
bo = ap® (@ a0Gi),

i=1

k
bj = @ai(zm fir 1 S] <n
i=1

folgt. Dies bedeutet aber gerade, dass f € Lin gilt.

@Q = Sd. Wir iiberlassen den Beweis von f € Sd dem Leser als Ubungsaufgabe (siche
Ubungsaufgabe 1).

Damit haben wir bewiesen, dass Schaltkreise iiber einer Teilmenge S von () nur Funk-
tionen aus @) berechnen kénnen. Da () C B gilt, kann § nicht vollsténdig sein.

ii) Wir beweisen nun die Hinldnglichkeit der Bedingung. Nach Voraussetzung enthélt
S Funktionen

fTo ¢ TO; le ¢ Tla fMon ¢ MOTL, fLm ¢ L’L?’L, de Q_f Sd.

Wir zeigen, dass mittels dieser Funktionen der Reihe nach die konstanten Funktionen
ko und k; (a), die Negation (b), die Konjunktion (c¢) und die Disjunktion (d) erzeugt
werden koénnen. Wegen der Vollstandigkeit von {V, A, ~} und Lemma 1.4 folgt dann die
Vollstandigkeit von S.

(a) Fiir die Funktionen fr, und fr, seien f, und f7, die Funktionen, die durch die
beiden folgenden Schaltkreise berechnet werden, wobei die Ausgangsknoten durch fr, bzw.
fr, markiert sind und wir fiir die Knoten ein Késtchen statt eines Kreises verwenden.

fTo fT1

Aufgrund ihrer Definition gelten
fr,(0,0,...,0) =1 und fr,(1,1,...,1)=0.

Wir diskutieren nun die vier Fille fiir die Werte von fr,(1,1,...,1) und fr,(0,0,...,0).

Fall 1. fr,(1,1,...,1) = L und f7,(0,0,...,0) = 0. Dann gelten offenbar f7, = k; und
fr, = ko. Folglich konnen die beiden konstanten Funktionen durch Schaltkreise iiber S
berechnet werden.
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Die restlichen drei Félle werden wir zusammen analysieren, nachdem wir erst einmal
feststellen, dass in allen diesen Féllen {f7,, f7, } die Negation enthalt.

Fall 2. fr,(1,1,...,1) = 0 und fr,(0,0,...,0) = 0. Dann erhalten wir f7, (r) = Z und
erneut fr, = ko.

Fall 3. fr,(1,1,...,1) = 1 und fr,(0,0,...,0) = 1. Dann ergeben sich f7. (z) =7 und
fr =k

" Fall 4. fr,(1,1,...,1) = 0und fr,(0,0,...,0) = 1. Dann gilt offenbar, dass sowohl f7,

als auch f7, die Negation ist.

Nun gelten

und wegen fgq ¢ Sd

fsa(ar,aq, ... a,) = fsa(@r,az,...,a,)

fiir gewisse a; € {0,1}, 1 <14 < n. Fiir die Funktion

g(x) = feq(x™, z%, ... )

ergibt sich damit

g(0) = fsa(0",0%,...,0%)
- deailacLin"'?ain)

(
(
= fsalay,as, ... a,)
(
)

I
o

g(190,192 . 19)
(1).

|
Q

Somit ist g eine konstante Funktion und diese wird durch den Schaltkreis aus Abbildung

1.9 berechnet.

NI

Abbildung 1.9: Schaltkreis, der im Knoten fsq eine Konstante berechnet (z' ist die Iden-
titéit, und wir verbinden den Eingangsknoten direkt mit fgq; 2° ist die Negation)

Folglich kénnen wir eine Konstante und die Negation durch Schaltkreise iiber S be-
rechnen. Hieraus ist einfach durch Hintereinandersetzen dieser Schaltkreise einer fiir die
andere Konstante zu gewinnen. Daher sind beide Konstanten durch Schaltkreise iiber S
berechenbar. (Man beachte, dass die aufwendige Konstruktion mit fs, eigentlich nur im
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Fall 4 erforderlich ist, da in den Fillen 2 und 3 bereits {f7,, f7, } die Negation und eine
Konstante enthélt.)

(b) Wir betrachten die Funktion fy,, ¢ Mon. Nach Definition gibt es Tupel (a1, as, . . ., a,,)
und (by, b, ..., by) mit a; < b;, 1 < i < m, und

faron(ar, ag, .oy am) > faron(b1, by .o b). (1.7)
Fiir die Tupel
¢ = (b1,bay ... bis1, Qi Qir, ey am), 1 <i<m+1,
ergibt sich bei komponentenweiser Erweiterung der Ordnung

(CLl,CLQ,...,(Zm):ﬂ<Q<...<Cm71<Cﬂ<cm+1:<b1,b2,...,bm).

Wiirde nun faon(c;) < faron(cipr) fiir 1 < ¢ < m gelten, so ergibt sich ein Widerspruch
zu (1.7). Daher gibt es eine natiirliche Zahl j, 1 < j < m, mit faron(c;) > faron(cjp1). Wir
erhalten also o

fMOTL(bla b27 s 7bj—170aa'j+17aj+27 s a’m) > fMon(b17b27 s 7bj—17 17aj+17aj+27 e 'am)

(a; = 0 und b; = 1). Daher berechnet der Schaltkreis aus Abbildung 1.10 die Negati-
on. Ersetzen wir die Konstanten durch die Schaltkreise aus (a), so erhalten wir einen
Schaltkreis iiber S, der die Negation berechnet.

Abbildung 1.10: Schaltkreis zur Berechnung der Negation

(c) Fiir die nicht in Lin liegende Funktion fr;, aus S gibt es die Darstellung

frin(x1, T2, ..., xp) = x22- fi(xs, T4, ..., %) B 21 - fo(xs, 24, ..., 2k)

@y f3(ws, x4, ..., x) ® falzs, 4, ..., Tk)

mit gewissen Funktionen fi, fo, f3, fs € B und f; # ko (ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit nehmen wir dabei an, dass die Nichtlinearitét beziiglich der Variablen z; und x5
vorliegt). Wegen f; # ko gibt es Werte ds,dy, ... ,dy € {0,1} mit fi(ds,dy,...,d;) = 1.
Wir konstruieren den Schaltkreis S aus Abbildung 1.11 a). Offenbar berechnet S die
Funktion f],, mit

fim(i% 332) = T129 D ax; D Prs D,
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fiir gewisse «, 3,y € {0, 1}. Daher berechnet der Schaltkreis aus Abbildung 1.11 b) wegen

vy = (01 ®B)(22® ) + a(z: @ 6) @ Bla2 @ a) D7)
@ (af @)
die Konjunktion. Da in Abhéngigkeit von «, 3, die Funktionen z; & 3, o & a und
y ® af @~y die Identitéit oder Negation sind, die Konstanten nach (a), die Negation nach
(b) durch Schaltkreise iiber & berechnet werden kénnen, kénnen auch die Schaltkreise

aus der Abbildung 1.11 iiber S realisiert werden. Somit ist die Konjunktion durch einen
Schaltkreis {iber S berechenbar.

OB

No—

/

fLin

Abbildung 1.11: Schaltkreise zur Berechnung der Konjunktion

(d) Die Disjunktion kann nun entsprechend den DE MORGANschen Regeln durch einen
Schaltkreis {iber S berechnet werden. O

Ubungsaufgaben
1. Beweisen Sie, dass aus g € Sd und g¢; € Sd fiir 1 <1 < k auch

flrr, e, xn) = glgr(1, -y xn), go(T1, - ooy 0)y - oo g1, .. o ) € Sd
folgt.

2. Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen von Funktionen vollstéindig sind:

a) {77 /\}7 b) {@7\/}7 C) {f07f1;"'7f2"—1}7

wobei die Funktionen f; € B, fiir 0 < ¢ < 2" — 1 durch

fi(Il,l’g, ce

) = 1 zi25...2, ist die Dualdarstellung von ¢
71 0 sonst

definiert sind.
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3. Beweisen Sie, dass fiir eine Funktion f ¢ Ty (or F' ¢ T} auch f ¢ Mon oder f ¢ Sd
gilt.

4. a) Beweisen Sie, dass fiir jede vollstindige Menge S eine vollstindige Teilmenge
S’ C S existiert, die aus hochstens 5 Funktionen besteht.

b) Beweisen Sie, dass fiir jede vollstindige Menge S eine vollstindige Teilmenge
S’ C S existiert, die aus hochstens 4 Funktionen besteht. (Hinweis: Benutzen Sie

Aufgabe 3.)

1.4 Beziehungen zwischen den Maflen

Wir haben in Abschnitt 1.2 eine unendliche Menge von Komplexitatsmafen fiir Schalt-
kreise eingefiihrt, denn die angegebenen Mafle hingen zum einen von der Menge S, iiber
der die Schaltkreise definiert sind, und zum anderen von der Beschrankung des fan-out
ab. Beide Parameter gestatten unendlich viele verschiedene Belegungen. Ein Ziel dieses
Abschnitts ist es zu zeigen, dass bis auf konstante Faktoren die Mafle vielfach tibereinstim-
men, so dass im Wesentlichen nur drei verschiedene Mafle existieren. Weiterhin werden
wir Relationen zwischen diesen drei Maflen anzugeben.

Wir zeigen zuerst, dass sich die Mafle bez. verschiedener vollstandiger Mengen nur
durch konstante Faktoren unterscheiden.

Satz 1.6 Sind S und Sy zwei vollstindige Mengen, so gibt es (von Sy und Sy abhdngige)
Konstanten ci, ca,dy,dy und c 1, cr2, k > 1 so, dass fiir jede Boolesche Funktion f

€1 032(f) < 031(f) <cg- CSQ(f)7
di - Ds,(f) < Ds,(f) < dz- Ds,(f),
i1 Ors(f) < Crs (f) < iz - Crs,(f)

gelten.

Beweis. Wir beweisen nur die Relation fiir die Groie der Schaltkreise. Die Beweise fiir
die Tiefe bzw. die fan-out-beschréankte Grofle konnen analog gefithrt werden.
Wir setzen
co = max{Cs (9) | g € S2}.

Fiir eine Funktion f sei S ein Schaltkreis iiber Sy mit C(S) = Cs,(f). Wir konstruieren
nun den Schaltkreis S’ iiber &;, indem wir jeden Knoten von S, der mit einer Funktion
h € Sy markiert ist, durch einen Schaltkreis iiber S; ersetzen, der h berechnet. Damit wird
jeder Knoten aus S mit Markierung in Sy durch héchstens ¢, Knoten mit Markierung in
S ersetzt. Daher gilt C(S") < ¢C(S). Beachten wir noch, dass S’ nicht der bez. der
Grofle minimale Schaltkreis iiber &; sein muss, der f berechnet, so ergibt sich

Cs, (f) C(S') < ca- C(S) = ca- Cs,(f).

Damit ist der zweite Teil der zu beweisenden Relation bewiesen.
Unter Verwendung von

1 = max{Cs,(9) | g € Si}
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kénnen wir vollig analog
Csz(f) < Cll ’ 031(f)

zeigen. Wegen ¢| > 0 erhalten wir daraus

& () < Cs, ()
1

woraus mittels der Setzung ¢; = ci, auch der erste Teil der Relation folgt. O
1

Damit ist gezeigt, dass durch den Parameter der (vollstdndigen) Mengen, tiber der die
Schaltkreise definiert sind, keine Unendlichkeit vorliegt, wenn wir (wie bei Komplexitéts-
untersuchungen meist iiblich) Unterschiede durch konstante Faktoren nicht berticksichti-
gen.

Wir betrachten nun den zweiten Parameter, die fan-out-Beschriankung, durch den
unendlich viele verschiedene Mafle entstehen kénnen. Aus der Definition folgt sofort

Cis(f) 2 Cos(f) 2 Css(f) = .. =2 Crs(f) = ... Cs(f) (1.8)
fiir jede Boolesche Funktion f, jede Menge S und jede natiirliche Zahl k£ > 3.

Satz 1.7 Fliir jede natiirliche Zahl k > 2 und jede vollstindige Menge S gibt es eine
Konstante ¢ derart, dass

Crs(f) <c-Cs(f)
fiir alle Funktionen f € B gilt.

Beweis. FEs sei S ein bez. der Grofle minimaler Schaltkreis iiber S fiir f, d.h. es gilt
Cs(f) = C(S). Da f € B ist, hat S genau einen Ausgabeknoten und wegen der Minima-
litdt von S ist dies das einzige Gatter, das den Ausgangsgrad 0 hat. Wir numerieren nun
die Gatter mit einem positiven Ausgangsgrad mit 1,2,...C(S)—1. r; sei der Ausgangsgrad
des Gatters 1.

Wir konstruieren nun einen fan-out-k-beschrinkten Schaltkreis S’ aus S in der folgen-

den Weise:
e Wir verdindern das Ausgangsgatter nicht.

e Gilt r; < k fiir den Ausgangsgrad r; des Gatters i, so verdindern wir das Gatter i
nicht und setzen p; = 0.

e Hat das mit h € S markierte Gatter i den Ausgangsgrad r; > k, so setzen wir

Ti—k
k—1

und ersetzen das Gatter ¢ durch den Schaltkreis aus Abbildung 1.4.

pi:{ J und t; =7 —pi(k—1)

Nach dieser Konstruktion berechnet S” offenbar auch die Funktion f und ist fan-out-k-
beschrankt. Folglich gilt

c(S)-1

=1
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Abbildung 1.12: Reduktion des Ausgangsgrades auf k

Zur Analyse dieser Abschitzung berechnen wir jetzt Zlc:(f )1 p;. Ist r; > k fiir ein Gatter

i, so gilt entsprechend unserer Definition von p;

<7’Z—k+1_7’1—1
P =T TR
Fiir ein Gatter ¢ mit r; < k ergibt sich wegen p; = 0 und r; > 1 auch p; < 7;;:11 Damit

erhalten wir (51 (81 ()1
. i — 1 (2 ) —(C(S) = 1)
A = . 1.1
> ne< 3 i ) (1.10)

=1

ng)_l r; ist die Summe der Ausgangsgrade der Gatter. Aulerdem hat mindestens ein
Eingangsknoten den Ausgangsgrad 1. Wir setzen nun noch s als das Maximum der Stellig-
keit von Funktionen aus S (und damit als das Maximum der Eingangsgrade von Gattern).
Da die Eingangsknoten den Eingangsgrad 0 haben, folgt aus der Tatsache, dass jede Kante
im Schaltkreis jeweils 1 zu den Ein- und Ausgangsgraden beitragt,
c(9)—1
1+ Y r<C(S)-s.
i=1

Verwenden wir dies in (1.10), so ergibt sich

S (C(S)-s—1)— (C(S) — 1) s—1
Kombinieren wir dies mit (1.9), so erhalten wir
s—1 s—1

Crs(f) <C(S) +C(9) 1 - Crs(id) = C(S) - (1 +o— -Ck,s(z'd)>.
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Damit ist

s—1
=14+ ——7 Cis(id
¢=1+4— Crs(id)
die gesuchte Konstante und der Satz bewiesen. O

Aus (1.8) und Satz 1.7 folgt

Cs(f) < Cis(f) <c-Cs(f)

fiir jede Boolesche Funktion f, jede vollstindige Menge & und jedes k£ > 2. Folglich
stimmen bis auf konstante Faktoren die Komplexitatsmafle C s und Cs iiberein. Damit
bleiben nur noch drei wesentlich verschiedene Mafle iibrig. Dies sind die Grofle, die Tiefe
und die Lénge (letztere wegen Cy s = Lgs) bez. einer (festen oder dem Problem gerade
angepassten) vollstandigen Menge S.

Als néichstes zeigen wir nun, dass bei gewissen vollstandigen Mengen bis auf konstante
Faktoren die Tiefe der Logarithmus der Léange ist.

Satz 1.8 i) Es seien S eine vollstindige Menge mit S C By und f eine beliebige Funktion
aus B. Dann gilt

log(Ls(f) +1) < Ds(f).

ii) Es seien S eine vollstindige Menge mit {ko,k1} C S C By und f eine beliebige
Funktion aus B. Dann gilt

Ds(f) < k(S) - log(Ls(f) + 1)

mat | + Ds(zy v 22)
+ Ds(Ty V 22

E(S) =

(%) log(3) — 1

Beweis. 1) Es sei S ein Schaltkreis iiber S, der f berechnet und D(S) = Dg(f) erfiillt.
Hat eines der Gatter von S einen Ausgangsgrad k£ > 1 so ersetzen wir dieses Gatter durch
k Kopien, die dann nur noch den Ausgangsgrad 1 haben. Wenn wir dies fiir alle Gatter
durchfiihren, so erhalten wir einen Schaltkreis S’, dessen Gatter alle den Ausgangsgrad
1 haben, der f berechnet und fiir den ebenfalls D(S’) = Ds(f) gilt. AuBerdem hat S’
bei Fortlassung der Eingangsknoten eine Baumstruktur, bei der alle Kanten in Richtung
Wurzel gerichtet sind. Aufgrund unserer Voraussetzung, dass S nur zweistellige Funktio-
nen enthélt, ist S’ ohne Eingangsknoten sogar ein Bindrbaum der Tiefe D(S") —1 (da die
Kanten zu den Eingangsknoten gerade 1 zur Tiefe des Schaltkreises beitragen). Da fiir
einen Bindrbaum der Tiefe d gilt, dass er hochstens 24+ — 1 Knoten enthélt, erhalten wir

fiir die Anzahl C(S’) der Gatter von S’ die Beziehung
C(8") < 2P 1
und daraus durch Umstellen und Logarithmieren (zur Basis 2)
log(C(S") +1) < D(S") = Ds(f).

Unter Beachtung der nach Definition geltenden Beziehung Ls(f) < C(S’) folgt hieraus
die Behauptung.
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ii) Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion tiber Ls(f).

Ist Ls(f) < 2, so besteht der langenminimale Schaltkreis aus hochstens zwei Gattern.
Damit gilt auch Dg(f) < 2 und wegen k(S) > 2 folgt die gewiinschte Relation.

Es sei nun T ein Schaltkreis iiber S, der f berechnet, bei Fortlassen der Eingangsknoten
ein Bindrbaum ist und C(7T') = Ls(f) > 3 erfullt. Mit 77 und 75 bezeichnen wir die beiden
Schaltkreise, die aus T" entstehen, wenn wir den Ausgangsknoten entfernen. 7; berechne
die Funktion f; und 75 berechne f;. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte noch
C(Ty) < C(T3z). Wegen C(T1) + C(T3) + 1 = C(T) folgen daher

T)—1
() < C(; < C(Ty) und C(T) < C(T) — 2. (1.11)
Auflerdem gilt nach Konstruktion noch
Ds(f) <1+ max{Ds(f1), Ds(f2)}. (1.12)

Ferner sei Ty ein hinsichtlich der Gatterzahl minimaler Teilbaum von 75, dessen Blétter
auch Blétter von T3 sind (die Blatter haben im Schaltkreis nur noch Eingangsknoten als
Vorgénger), mit

C(T:
Wegen der Minimalitdt von Ty kénnen die beiden aus Ty durch Streichen der Wurzel
entstehenden Baume héchstens (%1 — 1 Gatter enthalten, woraus
C(T: 2(C(T) —2 20(T) -1
O(Ty) < 2- (32)+1§((3))+1§(3) (1.13)

folgt. Moge Ty die Funktion fy berechnen, und fiir i € {0, 1} moge fo,; die Funktion sein,
die durch den Schaltkreis 75 ; berechnet wird, der aus 75 durch Ersetzen von Tj durch die
Konstante k; entsteht. Dann ergibt sich

C(Ty) — C(Tp) +1 < C(Tp) — 9B 1 < 291) 4

; C(g)—2le < 20(5)—1 3 3

C(T24) (1.14)

fir i € {0,1}. AuBlerdem erhalten wir

fg(l’l, Ce 75En) = fo(l‘l, e ,l’n)fg’o(l‘l, e ,l’n) V fo(l’l, Ce ,an)f271($1, e ,l’n),

denn bei fo(x1,...,2,) = 0 gilt fo(x1,...,2,) = foo(z1,...,2,), und analog gilt auch

fa(z1, ..o, xn) = for(xr, ..., x,) bel fo(z1,...,2,) = 1. Aus dieser Darstellung resultiert

Dg(f2> S Ds(fy V ZL’Z) + maX{DS(f()), Dg(fgy()), Dg(fgjl)}. (115)
Aus (1.13) und (1.14) und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

20(T) -1

Ds(g) < H(8) - loa(Ls(g) + 1) < k(S) -tog (7 =1 1)

fir g € {fo, f2.0, f2.1} und hieraus mittels (1.15)
20(T) -1
Ds(f2) < Ds(zy V xz) + k(S) - log ((3)—|— 1). (1.16)
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Weiterhin erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung und (1.11) noch

CT=1,

Ds(fr) < K(S) -log (=
woraus unter Beachtung von (1.12) und (1.16) dann

20(T) -1
3
20(T) +2

Ds(f)

IN

1+ Ds(zy V xz) + k(S) - log ( +1)

IN

1+ Ds(Ty V xz) + k(S) - log (

IN

1+ Ds(Ty V zz) + k(S) - log (

IN

14+ Ds(Ty V zz) + k(S) - (log(g) +1log(C(T) 4+ 1))
— 14 Ds(@yVaz) + k(S) 1og(§) 1 (S) log(C(T) + 1)
= 1+ Ds(TyV xz) + k(S)(1 —log(3)) + k(S) log(C(T') + 1)

LDV ) (1 tog(3) + k() bos( (1) + )

= 1+ Ds(TyV xz)+
= k(S)log(C(T)+1)

und damit die Behauptung folgen. O

Als erstes bemerken wir, dass die Voraussetzun(en) ({ko,k1} €)S C By durch einen
Ubergang zu einer vollstandigen Menge mit dieser Bedingung und daraus resultierender
Beachtung von konstanten Faktoren erreicht werden kann. Auflerdem stellt ko, ky € S
schaltungstechnisch keine Einschréankung dar, da dies durch Eingangsknoten mit kon-
stanter Eingabe relativ einfach realisiert werden kann.

Als zweites bemerken wir, dass k(By) ~ 5.13 gilt und dass der Wert k(S) auch fiir
andere S relativ klein ist. Daher wird die Tiefe relativ gut durch den Logarithmus der
Lé&nge approximiert.

Wir kommen nun zu Relationen zwischen Gréfle und Tiefe bzw. Lange.

Satz 1.9 Flir jede vollstindige Menge S C By und jede Funktion f € B gelten

Cs(f) < Ls(f) und log(Cs(f) +1) < Ds(f).

Beweis. Die erste Relation folgt wegen Ls(f) = C1s(f) aus (1.8). Die zweite Relation
folgt aus der ersten und Satz 1.8 i). a

Ohne Beweis geben wir noch die Abschétzung in der anderen Richtung. Fiir den tech-
nisch aufwendigen Beweis verweisen wir auf [18].

Satz 1.10 Fir jede vollstindige Menge S C B gibt es eine Konstante k'(S) derart, dass
fiir jede Funktion f € B

K(S) - Ds(f) -log(Ds(f)) < Cs(f)
qgilt. O
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Durch Umformen erhalten wir aus Satz 1.10 die Relation

Cs(f)
Pl = 18] oa(Ds( )y 1
1

Beachten wir noch, dass aus Satz 1.9 log(log(Cs(f))) < log(Ds(f)) folgt, so erhalten wir
aus (1.17)
Cs(f)

K(S) - log(log(Cs(f)))

Ds(f) <

fiir vollstdndige Mengen S C B,.
Fiir die Beziehung zwischen Lange und Grofle ergibt sich mittels Satz 1.8 sofort

Cs(f)
log(Ls(f)) < k'(S) -log(log(Cs(f)))

fiir vollstdndige Mengen S C Bs.

Ubungsaufgaben

1. a) Beweisen Sie dass Ciav—y(f) < 4C(g a3 (f) fiir alle Booleschen Funktionen f
gilt.
b) Geben Sie Boolesche Funktionen f, fo und f3 an, fir die

Ciav—y(fi) = Clanpy(fi) +i
gilt.

2. Beweisen Sie, dass die Abschétzung aus Satz 1.8 i) nicht verbessern lisst (d.h.,
zeigen Sie, dass es eine Funktion gibt, bei der in Satz 1.8 i) die Gleichheit gilt).

3. Berechnen k(S) fiir S = {A,V,” } und S = {P, A, k1 }

1.5 Asymptotische Komplexitiat —
untere und obere Schranken

In diesem Abschnitt wollen wir Schranken fiir die Komplexitiat Cs(f) bestimmen.

Sollen die Schranken fiir alle Booleschen Funktionen gelten, so ist die untere Schranke
offenbar durch 1 gegeben. Dies folgt daraus, dass jede Funktion f aus der Menge S der
Basisfunktionen durch einen Schaltkreis realisiert wird, der neben den Eingangsknoten
nur den mit f markierten Knoten enthélt. Damit gilt Cs(f) = 1.

Diese untere Schranke lésst sich aber deutlich verbessern, wenn wir eine einfache For-
derung an die zu realisierende Funktion stellen.

Wir sagen, dass f € B,, von der Variablen z; wesentlich abhéngt, wenn es Werte a;
mit 1 < j <mn, j # i, derart gibt, dass

f(al,ag, e ,ai_l,(),aHl,aHg, e ,an) 7é f(al,ag, ey @, 1,ai+1, Aj42, .. - ,CLn)

gilt. Bei einer Anderung der wesentlichen Variablen #ndert sich also auch der Wert der
Funktion.
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Satz 1.11 Fir jede Boolesche Funktion f € B,, die von allen Variablen wesentlich
abhdngt, gilt Cp,(f) >n — 1.

Beweis. Es sei S ein Schaltkreis tiber By, der f berechnet und C(S) = Cp,(f) erfiillt.
Zur Vereinfachung setzen wir C(S) = c¢. Wir berechnen die Anzahl k der Kanten von
S auf zwei Arten. Zum einen gehen in jedes Gatter von S genau zwei Kanten. Daher
gilt k& = 2¢. Zum anderen geht aus jedem Eingangsknoten mindestens eine Kante aus,
da f von jeder Variablen wesentlich abhédngt. Weiterhin geht auch von jedem Gatter mit
Ausnahme des Endgatters mindestens eine Kante aus. Somit ergibt sich k > n + ¢ —1
und damit 2¢ > n + ¢ — 1, woraus die Behauptung sofort folgt. O

Aus Satz 1.11 folgt sofort, dass es keine Schranke gibt, durch die die Komplexitét aller
Funktionen nach oben beschréankt wird, da die Komplexitdat mit wachsender Stelligkeit
mindestens linear in der Stelligkeit wéchst.

Wir betrachten daher als Komplexitdtsmafie Funktionen, bei denen eine Abhéngigkeit
von der Stelligkeit besteht. Dies entspricht dem Vorgehen bei der Komplexitit von Be-
rechnungen, bei der Funktionen betrachtet werden, die von der Grofle der Eingabe (z. B.
Wortlénge) abhéngen.

Definition 1.7 Fir ein Komplezititsmafs K € {C,L,D} und eine Menge S C B wvon
Basisfunktionen definieren wir die Funktion Kg : N — N vermdge

Ks(n) =max{Ks(f) | f € Bn}.

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Funktion Ks zu bestimmen. Die genaue Ermittlung
wird uns aber kaum gelingen. Daher sind wir an unteren Schranken K¥(n) und oberen
Schranken Kg(n) fiir Ks(n), d. h. Funktionen mit

Ks(n) < Ks(n) < Kg(n)

interessiert, mittels derer dann zumindest eine asymptotische Bestimmung von K s moglich
sein kann.

Aufgrund der Definition 1.7 und der Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts ist
klar, dass fiir zwei Mengen S und &’ Konstanten ¢; und c¢; mit

c1Ks(n) < Ko(n) < coKs(n)

existieren. Zur asymptotischen Beschreibung kann man sich daher ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit auf S = By beschranken. Zur Abkiirzung setzen wir noch Kp, = K fiir
K € {C,D,L}.

Wir bestimmen zuerst obere Schranken.

Satz 1.12 Es ¢ibt eine natiirliche Zahl ng derart, dass fiir jede natiirliche Zahl n > ng

o) <2 1o(2)

n n

gilt.
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Beweis. Wir geben zuerst eine neue Darstellung Boolescher Funktionen an und schétzen
dann die Komplexitét eines Schaltkreises auf der Basis dieser Darstellung ab. Die Darstel-
lung als wesentlicher Schliissel des Beweises geht auf O. B. LUPANOV zuriick und heifit
(k, s)-Darstellung.

Wir wahlen zuerst eine natiirliche Zahl £ mit 1 < £ < n und teilen die Menge der
n Variablen in zwei Mengen ein, von denen die erste Menge M; aus den ersten n —
k Variablen xq,x5...,2,_; und die zweite Menge M, aus den restlichen k£ Variablen
Tp—kt1s Tn_it2s - - -, Tn besteht. Wir bilden eine Tabelle, deren Zeilen aus den 2¥ Tupeln
0B1, Ba, ..., Bk, die durch Belegung der Variablen aus M, gebildet werden konnen, und
deren Spalten analog aus den 2"~* Tupel ay, as, ..., agn—r bestehen, die den Belegungen
der Variablen aus M entsprechen. Der Funktionswert f(aq,. .., an_k, Gy_gs1, - - -, Gp) steht
dann im Schnittpunkt der Spalte zu (ay, ..., a,—x) und der Zeile zu (ap—gs1,- - -, Gn)-

Wir withlen als néichstes eine natiirliche Zahl s mit 1 < s < 2% und teilen die Zeilen in
Blocke aus jeweils s Zeilen ein. Offenbar gibt es p = [%1 derartige Blocke, bei denen der
letzte weniger als s Zeilen haben kann. Wir nehmen im folgenden an, dass alle Blocke gleich
grof} sind und iiberlassen die notwendigen Modifikationen bei einem kleineren letzten
Block dem Leser. Die Blécke bezeichnen wir mit Ay, Ao, ... A,. Dabei besteht der Block
A;, 1 <4 < p, aus den Tupeln B;_1)s41, Bi-1)s+2: - - - 5 Bis-

Fiir 1 <1 < p setzen wir

f@r, 2o, T, Ba-1)st1)

f(mla X2y sy Tk, ﬁ(i—l)s+2)
f(IlamZa"‘rIn—k?Ai) = .

f(xla L2y evny Tn—k, 6@5)

Offenbar ist f(xy,22,..., 2k, 4;) ein s-dimensionaler Vektor iiber {0, 1}.

Eine Veranschaulichung der Darstellung ist in Abb. 1.13 gegeben.

Fiir einen s-dimensionalen Vektor w = (wy, ws,...,w,) tiber {0, 1}, eine natiirliche
Zahl i, 1 < i < p, und eine n-stellige Funktion f € B,, definieren wir die Menge A(i,w, f)
durch

AGi,w, f) = {a:a € {0,1}"7* fla, 4;) = w}

und die Funktion f; ,, f-(l) und fz(i}) durch

7,W

fiw(wr, 29, 2) = {f(ml,xg,...,xn) (@1, Tnn) € A(Lw, ), (Tnki1s - Tn) € A

0 sonst
fgl)(xl o, Ty) = {1 (1, oy Tpg) € A(i,w, f)
AT T 0 sonst ’
f(2) (331 To, ... T ) — { 1 wy=1und (xn7k+17 v 7xn) = ﬁ(i—l)s—l—t
BwAT T " 0 sonst

Wir bemerken, dass die Funktionen fi(,B und fl(i,) nur von den ersten n—k bzw. den letzten
k Variablen abhingen. Offenbar gelten dann

fiw(@1, 20, .. 2) = fi%(:cl,x% cey Tp) A féfﬂ)(:ﬂl,x% cey Tn),
p
f($17$2a"'7$n) = \/ \/ fi,w(xl7$27"'axn)7
i=1we{0,1}*
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Abbildung 1.13: (k, s)-Darstellung einer Funktion (hier haben wir den allgemeinen Fall
mit einem kleineren letzten Block notiert)

T, T,y Tp) = iiv(xl,...,xn)Afi(i)(xl,...,:cn)
£ ) £ |
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fi(jv(xla s wz‘nfk) A fi(fu)(xnkarb cee 7xn)

Wir benutzen die letzte Darstellung zur Konstruktion eines Schaltkreises S fiir f.
S ist in Abb. 1.14 gegeben. Dabei bedeuten D; und D, Schaltkreise zur Berechnung
aller Konjunktionen vom Typ x{'x$? ...z " bzw. "5y kS . at. By und B, sind
Schaltkreise zur Berechnung aller Alternativen dieser Konjunktionen, die zur Berechnung
von Z(B bzw. fﬁ,} durch konjunktive Normalformen erforderlich sind. G' berechnet alle
Konjunktionen f;,, = fﬁj A fi(,i) fir 1 <i < pund w € {0,1}*. F berechnet dann die
Alternative aller f;,. Entsprechend dieser Bedeutung sind Dy, Dy, Ey, Es, G, und F
Schaltkreise mit vielen Eingabe- und/oder Ausgabeknoten. Wir haben in Abb. 1.14 aber
stets nur eine Ausgabe und/oder Eingabe angegeben.

Wir ermitteln nun die Komplexitédten der einzelnen Schaltkreise.

o O(Dy) < (n—k)2n*
Da z die Negation sein kann, benutzen wir fiir jede Variable noch ihre Negation.
Dies erfordert n — k Gatter. Anschliefend konstruieren wir jede der Konjunktionen
al .a2 Apn—k

x'xy? ...z, F unter Verwendung von (n — k — 1) A-Gattern. Da wir insgesamt
2"~F Konjunktionen berechnen miissen, ergibt sich insgesamt eine Komplexitit von
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Abbildung 1.14: Schaltkreis entsprechend der (k, s)-Darstellung

hochstens

n—kE+n—-—k-—12" =nm—-k) —2""+(n—k)2""<(n—-k)2"*.

C(Dy) < k2*
Dies kann analog zur Betrachtung fiir D; gezeigt werden.

C(E) < (Z41)-2vF

Jede Funktion fﬁg ist die Alternative derjenigen Konjunktion, die zu einer Spalte
gehoren, in der durch den i-ten Block w erzeugt wird. Da die Spalten zu w und
w’ mit w # w' disjunkt sind, wird keine Konjunktion fiir zwei verschiedene Worter
benutzt. Folglich sind hochstens 2" V-Gatter erforderlich. Da wir dies fiir alle 7,
1 < i < p, machen miissen, sind insgesamt hochstens p2"—* Gatter notwendig. Die
Aussage folgt nun wegen p < (% +1)

C(Ey) <s5-2°- (2 41)

Da w hochstens s Einsen enthilt, erfordert jedes w die Alternative von hochstens
s — 1 Konjunktionen fiir fl(ij) Da dies fiir alle w und fiir alle ¢ zu tun ist, benotigen
wir insgesamt hochstens (s — 1)2°p < s2°p Gatter.

C(G) < (E+1)-2°
Dies folgt einfach daraus, dass wir fiir jedes Paar (i, w) eine Konjunktion benotigen
und es p Moglichkeiten fiir ¢ und 2° Moglichkeiten fiir w gibt.

C(F) < (X +1)-2°
Dies folgt einfach daraus, dass wir fiir alle in G konstruierten (% + 1) - 2° Konjunk-
tionen alternativ miteinander verbinden miissen.
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Insgesamt erhalten wir daher

ok 2k 2k ok
O(S) < (n—k)2" "+ k2% + (S + 12" *F 4 V(- +D)+2(S+ D) +2(+1)
2k
= (n—k)2" P 4 k28 4 (5 4 1)(2"F 4 525 4 2511y
S

Wir wihlen nun
k = [3log(n)] und s=mn— [5log(n)]

und schitzen C'(S) ab. Es gelten

log(n —k)+ (n—k) < log(n—k)+n—3log(n)
< log(n)+1+n —3log(n)
= n+1-—2log(n)
< n+1-log(n?)),

und daraus gewinnen wir durch Exponieren fiir den ersten Summanden

2n+1
(n—k)2" " <

- (1.18)

Wegen k < 3log(n)+ 1 = log(n®) + 1 erhalten wir durch Exponieren 2 < 208(7)+1 — 9p3
und damit fiir den zweiten Summanden

k2F < 2n3(3log(n) +1). (1.19)

Wegen

log (%) = log(s)—k < log(n—>5log(n))—3log(n) < log(n)—3log(n) = —2log(n) = log(nlg)

ergibt sich " " "
s
§+1:§(1+—)<;(1+—). (1.20)
Wegen
s+k—n+log(s+2) <n-—>5log(n)+3log(n)+1—n+log(n—>5log(n)+2) <1—1log(n)
fir 5log(n) > 2 erhalten wir zuerst

2
gthon(s 4 9) < =
n

und damit

2
2n7k_'_s28+28+1 — 2n7k(1+82s+k7n+23+1+k7n) — 2n7k(1+23+k7n(8+2)) S 2n7k(1+ﬁ)'
(1.21)
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Unter Ausnutzung von (1.18), (1.19), (1.20) und (1.21) erhalten wir aus der obigen
Abschétzung fiir C(S) die Beziehung

2n+1 k 2)

2 1
3 n—=k
2n 2 2m 2 1 2
= .24+ 2’(31 D+=—0+=>+—=+=
n n+ n°( og(n)+)+s(+n+n2+n3)
2" 2 2" 2 1 2

— 2 2 L9331 1
— n”(3log(n) +1) +
= L T ABles H Dt ) (L D

n
2" 2 3 2" 2 1 2
— nn+2n(310g(n)+1>+7~b(1_f51‘)§("ﬂ)(1+n+rﬁ+7ﬁ>

Hieraus folgt sofort

und daher die obere Schranke

|

Der Schaltkreis fiir eine Funktion f entsprechend dem vorstehendem Beweis verwendet
(in den Teilen Dy, Dy, E;y und Es) Knoten, deren Ausgangsgrad beliebig grofl wird. Da-
her kann er nicht zur Konstruktion von langenoptimalen Schaltkreisen verwendet werden.
Das Auffachern der Knoten in mehreren Knoten. die dann jeweils den Ausgangsgrad 1
haben fithrt zu einem zu grofien Anwachsen der Knotenzahl. Um eine Reduktion durch-
zufiithren, beachtet man, dass die Funktionen fﬁu) und fffj nur an wenigen Stellen den
Wert 1 annehmen. Unter Beachtung dieses Faktes gelang dem russischen Mathematiker
OLEG B. LupraNoOvV der Beweis des folgenden Satzes, auf den wir hier verzichten.

Satz 1.13 FEs gibt eine natiirliche Zahl ng > 1 derart, dass fiir jede natiirliche Zahln > ng

2n+1 on
L) < gy + iog))

gilt.
Satz 1.14 Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt
D(n) < n+ [log(n)] .

Beweis. Essei f € B, eine n-stellige Boolesche Funktion. Wegen #(f~1(1))+#(f~(0)) =
2" gilt (/1 (1)) < 21 oder #(f-1(0)) < 2°1,

Es sei zuerst #(f (1)) < 2"~!. Wir betrachten nun einen Schaltkreis zur Berechnung
von f auf der Basis der disjunktiven Normalform. Dazu berechnen wir erst einmal Z;
fiir jede Variable, wofiir offenbar ein Beitrag 1 zur Tiefe geleistet wird. Die #(f~!(1))
alternativ verkniipften Konjunktionen bestehen jede aus n Elementen x; oder z;, 1 <
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i,7 < n. Folglich hat jede Konjunktion die Tiefe [log(n)] und deren Alternative erfordert
noch einmal die Tiefe

[log(#(f~(1)))] <log(2" ) =n—1.

Damit ist insgesamt hochstens die Tiefe 1+ [log(n)] +n — 1 erforderlich.

Gilt #(f71(0)) < 2"1, so verwenden wir zur Konstruktion des Schaltkreises die kon-
junktive Normalform, wofiir sich in analoger Weise hochstens die Tiefe [log(n)]|+n ergibt.
O

McCoLL und PATERSON ([12]) haben Satz 1.14 dahingehend verschérft, dass es eine
natiirliche Zahl ng > 1 derart gibt, dass fiir jede natiirliche Zahl n > ny die Relation
D(n) < n+1 gilt. Zum Beweis dieser Aussage wird ein Graph der Tiefe n+ 1 konstruiert,
aus dem die Schaltkreise fiir die unterschiedlichen Funktionen nur durch Variation der
Markierung gewonnen werden. Wir verzichten auf den Beweis und geben auch ohne Beweis
die folgende Verschirfung von GASKOV an, die bis auf konstante additive Terme optimal
ist ([4]).

Satz 1.15 Es gibt eine natirliche Zahlng > 1 derart, dass fiir jede natiirliche Zahln > ng
D(n) <n —1log(log(n)) + 2+ o(1)
qgilt. O

Wir kommen nun zur Bestimmung unterer Schranken. Dazu ermitteln wir zuerst die
Anzahl der n-stelligen Booleschen Funktionen, deren Komplexitdat hochstens b ist. Dann
wahlen wir b in Abhéngigkeit von n passend und zeigen, dass die zugehorige Anzahl
kleiner als die Anzahl 2(2") aller n-stelligen Booleschen Funktionen ist. Folglich muss es
eine Funktion geben, deren Komplexitéit grofler als das gewéhlte b ist.

Fiir natiirliche Zahlen n > 1 und b > 1 und ein Komplexititsmafl K € {C, D, L}
setzen wir

K(n,b) = #{f | f € Bn, Kp,(f) < b}).
Lemma 1.16 Flir natirliche Zahlen n > 1 und b > 1 gelten

b-16°- (n+b)%
b! '

Beweis. Wir beweisen zuerst die Aussage fiir L. Weil der fan-out der Knoten, die mit
einer Basisfunktion markiert sind, hochsten 1 ist, kénnen die Schaltkreise als umgekehrte
bindre Bédume angesehen werden; der Ausgangsknoten des Schaltkreises entspricht der
Wurzel und die Vorgéngerknoten im Schaltkreis sind die Nachfolgerknoten im Baum.

Wir stellen zuerst fest, dass die Anzahl der bindren Baume mit b inneren Knoten (und
einer beliebigen Anzahl von Blittern) hochstens 4° ist. Dies folgt daraus, dass wir bei
der Wurzel beginnend, jeweils vier Moglichkeiten fiir die Nachfolger haben (beides sind
Blétter, nur der linke bzw. rechte Nachfolger ist ein Blatt, beide Nachfolger sind innere
Knoten).

Weiterhin ist b + 1 die maximale Zahl von Blattern. Dies kann mittels vollstdndiger
Induktion iiber b leicht bewiesen werden.

L(n,b) < n"™64> und C(n,b) <
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Wir kénnen nun jedes Blatt mit einer der n Variablen markieren, wofiir sich unter
Beachtung der maximalen Blattzahl offenbar hochstens n*! Moglichkeiten ergeben. Fer-
ner kann jeder der b inneren Knoten mit einer der 16 Funktionen aus By belegt werden.
Hierfiir gibt es hochstens 16° Moglichkeiten.

Insgesamt erhalten wir daher 4°n°t116” mogliche Schaltkreise mit b inneren Knoten
und n Eingangsknoten. Da verschiedene Schaltkreise sogar gleiche Funktionen berechnen
konnen, folgt die Aussage des Satzes fiir L.

Wir gehen bei der Aussage fiir C' zuerst genauso vor. In diesem Fall gibt es hochstens
(b + n)? Moglichkeiten zur Wahl der Nachfolger (im graphentheoretischen Sinn bzw.
Vorgénger im Sinn des Schaltkreises) eines inneren Knoten, denn jeder Nachfolger kann
einer der b inneren Knoten oder einer der n Eingangsknoten sein. Damit gibt es (b+ n)%
mogliche Graphen. Da wir jeden der b inneren Knoten mit einer der 16 Funktionen aus Bs
markieren kénnen, erhalten wir hochstens 16°(b + n)?® verschiedene Schaltkreise. Wir ha-
ben noch den Ausgabeknoten zu spezifizieren. Hierfiir kommt jeder der b inneren Knoten
in Frage. Daher gibt es b-16°(b+n)? mogliche Schaltkreise zur Berechnung von Funktio-
nen. Jede der berechenbaren Funktionen wird aber b! mal berechnet, da bei einer anderen
Benennung der Knoten und einer entsprechend geéinderten Markierung keine Anderung
der Funktion erfolgt. Folglich werden hochstens soviel verschiedene Funktionen berechnet,
wie im Satz angegeben ist. O

Wir wollen noch eine abgeschwéichte Form der zweiten Aussage aus Lemma 1.16 ange-
ben, die uns im Folgenden reicht und durch rein mathematische Umformungen erhalten
wird. Es handelt sich zum einen um eine Abschwéchung, weil die Aussage nur fiir hinrei-
chend grofle n gilt, und zum anderen ist es eine Abschwéchung, weil die darin angegebene
Schranke fiir die Anzahl der Funktionen grofler als die in Lemma 1.16 ist.

Folgerung 1.17 Es g¢ibt eine natiirliche Zahl ng derart, dass fir alle n > nyg
C(n,b) < be"(16e(n + b)) (1.22)
qilt.?

Beweis. Wir benutzen die beiden folgenden aus der Mathematik bekannten Relationen,
die fiir hinreichend grofie n (d. h. fiir n > ng) gelten:

b b
B> (2 und (0 <o
e b
Damit folgt aus Lemma 1.16
b16°(n + b)* p(n+b)%
b
— b16%e(n + )P (P 0) < b16Pet(n + b)len

= be"(16e(n +b))".

2Hierbei ist e die Basis der natiirlichen Logarithmen. Es gilt e = 2,7138. ..
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Satz 1.18 Fiir jede natiirliche Zahln > 1 gilt

271
mit 1 )
o) = ngln) gty

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass es eine Funktion f € B, gibt, deren Lénge bei einer

Beschreibung durch eine Formel grofler als 102?71) (1 —=46(n)) ist.

Dazu setzen wir b = loZ(Ln) (1 —&(n)) und zeigen, dass L(n,b) < 2%". Hieraus folgt die

Existenz der gewiinschten Form sofort, da es 22" Funktionen in B, gibt.
L(n,b) < 2% ist gleichwertig zu log(L(n,b)) < 2". Nach Lemma 1.16 und unserer

Wahl von b gilt fiir hinreichend grofies n

log(L(n,b)) < (b+1)log(n)+ 6b

2" 2"
= (log(n) (1= 0(n)) + 1) log(n) + 610g(n) (1—6(n))

< 2"1—=46(n)) +log(n) + 6

n

log(n)

n

log(n) 46

n n 1
=2 _2< n log(n))

+ log(n) + 610g(n)

= o

Satz 1.19 Es ¢ibt eine natirliche Zahl ng derart, dass fir alle n > ng
n — log(log(n)) —2 < D(n)
qgilt.

Beweis. Nach Satz 1.8 und Satz 1.18 gibt es eine Boolesche Funktion f, fiir deren Tiefe

D(f) > log(log(n)(l 5(n))—|—1)
> 1og(b§gn)<1—5<n>>)

= n —log(log(n)) + log(1 — d(n))

gilt. Fiir hinreichend groBes n ist 1 — §(n) > 3 und damit log(1 — é(n)) > —2. Folglich
erfiillt die Tiefe von f die Beziehung

D(f) > n —log(log(n)) — 2.
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Satz 1.20 Fir jede (beliebig kleine) Zahl & gibt es eine natirliche Zahl ng derart, dass

fiir alle n > nyg
27l
—(1—=9) < C(n)

n
qgilt.

Beweis. Wir gehen wie beim Beweis von Satz 1.18 vor, d. h. wir zeigen, dass die Anzahl
der Funktionen, deren Komplexitdt hochstens %(1 — §) ist, kleiner als die Anzahl 2%"
aller Funktionen aus B, ist. Dazu wihlen wir b = %(1 — ) und n so grof}, dass nach
Folgerung 1.17 die Ungleichung (1.22) gilt. Beachten wir noch b < 2", so erhalten wir

C(n,b) < 2"e"(16e(n + b))’ < (2e)"(16e(n + b))’ < 8"(16e(n + b))* = 23"(16e(n + b))
n 2" (1-6)
= 2°"(1 —(1=0)))" .
( Ge(n + - ( )))
Da fiir groBe n offenbar 16e(n + 2-(1 — §)) < 2" gilt, ergibt sich
C(n, b) < 23n(2n>%(176) _ 23n+2"(175) )

Hieraus folgt

C(n7b) < 23n+2”(175) _ 23n—52"
22" = o2r
da fiir hinreichend groie n der Exponent 3n — §2" negativ ausfillt. Damit haben wir

<1,

2" n
Cln, (1 -4)) < 2?
n
gezeigt. O

Kombinieren wir die erhaltenen oberen und unteren Schranken aus den Sétzen 1.12, 1.13,
1.15, 1.18, 1.19 und 1.20, so ergeben sich die Relationen

2™ 2" 2"

—(1-0) < C < = —

—(1-6) < C(n) <= +o(>),
on 2n+1 on

fogtoy (1= 80) < Togt o(log (n)) ,

n —log(log(n)) —2 < D(n) <n—1log(log(n))+2+o(1),

N
=
=

aus denen die folgenden Aussagen zum asymptotischen Verhalten der Funktionen C'(n),
L(n) und D(n) folgen.

Satz 1.21 Es gelten die folgenden Beziehungen:
) Cln) = O(3),

ii) L(n) = O(2),

log(n)

iii) D(n) = ©(n — log(log(n))). O
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Wenn wir statt der von uns nicht bewiesenen Aussagen aus Satz 1.15 nur die von uns
gezeigte schwichere Relation aus Satz 1.14 verwenden, so ergibt sich nur D(n) = O(n).

In den Beweisen von Satz 1.18 und Satz 1.20 haben wir nur die Existenz von Funk-
tionen mit grofler Lange bzw. grofler Komplexitit nachgewiesen. Der Beweis sagt aber
zum einen nicht aus, wieviel Funktionen mit grofler Lange bzw. Komplexitat es gibt und
zum anderen ist es ein reiner Existenzbeweis und gibt keinen Hinweis auf eine konkrete
Funktion mit grofler Lange bzw. Komplexitdt. Wir wollen hierzu einige Anmerkungen
machen.

Im Beweis von Satz 1.20 haben wir gezeigt, dass

O(nv %(1 - 5)) < 23n762”
22" -
gilt. Fiir den Grenzwert fiir n — oo ergibt sich daraus

lim C(n,2(1-9))

n—oo 2"

=0.

Der Anteil der Funktionen, deren Komplexitéit hochstens %(1 —¢) betragt, geht also mit
wachsendem n gegen 0, d. h. fiir jedes (beliebig kleine) § haben fast alle ® Funktionen aus
B,, eine Komplexitét, die grofer als %(1 —0) ist. Somit geht die Wahrscheinlichkeit, dass
eine zufllig gew#ihlte Funktion aus B, eine grofiere Komplexitét als 2-(1—0) besitzt, mit
wachsendem n gegen 1.

Um so iiberraschender ist es, dass bis heute keine Funktionen bekannt sind, deren
Komplexitat grofl ist. Das bisher beste Resultat zur Existenz konkreter komplizierter
Funktionen ist der folgende Satz.

Die Funktion f € Bk, 5,43 sei wie folgt definiert. Wir teilen die 2% + 3k + 3 Variablen
von f in der folgenden Weise ein

x = (351,372,---7332'6)7

a = (Toky1,Tokio, .. Tokig),

b = (Tokipi1, Tokipro, .- Tokiog),
c = (9€2k+2k+1, Lok 42425 - - '332k+3k)7
P = Toky3k+1,

q = Toky3k42,

T = Toky3k+3s

bezeichnen mit a, b und ¢ die Zahlen, deren Dualdarstellung durch a, b und ¢ gegeben
sind, wenn wir die Tupel als Dualdarstellung interpretieren, und setzen

f(x17$27"'x2k+3k+3) = f(gagabagap7 qar)
= [qgA[(ma Axp)V(PAZy AZD)]] VTN (20 D ).

Satz 1.22 Es gilt C(f) >3- 2% 3.

3Wir sagen, dass eine Aussage fiir fast alle Elemente einer Menge M gilt, falls M disjunkte Vereinigung
der Mengen M, ist, und der Anteil der Elemente aus M,,, die die Aussage erfiillen, fiir n — oo gegen 1
konvergiert.
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Dieser Satz gibt nur eine lineares Wachstum (mit dem Faktor 3) in der Anzahl 2% + 3k + 3
der Variablen. Man beachte, dass auf der andere Seite Funktionen, die von allen Variablen
wesentlich abhéngen, lineares Wachstum aufweisen (siehe Satz 1.11).

Die obige Aussage, dass fast alle Funktionen eine grofie Komplexitdat haben, gilt fiir

die Lange und Tiefe in entsprechender Weise. Dies kann durch Wahl von §(n) = m

fiir L wie oben leicht nachgewiesen werden und folgt dann fiir die Tiefe mittels Satz 1.8.

Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Methode zum Beweis von Satz 1.14 angewandt auf das Mafl C'
eine zu grofle obere Schranke verglichen mit Satz 1.12 liefert.

2. Fir natiirliche Zahlen n > 1 und b > 1 setzen wir

L'(n,b) =#{f | f € BmK{/\,v,*}(f) <b}).

Bestimmen Sie L/(3,2) und geben Sie eine Abschétzung fir L'(n,b) an.

1.6 Minimierung von Schaltkreisen

Die bisherigen Ergebnisse haben Schranken fiir die Komplexitéat, Lange bzw. Tiefe Boole-
scher Funktionen ergeben. Jedoch ist noch keine Aussage dazu getroffen worden, wie man
einen giinstigen Schaltkreis fiir eine Funktion erhélt. In diesem Abschnitt soll dazu ein
Beitrag geleistet werden. Wir werden allerdings nicht versuchen, den giinstigen Schalt-
kreis aus der Funktion direkt heraus zu konstruieren, sondern wir werden zuerst von
der disjunktiven Normalform ausgehend eine kostengiinstige Variante der disjunktiven
Normalform als Darstellung der Funktion erzeugen und diese dann in einen Schaltkreis
umsetzen. Kostengiinstig bezieht sich hier also auf ein fiir diese Zwecke einzufiihrendes
Komplexitatsmafl, das aber unter Beriicksichtigung der Darstellung eine Niahe zur Grofie
bzw. Linge aufweist.

Definition 1.8 FEs sei X eine (unendliche) Menge von Variablen.
i) K-Ausdriicke sind wie folgt induktiv definiert.

e Fir jede Variable x € X sind x und T K-Ausdricke.

o [st U ein K-Ausdruck und kommt weder die Variable x selbst noch ihre Negation T
in U vor, so sind U Nz und U AT auch K-Ausdriicke.

i1) KA-Ausdriicke sind wie folgt induktiv definiert.
e Jeder K-Ausdruck ist ein KA-Ausdruck.
o Sind Vi und Vy zwei KA-Ausdriicke, so ist Vi V Vy ein KA-Ausdruck.

iii) V ist ein KA-Ausdruck fir f € By, falls f =V gilt.
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Offensichtlich ist ein K-Ausdruck eine Konjunktion von paarweise verschiedenen ein-
fachen bzw. negierten Variablen. Ein KA-Ausdruck ist dann eine Alternative von K-
Ausdriicken. Damit ist jede disjunktive Normalform ein KA-Ausdruck. Somit gibt es nach
Satz 1.2 auch fiir jede Funktion einen KA-Ausdruck.

Definition 1.9 Die Kosten eines KA-Ausdrucks sind induktiv wie folgt definiert:

- Firz e X gilt k(z) = k(z) = 1.

- Fir x € X und einen K-Ausdruck U, der weder x noch T enthdlt, gilt k(U N\ x) =
k(U ANZT)=Ek(U)+ 1.

- Sind Vi und Vo KA-Ausdricke, so gilt k(Vi vV V) = k(V4) + k(Va).

Bei den Kosten zéhlen wir die Anzahl der einfachen bzw. negierten Variablen im KA-
Ausdruck, wobei wir mehrfach auftretende Variablen auch mehrfach zihlen.

Wir merken an, dass die Kosten im Wesentlichen der Gréfle des Schaltkreises ent-
sprechen, den man aus der Darstellung der Funktion als KA-Ausdruck gewinnt. Wir
betrachten dazu einen KA-Ausdruck

V=VivihVv...VV,

mit den K-Ausdriicken Vi, Vs, ... V,. Fir 1 < i < n habe der K-Ausdruck V; die Kosten
k;. Dann gilt

(V) :Zk

Ferner sei m die Anzahl der verschiedenen Variablen, die in einfacher oder negierter Form
im Ausdruck V' vorkommen.

Wir konstruieren nun den folgenden Schaltkreis. Die m in V' einfach oder negiert vor-
kommenden Variablen entsprechen den Eingangsknoten. Fiir jede der Variablen erzeugen
wir zuerst die Negation. Fiir 1 < ¢ < n konstruieren wir dann einen Schaltkreis S; fiir V;,
wofiir wir hochstens k; — 1 A-Gatter bendtigen. Unter Verwendung von hochstens n — 1
V-Gattern erhalten wir dann einen Schaltkreis S fiir V. Offenbar gilt

CS)=m+> (ki—D4+n—-1)=m—-1+> ki=m—1+k(V).
i=1 i—1

Der so konstruierte Schaltkreis hat die Figenschaft, dass auf jedem Weg von einem
Eingangsknoten zum Ausgangsknoten die Folge der Markierungen der inneren Knoten
die Form —" A* Vi mit 0 < r < 1, 0 < s und 0 < ¢ haben. Bei Beschrinkung auf
derartige Schaltkreise ist der oben angegebene Schaltkreis sogar optimal. Damit stimmen
bei Beschrinkung auf solche Schaltkreise Komplexitéit der Funktion und Kosten des KA-
Ausdrucks bis auf die um 1 verringerte Anzahl der Variablen iiberein.

Wir werden uns in diesem Abschnitt daher damit beschéftigen, zu einer Funktion einen
kostengiinstigen KA-Ausdruck zu ermitteln.

Definition 1.10 i) Ein K-Ausdruck U heifst Implikant der Funktion f, falls fir jede
Belegung der Variablen U nur dann den Wert 1 annimmt, wenn auch f den Wert 1
annimmdt.

ii) Ein K-Ausdruck U heifst Primimplikant von f, wenn U ein Implikant von f ist und
bei Streichung einer beliebigen (einfachen oder negierten) Variable in U ein K-Ausdruck
entsteht, der kein Implikant von f ist.
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Offenbar ist K-Ausdruck U genau dann ein Implikant der Funktion f, wenn U~1(1) C
fH().

Die Primimplikanten sind nach Definition die kostenméflig minimalen Implikanten.

Mit I(f) bzw. PI(f) bezeichnen wir die Menge der Implikanten bzw. Primimplikanten
von f.

Es sei

V=UVUyV...VU, (1.23)
ein KA-Ausdruck fiir f, wobei U; fiir 1 < i < r ein K-Ausdruck ist. Dann gilt offenbar

Ay =v ) =u')uu()u...uU ). (1.24)

Hieraus folgt sofort, dass jeder der K-Ausdriicke U;, 1 < i < r, ein Implikant von f ist.

Es sei U ein Implikant von f. Falls U kein Primimplikant ist, gibt es eine Variable x
derart, dass x oder T in U vorkommt und der K-Ausdruck U’, der aus U durch Streichen
von z bzw. Z entsteht, ein Implikant von f ist. AuBerdem gilt U~*(1) C (U’)~(1). Wir
konnen diesen Prozess fortsetzen, solange der neu konstruierte Implikant U’ kein Primim-
plikant ist. Daher gibt es zu jedem Implikanten U von f einen Primimplikanten W von f
mit

U~H1) € WY(1) € (1) und k(W) < k(D) (1.25)

Ersetzen wir im KA-Ausdruck V aus (1.23) jeden K-Ausdruck U; durch den zugehorigen
Primimplikanten W;, so erhalten wir den KA-Ausdruck

Vi=WiVWyV... VIV,
fir den wegen (1.24) und (1.25)

1) = U7t uU (UL u U ()

Wt ) uw UL W ()

()

gilt. Daraus ergibt sich die Gleichheit f~1(1) = W; (1) U W5 (1) U... U W,"}(1). Daher

ist V' ebenfalls ein KA-Ausdruck fiir f. Wegen (1.25) gilt noch k(V') < k(V).
Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

N 1N

Lemma 1.23 FEin hinsichtlich der Kosten minimaler KA-Ausdruck fiir eine Boolesche
Funktion f ist die Alternative von Primimplikanten von f. O

Wegen Lemma 1.23 sind fiir die Gewinnung kostengiinstiger KA-Ausdriicke die Prim-
implikanten von besonderen Interesse. Daher suchen wir einen Algorithmus zur Bestim-
mung aller Primimplikanten einer Funktion f. Ein solcher Algorithmus stammt von QUINE
und McCLUSKEY. Er ist in Abb. 1.15 angegeben.

Wir machen darauf aufmerksam, dass der bei Eintreten der Abbruchbedingung der
WHILE-Schleife von ¢ angenommene Wert bei der letzten Anweisung die zu vereinigenden
Mengen festlegt.

Wir beweisen nun die Korrektheit des Algorithmus von QUINE und MCCLUSKEY.
Dazu reicht es zu zeigen, dass
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FEingabe: Boolesche Funktion f € B, in Form der Tabelle (entsprechend Abb. 1.1), bei
der jedem n-Tupel a der Funktionswert f(a) zugeordnet wird

Ausgabe: Menge PI(f) der Primimplikanten von f
Qn = {mg:Qefil(l) };
i=mn;
WHILE Q; #
BEGIN ¢ :=4¢—1;
Qi := {U : es gibt eine Variable = derart, dass
x und 7 nicht in U vorkommen und U Az, U AT € Q41 } ;
Py :={U :U € Qi41, alle V in Q; sind nicht Teilausdruck von U }
END ;

I

PI(f) = Uk=is1 Pr

Abbildung 1.15: Algorithmus zur Bestimmung der Primimplikanten (von QUINE und Mc-
CLUSKEY)

- ); die Menge aller Implikanten U von f mit k(U) = i ist und

- P; die Menge aller Primimplikanten U von f mit k(U) = i ist.

Fiir n ist die Aussage giiltig. Zum einen besteht (), nach Konstruktion aus allen K-
Ausdriicken m, mit a € f~1(1). Wegen m_'(1) = {a} C f'(1) ist m, auch Implikant
von f. -

Zum anderen enthélt ein K-Ausdruck U der Lénge n jede der Variablen. Daher ist
U~1(1) einelementig. Es sei U'(1) = {a}. Wegen m, (1) = {a}, gilt U = m,. Ist U noch
Implikant von f und erfiillt also U~1(1) € f~*(1), so ergibt sich noch a € f~!(1). Damit
ist U € Q,, gezeigt.

Fiir ¢ < n ergibt sich die Giiltigkeit aus dem folgenden Lemma.

Lemma 1.24 Fin K-Ausdruck U, der weder x noch T enthdlt, ist genau dann ein Impli-
kant fir f, wenn U A x und U NT Implikanten von f sind.

Beweis. Es sei zuerst U € I(f). Falls U A z fir eine Belegung a den Wert 1 annimmt, so
nimmt auch U auf a den Wert 1 an. Folglich gilt auch f(a) = 1. Damit ist gezeigt, dass
U A x ein Implikant von f ist. Analog weisen wir nach, dass auch U AT ein Implikant von
f ist.

Es seien nun U A x und U A T Implikanten von f. Falls bei einer Belegung a der K-
Ausdruck U den Wert 1 annimmt, so nimmt mindestens einer der K-Ausdriicke U A x oder
U AT bei a den Wert 1 an, da entweder x oder T bei a den Wert 1 zugewiesen bekommen.
Damit ist in jedem Fall f(a) = 1, womit bewiesen ist, dass U ein Implikant von f ist. O

Die Aussage fiir Py, i < k < n (man beachte, dass i der Wert ist, bei dem die Schleife
abgebrochen wird), folgt direkt aus der Definition des Primimplikanten.

Beispiel 1.6 Wir betrachten die Funktion f, die durch die Tabelle
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f(a7 b? C)
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gegeben ist. Wegen

f71(1) ={(0,0,1),((0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0)}

ergeben sich zuerst
Q3 = {abc, abe, abe, abe, abe}

und daraus entsprechend dem Algorithmus

Q, = {ac, be, ab, ac},

P3 - Q)a
Ql = ®7
P = Q.

Die Abbruchbedingung fiir die WHILE-Schleife ist mit ¢« = 1 erreicht, und folglich erhalten
wir

PI(f) = P, U Py = {ac, bc, ab, ac} .

Wir schétzen jetzt die Komplexitit des Algorithmus von QUINE und MCCLUSKEY
ab. Dazu bemerken wir zuerst, dass sich @,, in hochstens O(n2™) Schritten erzeugen lafit.
Ferner gibt es 3" K-Ausdriicke iiber n Variablen, denn jede Variable kann einfach oder
negiert oder gar nicht vorkommen. Zur Feststellung, ob ein K-Ausdruck in ); liegt, miissen
wir ;11 zweimal durchmustern. Wenn wir die Ausdriicke in @);,1 geordnet aufschreiben,
erfordert das Durchsuchen mittels bindrer Suche hochstens log(3™) = nlog(3) Schritte.
Daher sind fiir die Bestimmung von @); aus @);11 maximal O(n3™) Schritte notwendig. Da
hochstens n Mengen ermittelt werden miissen, ergibt sich eine Gesamtkomplexitit des
Algorithmus von hochstens O(n?3").

Man beachte, dass die Grofie der Eingabe O(n2") betrigt, da die Tafel (n + 1)2"
Eintriige hat. Somit ist die Komplexitit des Algorithmus wegen n23" = n?(2'°e®)n =
n?(2")108(3) < (n2")2 hochstens quadratisch in Bezug auf die GroBe der Eingabe.

Mit der Kenntnis aller Primimplikanten ist die Bestimmung des kostengiinstigsten
KA-Ausdrucks fiir eine Funktion aber noch nicht abgeschlossen. Die Alternative aller
Primimplikanten muss namlich nicht die kostengiinstigste Variante sein. So gilt z. B. fiir
die Funktion aus Beispiel 1.6

fla,b,c) =acVbcVabV ac=acVbcV ac,
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wobei der erste der beiden KA-Ausdriicke der Alternative aller Primimplikanten von f
entspricht. Es sind also nur einige der Primimplikanten der Funktion erforderlich. Wir
geben daher einen Algorithmus zur Auswahl von Primimplikanten an.

Unter der PI-Tafel einer Funktion f verstehen wir eine Matrix, deren Zeilen den Prim-
implikanten und deren Spalten den Tupeln aus f~!(1) entsprechen. Wir schreiben in den
Schnittpunkt der Zeile zu U und der Spalte zu a den Wert U(a).

Der Algorithmus aus Abb. 1.16 reduziert nun schrittweise die Tafel durch Streichen von
Zeilen und /oder Spalten. Das Streichen einer Zeile wird von der Aufnahme des zugehorigen
Primimplikanten in einen kostengiinstige KA-Ausdruck V' begleitet.

FEingabe: PI-Tafel der Funktion f
Ausgabe: Teilmenge R von Primimplikanten von f und reduzierte PI-Tafel
Ry:=10;
Ty := Matrix mit einer Zeile und Spalte und Eintrag O ;
T, := PI-Tafel von f ;
1:=1;
WHILE T; # T;_4
BEGIN M; := {a : zu a gehorige Spalte enthélt genau eine 1} ;
N; :={U : U ist Primimplikant in 7}, U(a) = 1 fiir ein a € M;} ;
R:=RUN;;
T! entstehe aus T; durch Streichen aller Zeilen U € N; und
Streichen aller Spalten zu b mit U(b) = 1 fiir ein U € N; ;
T+ entstehe aus 7T durch
Streichen aller Spalten ¢, fiir die eine Spalte ¢ mit ¢’ < ¢ existiert;
=141
END

Abbildung 1.16: Algorithmus zur Reduktion der PI-Tafel

Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus den zwei nachfolgenden Bemerkungen und
der Tatsache, dass es ausreicht, wenn

zu jedem a ein Primimplikant U mit U(a) = 1 existiert. (1.26)

Bemerkung 1: Die Spalte zu a € f~'(1) enthalte genau eine 1, und die 1 stehe in der
Zeile zu U. Dann gilt fiir alle anderen Primimplikanten U’ die Relation a ¢ (U’)7!(1).
Wegen (1.24) muss daher jeder KA-Ausdruck V, der eine mehrfache Alternative von
Primimplikanten ist, U als einen der Primimplikanten enthalten. Daher nehmen wir U in
die Menge R der Primimplikanten fiir den kostengiinstigen KA-Ausdruck auf. Die Spalten
zu einem b mit U(b) = 1 konnen gestrichen werden, da fiir sie U bereits die Forderung
aus (1.26) absichert.

Bemerkung 2: Fiir die Spalten ¢ und ¢ zu den Tupeln a und &’ gelte die Beziehung
¢ < ¢, d. h. fiir jeden Primimplikanten U folgt aus U(a) = 1 auch U(d’) = 1. Wir
benotigen ein U mit U(a) = 1. Dieser Primimplikant U erfiillt dann auch U(a’) = 1 und
sichert damit die Forderung (1.26) fiir ¢’ ebenfalls ab.

Beispiel 1.6 (Fortsetzung) Als PI-Tafel fiir f erhalten wir
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(0,0,1) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0)
ac 1 1 0 0 0
be 1 0 0 1 0
ab 0 0 1 1 0
ac 0 0 1 0 1

Wir wenden den Algorithmus zur Reduktion der Tafel an. Die Spalten zu (0,1,1) und
(1,1,0) enthalten jeweils genau ein 1, die in den Zeilen zu @c bzw. a¢ stehen. Damit ergibt
sich

R = {ac, ac} . (1.27)
Weiterhin entsteht 7] durch Streichen der Zeilen zu @c und a¢ und aller Spalten, in denen
eine 1 in den gestrichenen Zeilen steht. Dies liefert

Da T7 nur ein Spalte enthalt, gilt trivialerweise 75 = T7. Da die einzige Spalte von T, zwei
Einsen enthalt, erhalten wir 73, = T3 = T5. Damit ist die Abbruchbedingung erreicht.

Der Algorithmus ist polynomial bez. der Stelligkeit n der Funktion, der Anzahl r der
Zeilen (d. h. Anzahl der Primimplikanten, die hoéchstens 3" ist) und der Anzahl s der
Spalten (d. h. #(f~!(1)) und damit hochstens 2"). Die Notwendigkeit eines Streichens
ist durch das Durchmustern aller Elemente der Tafel (d. h. von héchstens 2"3" = 6"
Elementen) feststellbar, und auch das Durchfiihren einer Streichung erfordert hochstens
den Aufwand 6". Da hochstens 2" Spalten und hochstens 3" Zeilen gestrichen werden
konnen, ergibt sich hochstens ein Zeitaufwand von (2" 4 3")2 - 6", der polynomial in 2"
bzw. 3" ist. Beziiglich der Grofle der urspriinglichen Eingabe (Tafel fiir f) ist dies auch
polynomial

Wir miissen nun noch eine Auswahl unter den Primimplikanten der reduzierten PI-
Tafel vornehmen. Dies muss so geschehen, dass (1.26) erfiillt ist und die Kosten minimal
ausfallen.

Beispiel 1.6 (Fortsetzung) Die beiden Primimplikanten bc und ab haben beide die glei-
chen Kosten, und es reicht, einen der beiden Primimplikanten zu wihlen. Wenn wir bc
wiéhlen, ergibt sich der minimale KA-Ausdruck

acV acV be
mit den Gesamtkosten 6. Bei Wahl von ab erhalten wir den KA-Ausdruck
acV ac\V ab

fiir f, der ebenfalls die Kosten 6 hat.

Beispiel 1.6 zeigt, dass der kostenminimale KA-Ausdruck nicht eindeutig bestimmt
ist.

Jedoch war die Bestimmung eines minimalen KA-Ausdrucks in Beispiel 1.6 aus der
reduzierten PI-Tafel sehr einfach moglich. Wir wollen nun zeigen, dass dies im allgemeinen
eine schwierige Aufgabe ist.
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Satz 1.25 Das Problem des Ermittelns eines minimalen KA-Ausdrucks fiir die Funktion
f aus der reduzierten PI-Tafel von f ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir weisen zuerst nach, dass die Minimierung durch einen nichtdeterministischen
Algorithmus in polynomialer Zeit in der Anzahl der Spalten und Zeilen der PI-Tafel voll-
zogen werden kann. Dazu reicht es offenbar zu zeigen, dass es einen nichtdeterministischen
Algorithmus gibt, der in polynomialer Zeit einen KA-Ausdruck aus den Primimplikanten
der PI-Tafel bestimmt, dessen Kosten kleiner einer vorgegebenen Konstanten k sind. Wir
haben diesen Algorithmus dann nur der Reihe nach fiir k = 1, k = 2, ... durchzufiihren.
Durch das erste k, fiir das die Antwort positiv ausfillt, wird der minimale Wert fiir die Ko-
sten gegeben, und der (als existent angenommene) Algorithmus liefert einen zugehorigen
KA-Ausdruck. Da die Kosten der Alternative aller Primimplikanten der Tafel eine po-
lynomiale Schranke fiir die minimalen Kosten liefert, ist insgesamt nur ein polynomialer
Aufwand zur Bestimmung eines minimalen KA-Ausdrucks erforderlich.

Es sei r die Anzahl der Primimplikanten der Tafel. Nichtdeterministisch 148t sich jede
mogliche Alternative von Primimplikanten, wovon es 2" gibt (der Primimplikant wird in
die Alternative aufgenommen oder nicht) in O(r) Schritten erzeugen. Die Kosten einer
Alternative sind auch in O(r) Schritten berechenbar. Folglich kénnen wir in O(r) Schritten
nichtdeterministisch ermitteln, ob ein KA-Ausdruck existiert, dessen Kosten hochstens k
sind.

Wir zeigen nun, dass das Uberdeckungsproblem

Gegeben: 7 nichtleere Teilmengen Sy, Sy, ..., S, von M = {1,2,... s}
mit ngl Sz = M,

Gesucht: Mengen S, S;,, ... S;, derart, dass Ule Sy, =M
und U=} S,, € M fiir jede Wahl von S,,,, Sy, ... S

Uk—1

auf die Bestimmung eines minimalen KA-Ausdrucks aus einer reduzierten PI-Tafel in
polynomialer Zeit reduziert werden kann. Die Behauptung des Satzes folgt dann aus der
bekannten Tatsache, dass das Uberdeckungsproblem NP-vollsténdig ist.

Wir interpretieren das Uberdeckungsproblem durch eine Tafel. Dazu assoziieren wir
mit jeder Zahl ¢, 1 < ¢ < s, eine Spalte und mit jeder Menge S;, 1 < j < r, eine
Zeile. Wir tragen in den Schnittpunkt der Zeile zu S; und der Spalte zu ¢ eine 1 ein,
falls ¢« € S; gilt. In allen anderen Féllen tragen wir eine 0 ein. Enthélt die Spalte zu i
genau eine 1, sagen wir in der Zeile zu S;, so muss S; beriicksichtigt werden, da sonst i
nicht in der Vereinigung liegt. Daher kénnen wir eine Reduktion der zugehorigen Tafel wie
bei der PI-Tafel vornehmen. Die reduzierte Tafel hat dann die Eigenschaft, dass in jeder
Spalte mindestens zwei Einsen stehen, keine zwei Spalten miteinander bez. < vergleichbar
sind und jede Zeile mindestens eine 1 enthélt (da Zeilen, die nur aus Nullen bestehen,
nichts zu M beitragen). Offensichtlich ist auch das Uberdeckunssproblem fiir Mengen S;,
1 <14 <rund M, deren Beschreibung eine reduzierte Tafel ist bereits NP-vollstandig, da
die Reduktion in polynomialer Zeit (in der Anzahl der Zeilen und Spalten) vorgenommen
werden kann.

Wir zeigen nun, dass es zu jeder Tafel T, die einem reduzierten Uberdeckungspro-
blem entspricht, eine Funktion f gibt, deren reduzierte PI-Tafel mit 7' iibereinstimmt
und deren Primimplikanten alle die gleichen Kosten haben. Wegen der gleichen Kosten
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aller Primimplikanten, reicht es eine minimale Zahl von Primimplikanten zu bestimmen,
deren Alternative f entspricht, da diese Alternative dann ein minimaler KA-Ausdruck
ist. Damit ist eine Reduktion des Uberdeckungsproblems auf die Bestimmung minimaler
KA-Ausdriicke gegeben.

Es sei n die Anzahl der Zeilen von T. Die Spalten von T sind dann Elemente von
{0,1}". Ferner sei S die Menge der Spalten von 7". Wir definieren die Funktion f € B,
durch

1 fira+...4a,#0,by =by=0

1 fiir 0" # (a1, ...,a,) € S,01 B ... Da, =0,
1 fir 0" # (ay,...,an) € S,01® ... D a, =1
0 sonst

f(al, c. ,an,bl,bg) =

Die Menge der Primimplikanten von f ist dann durch

PI(f) = {2 Tug Tupz |1 <i<n}
U{m(al""’a”)xn+1 ’ ap+...+an 7&07<a17"'7an) ¢ S7G1®---@an :0}
U{May,.amTmiz | a1+ ..+ an # 0, (a1,...,a,) € S,a1 ® ... D a, =1}

gegeben. Dies ist wie folgt einzusehen.

Aus der Definition von f folgt sofort, dass die K-Ausdriicke aus PI(f) alle Implikanten
f sind.

Es sei nun w ein Implikant von f. Da f(a,1,1) = 0 fiir alle @ € {0,1} gilt, muss
mindestens einer (oder beide) der K-Ausdriicke 7,11 und 7,3 in w vorkommen. Kommen
beide diese Ausdriicke in w vor, so muss wegen f(0,...,0,0,0) = 0 mindestens eine
der Variablen z;, 1 < ¢ < n, unnegiert in w kommen, womit w eine Verldngerung von
TiTni1Tnt2 1St

Kommt 7,77 in w vor und kommt 7,73 nicht in w vor, so enthélt w jede Variable.
Angenommen, w enthélt weder x; noch ;. Wir wahlen nun aq, as, ..., a, so, dass

w(ay, as,...,a,,0,1) =1,
Da z; und 7; in w nicht vorkommen, so gilt auch
w(ay, ..., 41,0, Qg1 .-, 0n,0,1) = 1.
Damit ergibt sich aus der Implikantendefinition
flat, ..., ai—1,a;, Q41,5 0,,0,1) = fay,...,a;-1,@;, Qir1, .., 0,,0,1) = 1.
Aus der Definition von f erhalten wir noch
a®...®a4, 190, Pa;1PD...Pan=01PD.. Pa; 1P, Pa 1 PB...Pa, =1,
woraus der Widerspruch a; = @; folgt. Wenn w aber jede Variable x;, 1 < ¢ < n, enthélt,

muss w = m,T,11 fir ein a € {0,1}" sein. Wegen w(a,0,1) = f(a,0,1) =1 sind a # 0"
und a ¢ S giiltig. Damit ist w einer der Ausdriicke aus PI(f).
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Durch analoge Schliisse kann w € PI(f) fiir den Fall zeigen, dass 7,2 aber nicht 7,1
in w vorkommt.

Wir reduzieren nun die Tafel der Primimplikanten. Die Spalte zu (a,0, 1) mit a # 0",
a ¢ Sund @}, a; =1 enthélt nur in der Zeile zu m,T, ;1 eine Eins. Damit streichen wir
sowohl diese Zeile und Spalte, als auch die Spalte zu (g,0,0), in deren Zeile zu m ;7
ebenfalls eine Eins steht. Auf diese Weise streichen wir alle Zeilen zu Primimplikanten der
Form m,7, ;1 und alle Spalten zu (g, 0,0) und (a,0,1) mit a # 0", a ¢ S und @}, a; = 1.

Analog kommt es zur Streichung aller Zeilen zu Primimplikanten der Form m,Z,+2
und aller Spalten zu (a,0,0) und (a,1,0) mit @ # 0", a ¢ S und B}, a; = 0.

Damit verbleiben die Primimplikanten m; = x,Z, 172, 1 < ¢ < n, und die Spalten
zu (a,0,0) mit @ € S. Da nun noch m;(as,...,a;,...a,,0,0) = a; gilt, stimmt die Spalte
zu (a,0,0) mit (a1, as,...,a,) = a tberein, d. h. die Spalte zu (a,0,0) ist eine Spalte von
T'. Damit ist gezeigt, dass die durch diesen Reduktionsschritt entstandene Tafel T ist. Da
T nicht weiter reduzierbar ist, muss 7" die reduzierte PI-Tafel von f sein O

Die bisherigen Ergebnisse belegen, dass das Auffinden kostenminimaler KA-Ausdriicke
zu einer Funktion eine nicht einfache Aufgabe ist. Es ist daher nicht anzunehmen, dass
die Konstruktion minimaler Schaltkreise fiir f bez. der Grole oder Lénge einfach ist.

Abschliefend wollen wir anhand eines Beispiels zeigen, wieweit die minimalen Kosten
und die minimale Grole voneinander abweichen kénnen.

Beispiel 1.7 Wir betrachten die Funktion
flz1,20,...;20) =21 D2 D ... Dy .

Offensichtlich ist f durch einen Schaltkreis berechenbar, der aus n —1 @&-Gattern besteht.
Damit gibt es fiir jede vollstindige Menge S nach Satz 1.6 eine Konstante cg mit

Cg(f) S CS(n — 1) .

Andererseits konnen wir wie im vorhergehenden Beweis zeigen, dass jeder Primimplikant
von f jede Variable enthélt (denn Tupel die sich nur an einer Stelle unterscheiden nehmen
bei f verschiedene Werte an). Damit ist

der (eindeutig bestimmte) kostenminimalen KA-Ausdruck zu f. Dessen Kosten betragen
aber

k(U)=mn-2""1,
da es 27! Tupel gibt, auf denen f den Wert 1 annimmt (wir geben die ersten n—1 Werte
des Tupels beliebig vor und ergénzen die letzte Komponente so, dass sich bei f der Wert 1
ergibt).

Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie ein Verzweigungsprogramm fiir die Funktion f(xy,zs,x3,x4) mit
f(x1,72,73,0) = 11 @ 12 @ w3 und f(z1, 22, 73,1) = f(21, 72, 23,0).

2. Bestimmen Sie Verzweigungsprogramme fiir die Funktion z1Z2x3V 12973 V 17223,
die minimal bez. Grofie bzw. Tiefe sind.
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1.7 Verzweigungsprogramme und ihre Komplexitét

Gegenstand dieses Abschnitts sind Verzweigungsprogramme, die ein weiteres Modell zur
Berechnung von Booleschen Funktionen darstellen. Nach den Definitionen der Verzei-
gungsprogramme, der von ihnen berechneten Funktion und Komplexitdtsmafien auf Ver-
zweigungsprogrammen geben wir einige Abschétzungen fiir die Komplexitéaten.

Definition 1.11 i) Ein Verzweigungsprogramm ist ein gerichteter Baum* mit Kanten-
und Knotenmarkierungen und drei Sorten von Knoten:

e genau einer Quelle, die mit einer Booleschen Variablen markiert ist, deren FEin-
gangsgrad 0 und Ausgangsgrad 2 betragen und von den beiden vom Knoten ausge-
henden Kanten ist die eine mit 0 und die andere mit 1 markiert,

e inneren Knoten, die mit einer Booleschen Variablen markiert sind, deren Eingangs-
grad mindestens 1 ist, deren Ausgangsgrad 2 ist und von den beiden vom Knoten
ausgehenden Kanten ist die eine mit 0 und die andere mit 1 markiert, und

o zwei Senken, die mit 0 bzw. 1 markiert sind und deren Ausgangsgrade 0 sind.

ii) Es sei G ein Verzweigungsprogramm, dessen innere Knoten mit z;, 1 < i < n,
markiert sind. Wir ordnen G wie folgt eine Funktion fq zu: Es sei a = (ay,as, ... ,a,) €
{0,1}". Wir beginnen mit der Quelle und folgen stets bei einem Knoten x;, 1 <1i <n, der
mit a; markierten Kante. Der Funktionswert fo(a) ist durch Markierung der erreichten
Senke gegeben.

Wir machen darauf aufmerksam, dass zwei verschiedene innere Knoten mit der gleichen
Variablen markiert sein kénnen.

Die Quelle ist die Wurzel des Baumes, und die Senken sind die (beiden einzigen)
Bldtter des Baumes. Nach der Definition ist klar, dass jeder (maximal lange) Weg in
einem Verzweigungsprogramm von der Quelle zu einer Senke fiithrt. Aulerdem gibt es bei
vorgegebenem Tupel a genau einen Weg von der Quelle zu einer Senke, wenn man so
vorgeht, wie es die Berechnung eines Funktionswertes erfordert.

Beispiel 1.8 Wir betrachten den Graphen G aus Abb. 1.17, der offensichtlich ein Ver-
zweigungsprogramm ist.

Betrachten wir das Tupel (0, 1,0), so beginnt der zugehorige Weg in der Wurzel 1,
geht entlang der mit 0 markierten Kanten zum linken der mit x5 markierten Knoten, dann
entlang der mit 1 markierten Kante zum (von links gerechnet) zweiten mit x3 markierten
Knoten und schliefflich entlang der mit 0 markierten Kante zur mit 1 markierten Senke.
Bei abwechselnder Angabe von Knoten und Kantenmarkierung erhalten wir z; — 0 — x4 —
1 —x3—0—1 als Beschreibung des Weges. Damit ergibt sich f(0,1,0) = 1. Entsprechend
wird fiir das Tupel (1,0,0) der Weg 7 — 1 — 29 — 0 — 3 — 0 — 0 und folglich f;(1,0,0) =0
erhalten. Insgesamt ergibt sich die Tafel

4Ein gerichteter Graph heifit gerichteter Baum, falls er keinen gerichteten Kreis enthélt.
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Abbildung 1.17: Verzweigungsprogramm G

0 0
0 0
0 1
0 1
1 0
1 0
11
11

_— O OO k= O

_ OO = O = O = O

die durch die Funktion

fa(x1, xa,x3) = (TT N (22 @ x3)) V (21 A 22)

beschrieben ist.

Definition 1.12 i) Fir ein Verzweigungsprogramm G sind die Grofie VC(G) bzw. die
Tiefe VD(G) als die um 1 erhohte Anzahl der inneren Knoten von G bzw. die Tiefe von
G definiert.

i) Fir eine Boolesche Funktion f und K € {C, D} setzen wir

VK(f) =min{VK(G) | G berechnet f}.

VC(G) ist die Anzahl der Knoten, die mit einer Variablen markiert sind.

Beispiel 1.8 (Fortsetzung) Fiir das Verzweigungsprogramm G aus Abb. 1.17 ergeben
sich VC(G) = 7 und VD(G) = 3. Damit gelten auch VC(fg) < 7 und VD(fg) < 3.
Beziiglich der Grofle ist das Verzweigungsprogramm G aus Abb. 1.17 nicht optimal fiir
fa, da das Verzweigungsprogramm G’ aus Abb. 1.18 mit VC(G’) = 5 auch fg berechnet.
(Da in G vom dritten und vierten Knoten mit der Markierung x3 (von links nach rechts
gelesen) beide Kanten zu den Senken 0 bzw. 1 gehen, kénnen wir diese Knoten weglassen
und direkt zu den Senken gehen, ohne den Funktionswert zu dndern. So entsteht G’ aus

G.)
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Abbildung 1.18: Verzweigungsprogramm G’

Damit haben wir VC(fs) < 5 und VD(fs) < 3. Ohne Beweis merken wir an, dass
diese Abschéitzungen optimal sind, d.h. es gelten

VC(fg) =5 und VD(fg) =3.

Verzweigungsprogramme entsprechen Programmen, bei denen nur Anweisungen der
Form

IF z; = 0 THEN GOTO a ELSE GOTO b ,
f=0,
f=1

sind. Bei dieser Interpretation entspricht die Tiefe der Rechenzeit des Programms und die
Grofe der Anzahl der IF-THEN-ELSE-Anweisungen.

Wir geben nun eine obere Schranken fiir die Komplexitit Boolescher Funktionen bei
Realisierung durch Verzweigungsprogramme. Im Wesentlichen gewinnen wir die Schran-
ken durch eine Verallgemeinerung der Konstruktion aus Abb. 1.17, bei der zuerst nach
der Belegung von z;, dann nach der von z5 usw. gefragt wird.

Satz 1.26 Fiir jede Boolesche Funktion f € B, gelten

VO(f)<2"—=1 wund VD(f)<n.

Beweis. Wir konstruieren einen vollstdndigen ungerichteten bindren Baum der Tiefe n.
Von den beiden Kanten, die von einem Knoten ausgehen, der kein Blatt ist, markieren
wir eine mit 0 und die andere mit 1. Wir markieren die Wurzel (Quelle) mit z;. Ferner
markieren wir die Nachfolger eines Knoten, der mit z;, 1 < ¢ < n — 1, markiert ist,
beide mit x; ;. Ist die Folge der Kantenmarkierungen auf dem Weg von der Wurzel zu
einem Nachfolger z eines mit x, markierten Knotens ajas...a,, so markieren wir z mit
flai,az,...,a,).

Um aus dem bindren Baum ein Verzweigungsprogramm G zu erhalten, fiihren wir
Richtungen von mit x; markierten Knoten zu mit z;,; markierten Knoten und von mit
x, markierten Knoten zu den Bléittern ein und identifizieren dann alle mit 0 und alle
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mit 1 markierten Blatter. Nach Konstruktion wird durch dieses Verzweigungsprogramm
offenbar f berechnet. Ferner gelten

VD(G)=n und VO(G)=1+2+4+...+2" 1 =2"—1,

womit der Satz bewiesen ist. O

Die unteren Schranken gewinnen wir durch eine Simulation von Verzweigungsprogram-
men durch Schaltkreise.

Satz 1.27 Flir jede vollstindige Menge S gibt es zwei Konstanten ¢y und co derart, dass
fiir jede Boolesche Funktion [ € B,

Cs(f) <a-(VO(f)+2) und Ds(f) <ca-(VD(f)+1)
gelten.

Beweis. Wir betrachten zuerst die GroBlen C' bzw. VC. Es sei G ein Verzweigungspro-
gramm, das optimal fiir die Funktion f € B, ist, d. h. es gilt VC(G) = VC(f).
Mit s bezeichnen wir die Funktion, die durch

s(z,y,z) =Ty Vrz

definiert ist. Nimmt x den Wert 0 an, so gibt s den Wert von y aus. Nimmt = dagegen
den Wert 1 an, so wird von s der Wert von z ausgegeben.

Wir konstruieren aus G wie folgt einen Schaltkreis S. Wir verwenden die n mit
x1, T, ...T, markierten Eingangsknoten. Anstelle eines inneren Knotens, der in G mit
x; markiert ist, benutzen wir in S einen Knoten der mit s markiert ist, und als Eingaben
dieses Knotens verwenden wir x; fiir z und fiir y bzw. z die Knoten, zu denen in G mit
0 bzw. 1 bewertete Kanten fiihren. Analog verfahren wir mit der Quelle. Die Senke, die
mit a € {0,1} markiert ist, ersetzen wir im Schaltkreis durch einen mit der konstanten
Funktion k, markierten Knoten, dessen Eingénge von gewissen Eingangsknoten kommen.
Als Ausgabeknoten von S verwenden wir den Knoten, der der Wurzel von G entspricht.
(Die inneren Knoten des Schaltkreises S entsprechen den Knoten (einschlielich der Quelle
und den Senken) des Verzweigungsprogramms, wobei die Richtung der Kanten umgekehrt
wird, und zusétzlich Kanten zu den Eingabeknoten gezogen werden.)

Wegen der Markierung der inneren Knoten des Schaltkreises mit s wird bei x; = 0 der
Wert weitergeleitet, der von dem Knoten kommt, der auch in G bei x; = 0 erreicht wird.
Entsprechendes gilt fiir x; = 1 ebenfalls. Folglich wird bei der Eingabe (ay,as, ..., a,)
im Schaltkreis der Wert ausgegeben, der im Verzweigungsprogramm erreicht wird. Somit
berechnet der Schaltkreis auch f.

Offensichtlich gilt C'(S) = VC(G) + 2.

Der konstruierte Schaltkreis benutzt die Funktionen s, ky und k; und ist deshalb
unter Umstédnden kein Schaltkreis iiber S. Wir ersetzen jeden in S mit s, kg bzw. k;
markierten Knoten durch einen Schaltkreis, der die entsprechende Funktion berechnet.
Der so erhaltene Schaltkreis S’ ist ein Schaltkreis iiber S. Mit

c1 = max{Cs(s), Cs(ko), Cs(k1)}
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erhalten wir offenbar
C(S)<e-C(S) = (VC(G) +2)

und damit

Cs(f) < e (VO(f) +2).
Fiir die Tiefe kann ein analoger Beweis gegeben werden. O

Wir bemerken, dass sich fiir S = By die Werte ¢; = 3 und ¢y = 2 ergeben.
In Analogie zu den Betrachtungen zur Komplexitidt auf der Basis von Schaltkreisen
setzen wir

VK(n) =max{VK(f)| f € B,}

fir K € {C, D}.
Unter Verwendung der Aussagen des Abschnitts 1.5 erhalten wir damit den folgenden
Satz.

Satz 1.28 Fliir hinreichend groffes n gelten

n

2
?—QSVC(H)SQTL—l

n
und
n —log(n) — ¢

5 —1<VD(n)<n,

wobes ¢ eine Konstante ist.

Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie die Kosten des KA-Ausdrucks A = 21T3x3 V 12973 V T1Z223. Ist A
ein kostenminimaler Ausdruck fiir die durch A gegebene Funktion.

2. Gegeben sei die Funktion f(xy, zo, 3, x4, z5), fir die f(x1,xe, z3, x4, 75) = 1 genau
dann gilt, wenn 1 + x9 + 23 = x4 + x5 (normale Addition) gilt. Bestimmen Sie alle
Implikanten und Primimplikanten von f.

3. Bestimmen Sie einen kostenminimaler KA-Ausdruck fiir die Funktion f(z1, 2, x3, 24)
mit f(z1, o, 23,0) = 11 © 29 ® w3 und f(w1, 72, 73,1) = f(21, 72, 73,0).

1.8 Schaltkreise versus Turing-Maschinen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Zusammenhang zwischen der Zeitkomplexitéit fiir
die Entscheidung einer Sprache durch deterministische Turing-Maschinen und der Kom-
plexitét von Schaltkreisen herstellen. Dabei setzen wir voraus, dass der Leser iiber Grund-
kenntnisse iiber Turing-Maschinen aus der Grundvorlesung Theoretische Informatik verfiigt.
Als Referenzen geben wir die Lehrbiicher [15], [17] und [19] an.

Zuerst wollen wir dabei klaren, welches Turing-Maschinen-Modell wir verwenden wol-
len. Wir betrachten deterministische Turing-Maschinen M = (X, Z, 2y, @, 9), wobei X das
Eingabealphabet, Z die Menge der Zustédnde, zy der Anfangszustand, () die Menge der
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Endsténde und ¢ die Uberfithrungsfunktion sind. ¢ ist eine Funktion von (Z\Q)x (XU{*})
in Zx (XU{*})x{R, N, L}, wobei das Symbol * dafiir steht, dass eine Zelle leer ist, und
R und L bzw N stehen fiir die Bewegungen des Lese/Schreibkopfes der Maschine nach
rechts und links bzw. fiir ein Verharren des Kopfes an seiner Stelle.

Wir sagen, dass die Turing-Maschine M das Wort w = ajas...a,, a; € X fir 1 <1 <
n, akzeptiert, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. zu Beginn der Arbeit steht w auf dem Band,

2. zu Beginn der Arbeit ist M im Zustand zg

3. zu Beginn der Arbeit steht der Kopf iiber der Zelle, in der a; steht,
4. die Maschine stoppt in einem Endzustand,

5. bei Beendigung der Arbeit steht auf dem Band nur ein ausgezeichnetes Symbol
1¢ X,

6. dieses Symbol steht in der Zelle, in der zu Beginn a; stand, und der Kopf befindet
sich erneut iiber dieser Zelle.

w wird von M abgelehnt, wenn in Punkt 5 der vorstehenden Definition der Akzeptanz
1 durch 0 ¢ X ersetzt wird und ansonsten die Bedingungen der Akzeptanzdefinition
erhalten bleiben.

Da die Symbole 1 und 0 nur zur Unterscheidung von Akzeptanz und Ablehnung ei-
nes Wortes benutzt werden, fithren wir sie bei der Angabe der Bestandteile der Turing-
Maschine nicht gesondert auf.

Wir sagen, dass M die Sprache L C X entscheidet, wenn M jedes Wort aus L
akzeptiert und jedes Wort aus X* \ L ablehnt.

Es sei t : N — N eine Funktion. Wir sagen, dass M die Sprache L in der Zeit ¢
entscheidet, wenn M ein Wort w der Lénge n nach hochstens ¢(n) Schritten akzeptiert
bzw. ablehnt.

Dies Konzept der Entscheidbarkeit unterscheidet sich von dem Ublichen, bei dem nur
verlangt wird, dass die Maschine bei Akzeptanz in einen Zustand aus der Menge F' C @)
gelangt, wihrend bei Ablehnung ein Zustand aus @ \ F' erreicht wird. Es ist aber leicht
zu zeigen, dass beide Konzepte dquivalent sind.

Ahnliches gilt auch fiir die Komplexitiit. Dabei setzen wir der Einfachheit halber vor-
aus, dass fiir die Komplexitit ¢ im klassischen Fall ¢(n) > n gilt. Dann erfolgt bei unserer
Definition eine Entscheidung der Sprache in hochstens der Zeit ¢’ mit ¢/(n) =5-t(n) +4
entschieden wird. Dies ist wie folgt zu sehen: Wir markieren im ersten Schritt die Zel-
le, in der der erste Buchstabe des Wortes zu Beginn steht (indem wir eine gestrichene
Version des Alphabets in dieser Zelle verwenden und erzeugen dann Markierungen fiir
den Anfang und das Ende des Wortes, die wir wihrend der Arbeit mitverschieben. Dies
erfordert hochstens |w| + 4 < ¢(|w|) + 4 Schritte. Dann arbeiten wir das Wort entspre-
chend klassischer Methode ab. Dies erfordert hochstens ¢(|w|) Schritte. Dann 16schen wir
alle Buchstaben auf dem Band und schreiben in die markierte Zelle je nach erreichtem
Endzustand eine 1 oder 0. Dies erfordert héchstens drei Laufe iiber das Wort auf dem
Band bei Erreichen des Endzustandes. Da das Wort auf dem Band hochstens die Lange

o7



t(Jw|) aufweist, erhalten wir fiir die abschlieBende Phase eine Komplexitéit von hochstens
2 - t(Jwl]). Durch Addition ergibt sich das gewiinschte Resultat.

Daher unterscheiden sich die beiden Definition nicht hinsichtlich der Komplexitétsre-
sultate nicht, wenn man nur am asymptotischen Verhalten der der Komplexitéit interes-
siert ist.

Um einen Zusammenhang mit Schaltkreisen herzustellen, ben6tigen wir eine Definiti-
on der Entscheidung von Sprachen durch Schaltkreise. Eine naheliegende Variante wére
die folgende: Fiir einen Schaltkreis S, der die Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1}
berechnet, ist die Menge f~(1) die Menge der akzeptierten Worter und f~1(0) die Menge
der abgelehnten Worter. Diese Definition hat zwei Nachteile: Zum einen erfassen wir nur
Worter iiber {0, 1} und zum anderen haben alle Worter die gleiche Lange n. Wihrend der
erste Nachteil unter Verwendung von geeigneten Kodierungen einer (beliebigen) Menge
X durch Dualworter behoben werden kann, ist der zweite nur unter Verwendung einer
unendlichen Menge von Schaltkreisen S,,, n > 1, vermeidbar, wobei 5, eine n-stellige
Boolesche Funktion realisiert.

Es sei F = (51,52,...,S5,,...) eine unendliche Folge von Schaltkreisen, bei der S,
fiir n > 1 eine n-stellige Boolesche Funktion f,, realisiert. Wir sagen, dass F die Sprache
L C {0,1}* entscheidet, wenn

LN{0,1}" = f. (1) firn > 1

gilt.

Umgekehrt kénnen wir fiir jede Sprache L C {0,1}* und jede natiirliche Zahl n > 1
die Menge L, = L N {0,1}" betrachten. Ferner wird durch L, eindeutig eine n-stellige
Boolesche Funktion f,, durch L, = f,*(1) definiert. Ferner gibt es fiir n > 1 zu f,, einen
Schaltkreis S,,, der f, berechnet. Damit gibt es zu jeder Sprache L C {0,1}" eine Folge
F = (51,52, ...) von Schaltkreisen, die L entscheidet.

Es seien F = (51,52,...,5y,...) eine unendliche Folge von Schaltkreisen, bei der S,
fiir n > 1 eine n-stellige Boolesche Funktion f, realisiert, und g : N — N eine Funktion.
Wir sagen, dass F die Sprache L C {0,1}* mit der Komplexitit g entscheidet, wenn F
die Sprache L entscheidet und tiberdies C'(S,) < g(n) fir n > 1 gilt.

Wir wollen nun zuerst zeigen, dass es ist nicht mdglich ist, aus der Entscheidung
einer Sprache durch Schaltkreise mit einer kleinen Komplexitédt auch auf eine einfache
Entscheidung der Sprache durch Turing-Maschinen zu schlieffen. Genauer gesagt, wollen
wir beweisen, dass es eine Folge von Schaltkreisen gibt, die eine sogar unentscheidbare
Sprache mit linearer Komplexitét entscheiden kann.

Dazusei h : N — {0, 1} eine totale und nicht algorithmisch berechenbare Funktion (die
Existenz derartiger Funktionen wurde in der Grundvorlesung zur theoretischen Informatik
gezeigt). Wir definieren dann fiir n > 1 die Sprache

{0} fir h(n) =0
Ln = {{O”_ll} fir h(n) =1

und setzen

i>1
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Offensichtlich ist L unentscheidbar, denn wére L entscheidbar, so kann h algorithmisch
berechnet werden, da h(n) = 0 genau dann gilt, wenn 0" € L gilt.
Andererseits gehort zu L,, die Funktion f,, mit

(1 h(n)=0
a(0,0,.-..0) = {0 h(n) =1 "
n mal
(1 h(n)=1
£(0.0,. 0.0 = { hm) =0
n—1 mal
falz1,22,...,2,) = 0 in allen anderen Féllen.

Hieraus folgt sofort

TIANTIN ... NTp 1 AT, h(n)=0

Ju(wr, @2, o) = {:cl/\a:g/\...m:n_l/\xn h(n) = 1

fiir n > 1. Wir realisieren nun die Funktionen f,, durch Schaltkreise .S,,, indem wir einfach
die angegebene Formel umsetzen. Wir benétigen dann fiir S,, jeweils (n —1) A-Gatter und
n bzw. n — 1 Negationsgatter. Somit ergibt sich

2n h(n) =0
CSn) = {Zn— 1 h(n)=1

Somit ist L mit linearer Komplexitat durch Schaltkreise entscheidbar.

Wir wollen nun die umgekehrte Situation betrachten, d.h. wir nehmen an, dass eine
Sprache L mit einer gewissen Zeitkomplexitiat durch Turing-Maschinen akzeptiert werden
kann und fragen nach der Komplexitidt der Entscheidung durch Schaltkreise. Wir wer-
den zeigen, dass hier im Wesentlichen hochstens ein Ansteigen um einen logarithmischen
Faktor entsteht.

Dabei wollen wir wie folgt vorgehen. Wir kodieren zuerst die Eingaben und Zusténde
durch Tupel iiber {0, 1}. Genauer gesagt, gelten

X ={z,29,...x,} und Z = {20, 21, .., 2m}
und

r = L]ogz(n)J und s = UOgQ(m)J )

so kodieren wir

x; durch (ag, o, ..., 0p) mit 35_g a; - 27 =1,
z; durch (B, By, ..., B,) mit 35 3 - 27 = i.
Ferner kodieren wir * durch das Tupel (0,0,...,0), das der Zahl 0 entspricht, d.h. wir

betrachten * als zg. Fassen wir nun die Uberfithrungsfunktion ¢ als ein Tripel (1, d2, d3)
mit

b (Z\Q) X (XU{s}) - 7.

0+ (Z\Q)x (XU{+}) = XU {x},

d3 + (Z\Q)x (XU{x})—{R,N,L}
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auf, so konnen wir unter Beachtung der Kodierungen Boolesche Funktionen

&y ¢ {0,135 x {0, 1} = {0, 1} — {0, 1}
8 ¢ {0,135 x {0,1}" = {0, 1} — {0, 1}

konstruieren, die das lokale Verhalten der Turing-Maschine bez. der Zustandsénderung
und der Anderung des Bandes erfassen. (Analoges konnte man auch fiir die dritte Funktion
vornehmen, indem man R, N und L dual kodiert, aber dies wird sich als nicht notwendig
erweisen. )

Wir stellen uns nun vor, dass wir sowohl fiir die Anderung der Zustéinde als auch fiir
die Zelleninhalte eine Simulation mittels der Funktionen 6] und 6} vornehmen. Dann wird
in jedem Takt der Zustand entsprechend der Funktion §] gedndert, wobei die ersten s+ 1
Komponenten dem aktuellen Zustand entsprechen und die letzten »+1 Komponenten den
Inhalt der Zelle widerspiegeln, {iber der der Kopf gerade steht, wiahrend das Ergebnis eine
Kodierung des néchsten Zustandes ist. Analog verhélt es sich mit 65, nur dass das Ergebnis
den verénderten Inhalt der Zelle angibt, {iber der der Kopf stand. Die Schwierigkeit der
Simulation besteht nun darin, dass wir vorab nicht wissen, wo der Kopf steht. Wére
dies fiir jeden Takt im Voraus bekannt, so wiissten wir, welche Funktion mit welchen
Eingabegrofien bei der Simulation benutzt werden muss.

Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 1.13 FEine Turing-Maschine M heifit bewegungsuniform, wenn die Position
des Kopfes nach i Schritten nur von der Linge n des Eingabewortes (und nicht vom Wort
selbst) abhdngt.

Nach dieser Definition sind die Kopfbewegungen fiir alle Worter der gleichen Lénge
identisch.

Es sei M eine bewegungsuniforme Turing-Maschine. Mit pos(i,n) bezeichnen wir die
Position des Kopfes nach ¢ Schritten bei Eingabe eines Wortes der Lénge n. Hierbei
stehe der erste Buchstabe des Eingabewortes zu Beginn in der ersten Zelle, d.h. es gilt
pos(0,n) =1 fur alle n > 1.

Damit ist unser Ziel erreicht. Bei einer bewegungsuniformen Turing-Maschine haben
wir im ¢-ten Schritt als Eingabe fiir 6] und J) den Zustand nach ¢ — 1 Schritten und den
Inhalt der Zelle pos(i — 1,n) zu benutzen. Dabei ist zu bemerken, dass wir den Zustand
durch 0] stets aktualisieren und durch 6} auch immer den aktuellen Inhalt der Zellen
kennen.

Wir illustrieren diese Idee anhand folgenden Beispiels. Wir betrachten die Turing-
Maschine

M= ({aa b7 C}, {ZO7 r, Tla T”7 7,,///7 fa f,7 fﬂu Q}v 20, {Q}7 5) )
wobei § durch folgende Tabelle gegeben ist:

ZO r ,r./ T” 7,,/// f f/ f//
* | (¢,0,N) | (',%, L) (", %, R) | (¢, 1, N) | (f',*, L) | (f",*,R) | (¢,0,N)
a (T7 a? R) (T, a? R) (f/7 >l<7 L) (T/,7 *7 R) <f7 a7 L) (f/7 *7 L)
b| (f,b,R) | (r,b,R) | (r",*,L) | (r",%,L) (f,b,L) | (f',* L)
c| (fie,R) | (r,e,R) | (f',%, L) | (7", %, L) (f,e, L) | (f',* L)




M geht bei Lesen eines a in den Zustand r (r und seine gestrichenen Versionen steht
fiir richtig) und lauft nach links zum Wortende und steht dann im Zustand 7’ iber dem
letzten Buchstaben. Ist dieser ein b, so wird im Zustand r” unter Loschen aller Buchstaben
an den Wortanfang gelaufen. Ist das x vor dem Wort erreicht, wird der Kopf um eine Zelle
nach rechts bewegt, schreibt dort eine 1 und stoppt. Ist der erste Buchstabe kein a, so
geht M in den Zustand f (fiir falsch), bewegt sich an das Wortende, unter Loschen wieder
zum Wortanfang, schreibt dort eine 0 und stoppt. Ist der erste Buchstabe ein a, aber der
letzte Buchstabe kein b, so wird durch Ubergang in den Zustand f’ noch zum Wortanfang
gegangen, eine () geschrieben und gestoppt.

Damit akzeptiert M genau die Menge der Worter w, deren erster Buchstabe ein a und
deren letzter Buchstabe ein b sind.

Offensichtlich bewegt sich der Kopf nach rechts bis zur Zelle nach dem letzten Buch-
staben, dann zuriick nach links zur Zelle vor dem ersten Buchstaben und dann noch eine
Zelle nach rechts. Daher ist die Kopfbewegung nur von der Lénge des Wortes abhéngig.
M ist also bewegungsuniform.

Die zugehorige Schaltung fiir das Wort ab oder fiir ein beliebiges Eingabewort der
Lange 2 ist in Abbildung 1.19 zu sehen, wobei wir auf die Kodierungen durch Tupel iiber
{0,1} verzichten und daher mit §; und d9 operieren. Neben den beiden Eingabesymbole
sind auch die Zellen davor und dahinter zu beriicksichtigen. Die Ausgabe erfolgt beim
untersten ds.

Somit wird jeder Schritt der Turing-Maschine durch zwei Schaltkreise, die §] und &,
realisieren, simuliert. Gehen wir von einer Turing-Maschine mit einer Zeitkomplexitét ¢
aus, so benotigen wir ¢(n) Schalkreise fiir 6] und ¢(n) Schaltkreise fiir 0} bei einer Eingabe
der Lange n. Unter Verwendung von ¢(d]) = ¢; und ¢(d,) = ¢ ergibt sich damit eine
Entscheidung der Sprache durch Schaltkreise der Komplexitit (c¢; 4 c2)t(n).

Vorstehende Uberlegungen ergeben daher den folgenden Satz.

Satz 1.29 Wird eine Sprache L durch eine bewegungsuniforme Turing-Maschine in der
Zeit t entschieden, so gibt es eine Konstante ¢ und eine Folge von Schaltkreisen, die L
mit der Komplexitit t' mit t'(n) = ct(n) entscheidet. O

Um die Voraussetzung der Bewegungsuniformitét zu elimieren, benutzen wir den fol-
genden Satz, den wir ohne Beweis angeben (fiir einen Beweis verweisen wir auf [18].

Satz 1.30 Zu jeder Turing-Maschine, die eine Sprache L in der Zeit t entscheidet, gibt
es eine bewegungsuniforme Turing-Maschine, die L in O(t(n)log(t(n)) entscheidet. O

Zusammengefasst ergibt sich somit der folgende Satz.
Satz 1.31 Wird eine Sprache L durch eine Turing-Maschine in der Zeit t entschieden,
so gibt es eine Folge von Schaltkreisen, die L mit der Komplexitit O(t(n)log(t(n)) ent-
scheidet. O
In der obigen Simulation einer bewegungsunabhéingigen Turing-Maschine durch einen

Schaltkreis, hat der Schaltkreis eine Tiefe von O(t(n)). Wir wollen nun eine andere Simu-
lation vornehmen, bei der eine geringere Tiefe erreicht wird. Dabei wird sich herausstellen,
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Abbildung 1.19: Schaltung zur Abarbeitung eines Wortes der Lénge 2

dass eine Beziehung zwischen der Tiefe und der Raumkomplexitét besteht. Um die Raum-
komplexitiat zu definieren, betrachten wir Turing-Maschinen, die neben dem Band, auf
dem die Eingabe steht, noch ein Arbeitsband haben. Ferner soll die Eingabe nur gelesen
werden konnen, und alle ‘Rechnungen® erfolgen auf dem Arbeitsband. Die Raumkom-
plexitiat wird dann als Anzahl der Zellen des Arbeitsbandes, die wihrend der Arbeit der
Maschine, benutzt werden, definiert. Dies wird gemacht, um nicht das reine Lesen einer
Eingabe der Lange n, was mit Benutzung von n Zellen verbunden ist, zu messen, da dann
in der Regel die Raumkomplexitdt mindestens linear ist. Die Einzelheiten der Definition
iiberlassen wir dem Leser.

Wenn wir fiir die Worter der Lange n die Funktion f(z1,xe,...,2,) = 21 Axa2A. .. Az,
benutzen, d.h. 1" ist das einzige akzeptierte Wort der Léange n, so erfordert der zugehorige
Schaltkreis die Tiefe [log(n)|. Daher ist zu erwarten, dass die Tiefe von

l(n) = max{s(n), [log(n)]}

abhéngig sein wird.
Wenn wir die Konfiguration der Turing-Maschine M = (X, Z, zo, @, 0) durch

(Q>iaa17a27 < 7as(n)>j)
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beschreiben, wobei g der aktuelle Zustand, ¢ die Position des Lesekopfes auf dem Einga-
beband, a, der Inhalt der Zelle i des Arbeitsbandes ist, 1 < r < s(n), und j die Position
des Lese/Schreibkopfes auf dem Arbeitsband ist, so gibt es hochstens

k(n) =#(2Z) -n-#(X)*™ - s(n)

verschiedene Konfigurationen. Gilt nun ¢(n) > k(n), so wird mindestens eine Konfigura-
tion wiahrend der Arbeit mindestens zweimal erreicht. Dann geht M aber in eine Schleife
und beendet die Arbeit nicht, wie bei der Entscheidung einer Sprache gefordert wird.
Folglich haben wir noch #(n) < k(n). Daraus resultiert

log((t(n)) < log(k(n)) = log(#(Z2)) +log(n) + s(n) - log(#(X)) + log(s(n)) = O(I(n)).

Satz 1.32 Wenn L durch eine deterministische Turing-Maschine in der Zeit t(n) mit
dem Platzbedarf s(n) entschieden wird, so gilt

D(fn) = O(U(n) - log(t(n)) = O((n)*)
fiir die Funktion f, mit f,;1(1) = LN {0,1}".

Beweis. Wir variieren die Turing-Maschine so, dass sie in einem Stoppzustand ¢* nicht
anhalt sondern ohne Konfigurationsdnderung weiterarbeitet. Dadurch erreichen wir, dass
wir das Ergebnis an der Konfiguration nach ¢(n) Schritten ablesen konnen.

Es sei p(w) die Anzahl der Konfigurationen, die bei Eingabe von w erreicht werden
konnen. Dann definieren die quadratische (p(w), p(w))-Matrix A(w) durch ay = 1, wenn
die Konfiguration & = (q,4,ay,as,...,04x),j) in einem Schritt in die Konfiguration &’
iberfithrt wird. Der Wert a; ;s kann durch einen Schaltkreis konstanter Tiefe berechnet
werden, weil nur eine Abhéngigkeit vom i-ten Symbol von w, a; und ¢ vorliegt. Offenbar
gilt p(n) < k(n).

Es sei A(w)! die f-te Potenz von A(w). Nach Definition ergibt sich genau dann
aék, =1, wenn k in f-Schritten in &’ iiberfiihrt wird. Die Berechnung von A(w)"™ kann
nun durch einen Schaltkreis der Tiefe O([log(t(n))]) erfolgen, wobei jedes Gatter eine
Matrixmultiplikation realisiert. Die Berechnung eines Elementes der Matrix C' = A - B
erfolgt nach der Formel

g =\ reger N Dper g
o
Dabher erfordert die Berechnung eines Matrizenprodukts fiir jedes Element die Tiefe O(log(p(w)))
und damit auch insgesamt nur die Tiefe O(log(p(w))).

Es seien kg die Anfangskonfiguration und K, die Menge der akzeptierenden Konfigu-

rationen. Dann haben wir
fa(w) = \/ a;;c(orfl)c

keK,

Ausgehend von A(w)*™ erfordert dies noch einmal einen Schaltkreis der Tiefe O(log(#(K,))).
Damit ergibt sich fiir den Gesamtschaltkreis eine Tiefe von

O(1+log(t(n)) log(p(w))+log(#(Ka))) < O(log(t(n))-log(k(n))+log(k(n))) < O(log(t(n))-1(n)).

a
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