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Kapitel 3

Beschreibungskomplexitit von
Grammatiken

3.1. Definitionen

Wir geben in diesem Abschnitt erst eine kurze Wiederholung von Begriffen zur Theorie
der formalen Grammatiken, vor allem um Bezeichnungen zu kléren, und fithren danach
drei Mafle fiir die Beschreibungskomplexitéit von Grammatiken ein.

Fiir ein Alphabet V' bezeichnen wir mit V* die Menge aller Worter iiber V' (einschlie3-
lich des Leerworts \) und mit V't die Menge aller nichtleeren Worter iiber V. Fiir ein
Wort w € V* und eine Menge U C V bezeichnen |w| die Linge des Wortes w und |w|y
die Anzahl der Vorkommen von Buchstaben aus U in w. Fiir a € V' schreiben wir einfach

|w|, anstelle von |w|(,}. Eine Sprache iiber V' ist eine Teilmenge von V*. Eine Sprache L
heifit A-frei, falls L C V' gilt.

Eine Regelgrammatik (oder kurz Grammatik) ist ein Quadrupel
G=(N,T,P,59),
wobei

e N und 7T endliche, disjunkte Alphabete sind, deren Vereinigung wir mit V' bezeich-
nen,

e P cine endliche Teilmenge von (V*\ T%) x V* ist, und
e S e N gilt.

Die Menge N ist das Alphabet der Nichtterminale oder Hilfssymbole oder Variablen und T°
das der Terminale. Im Folgenden werden wir meist grofle lateinische Buchstaben zur Be-
zeichnung der Nichtterminale und kleine lateinische Buchstaben fiir die Terminale ver-
wenden, wobei die Buchstaben auch indiziert sein kénnen. Die Elemente aus P heiflen
Regeln. Meistens werden wir das Paar («, ) aus P in der Form o — [ schreiben, da
diese Notation der Anwendung von Regeln als Ersetzung entspricht. Das Symbol S heifit
Axiom oder Startwort.
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Wir sagen, dass in der Grammatik G = (N, T, P, S) aus dem Wort v € V* das Wort
~' € V* direkt erzeugt wird, wenn

Y=may, ¥V =mpr aoa—BEP
fiir gewisse 1,72 € V* gelten. Wir schreiben dann
v=1"

Falls die bei der Erzeugung verwendete Regel p = o — 3 betont werden soll, so
schreiben wir v ==, 7/. Durch = wird offenbar eine Relation definiert. Wie iiblich kann
hiervon der reflexive und transitive Abschluss =* gebildet werden, d.h. es gilt

v ="
genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl n > 0 und Wérter g, 61,02, ..., 0,1, 0, mit
V=0 =0 =0y = =01 =0, =7

gibt (im Fall n = 0 gilt ¥ = 4/, und im Fall n = 1 haben wir v = +/); v =* o/
gilt genau dann, wenn ' durch iterierte Anwendung von (im Allgemeinen verschiedenen)
Regeln aus 7 entsteht. Gilt v =* 4/, so sagen wir auch, +' ist aus v (in mehreren
Schritten) ableitbar oder erzeugbar.

Ein Wort w € V* heifit Satzform von G, wenn S =* w gilt, d.h. wenn w aus S
erzeugt werden kann. Mit S(G) bezeichnen wir die Menge aller Satzformen von G.

Fiir eine Grammatik G = (N, T, P, S) ist die von G erzeugte Sprache L(G) durch

L(G)={w|weT  und S =" w}

definiert. Die von G erzeugte Sprache besteht also aus allen Satzformen von G, die nur
Terminale enthalten.
Fiir eine Grammatik G und ein Nichtterminal A von G setzen wir noch

L(G,A) ={w|weT" und A =" w}.

L(G, A) ist also die Sprache, die bei Verwendung von A als Axiom erzeugt wird. Offenbar
gilt L(G) = L(G, S).
Zwei Grammatiken sind einander dquivalent, wenn sie die gleiche Sprache erzeugen.
Wir sagen, die Regelgrammatik G = (N, T, P, S) ist

e monoton, wenn fiir alle Regeln & — (§ € P die Bedingung || < || erfiillt ist, wobei
als Ausnahme S — X zugelassen ist, wenn |3'|¢ = 0 fiir alle Regeln o/ — ' € P
gilt,

o kontextfrei, wenn alle Regeln in P von der Form A — w mit A € N und w € V*
sind,

e requldr, wenn alle Regeln in P von der Form A — wB oder A — w mit A,B € N
und w € T sind.
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Eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) ist

e reduziert, wenn fiir jedes A € N sowohl eine Ableitung S =—* w; Aw, als auch eine
Ableitung A =" w mit wy,ws € V* und w € T* existieren,

e \-frei, wenn alle Regeln in P von der Form A — w mit w € V7T sind, wobei als
Ausnahme S — \ zugelassen ist, wenn |v|g = 0 fiir alle Regeln B — v € P gilt,

e in Chomsky-Normalform, wenn alle Regeln in P von der Form A — BC' oder A — a
mit A, B,C € N und a € T sind, wobei als Ausnahme S — X\ zugelassen ist, wenn
|v|s = 0 fiir alle Regeln D — v € P gilt.

Bei einer reduzierten Grammatik lasst sich also jede Satzform so weiter ableiten, dass
ein Wort iiber der Terminalmenge entsteht.

Eine regulire Grammatik G = (N, T, P,S) ist in reguldrer Normalform, wenn alle
Regeln aus P von der Form A — aB oder A — a mit A, B € N und a € T sind, wobei
als Ausnahme S — \ zugelassen ist, wenn |v|gs = 0 fiir alle Regeln C' — v € P gilt.

Es ist bekannt, dass es zu jeder kontextfreien Grammatik G eine reduzierte kontext-
freie Grammatik (G1, eine kontextfreie A-freie Grammatik G5 und eine Grammatik G5 in
Chomsky-Normalform derart gibt, dass L(G) = L(G1) = L(G2) = L(G3) gilt. Auflerdem
gibt es zu jeder reguliaren Grammatik H eine Grammatik H’ in regulérer Normalform, so
dass L(H) = L(H') erfiillt ist.

Im Folgenden sei eine abzéhlbar unendliche Menge U gegeben und fiir jede Grammatik
G = (N,T,P,S) gelte stets N C U und T" C U. Wir bezeichnen mit

RE die Menge aller Regelgrammatiken,
MON  die Menge aller monotonen Grammatiken,
CF die Menge aller kontextfreien Grammatiken,

CF-)\  die Menge aller kontextfreien A-freien Grammatiken,

redCF  die Menge aller reduzierten kontextfreien Grammatiken,

ChCF  die Menge aller kontextfreien Grammatiken in Chomsky-Normalform,
REG die Menge aller reguldren Grammatiken,

nfREG die Menge aller Grammatiken in regulérer Normalform.

Fiir eine Menge X von Grammatiken (im Folgenden wird stets
X € {RE,MON, CF, CF-\, redCF, ChCF, REG, nfREG}

gelten) bezeichnen wir mit £(X) die Menge aller Sprachen, die von Grammatiken aus X
erzeugt werden konnen.
Es gilt
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Fiir eine Grammatik G = (N, T, P, S) fiihren wir die folgenden drei Komplexititsmafie
ein:

Var(G) = #(N),
Prod(G) = #(P),

Symb(G) = Y (la|+18]+1).

a—pBEP

Es sei nun X eine Menge von Grammatiken. Wir erweitern nun die obigen Komplexitéts-
mafle auf Sprachen L € £(X) mittels

Varx (L) = min{Var(G) | L = L(G), G € X},
Prodx (L) = min{Prod(G) | L = L(G), G € X},
Symby (L) = min{Symb(G) | L = L(G), G € X}.

Wir sagen, eine Grammatik G € X ist minimal fir eine Sprache L € L£(X) beziiglich
eines Komplexitatsmafies K € { Var, Prod, Symb }, falls L(G) = L und K(G) = Kx(L)
gelten.

Beispiel 3.1 Wir betrachten die Grammatik
G,=({SUX,X"Y, 7} {a,b}, P,S)
mit
P={S—=YXaZ YX —-YX, YX = bU, Ua— aU, UZ — V?,
Xa—aaX, XZ — X'Z, aX' — X'a}.

Es ist leicht zu sehen, dass die Satzformen von G eine der folgenden Formen
S, Ya*"Xa™Z, Ya*"X'd'Z, v*a"Ud'Z, b2a* b*

mitn >0, m>0,2n+2m =2",k>0,1 >0, k+1 = 2", r > 0 haben, und dass
umgekehrt jedes Wort dieser Form auch Satzform ist. Damit gilt

Ly = L(Gy) = {b*a* b* | r > 0}.
Als Komplexitatsmafie von G erhialt man durch einfaches Auszéhlen
Var(Gy) =6, Prod(G;) =8 und Symb(G;)=43.
Damit ergibt sich auch
Varyon(L1) <6, Prodyon(L1) <8 und Symb,,,y(L1) < 43.
Die monotone Grammatik
Gy =S U X, X"} {a,b,Y, Z}, P, S)

erzeugt offensichtlich auch Ly, denn wir erhalten die gleichen Ableitungen wie in Gy. Der
Unterschied zwischen G, und G liegt darin, dass wir bei G| die Symbole Y und Z als
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Terminale auffassen (obwohl sie in keinem Wort der Sprache vorkommen). Fiir G| erhalten
wir

Var(G}) =4, Prod(G;) =8 und Symb(G;) =43.
Folglich ergibt sich fiir die Anzahl der Variablen die Verschérfung Var oy (L1) < 4.

Beispiel 3.2 Es sei r eine beliebige positive natiirliche Zahl. Fiir die kontextfreie Gram-
matik

Go = ({S, A}, {a,b},{S — A", A — aA, A — Ab, A — ab},95)
ergeben sich offenbar
Ly, = L(Gg) = {a"b" | n>1, m > 1}"
und
Var(Gs) =2, Prod(G3) =4 und Symb(Gs)=14+r.
L, ist fiir jedes v > 1 eine regulédre Sprache, da z. B. die reguldre Grammatik
Gy={A|1<i<r}U{B;|1<i<r}{ab}, P, A)
mit
Py={A;—aA; |1 <i<r}U{4;, —aB; |1 <i<r}
U{B; = bB; |1 <i<r}U{B;, —bA1 |1 <i<r—1}U{B, — b}

ebenfalls Ly, erzeugt. Wegen Var(GY) = 2r gilt Vargpa (Lo, ) < 2r. Wir wollen nun zeigen,
dass hinsichtlich der Anzahl der Nichtterminale G, sogar optimal ist.

Es sei daher G = (N, {a, b}, P, S) eine (beliebige) regulédre Grammatik mit L(G) = Lo,
und Var(G) = Vargga(La,).

Wir bemerken zuerst, dass fiir jedes A € N mit A # S eine Ableitung der Form
A =" uA mit u # )\ existiert. Angenommen, es gibt ein A # S, fiir das es keine
Ableitung dieses Typs gibt. Dann gibt es nur endlich viele Wérter iiber T', die von A (in
beliebig vielen Schritten) erzeugt werden konnen, d.h. L(G, A) ist endlich. Jeder Regel
p =X — vA mit v € T* ordnen wir die Menge

P,={X —vz|z€e LG,A)}
zu, und setzen G 4 = (Ny, T, Ps, S) mit

Na=N\{A} und Py={p|lp=B—vCePB+AC+A}u |J P,

p=B—weP
B#A

Da wir jedes Vorkommen von A in einer rechten Seite einer Regel durch ein terminales
Wort ersetzen, dass aus A erzeugt werden kann, ist leicht zu sehen, dass

L(Ga) = L(G) = Loy
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gilt. Da aber Var(G4) = Var(G) — 1 = Varggg(Le,) — 1 gilt, erhalten wir einen Wider-
spruch.
Es sei nun

S =" vA =" vud =" vuw

eine Ableitung eines Terminalwortes. Falls fiir die Ableitung A =—* uA eine der Bezie-
hungen u = ujabuy oder u = uybaus gilt, so liefert die Ableitung

S =" vA =" vud =" vuuA =" VPA = - =5 A =" v w

ein Wort in dem mindestens 2r-mal ein Wechsel von a nach b oder von b nach a erfolgt.
Dies steht im Widerspruch zur Struktur der Wérter in Lo ,, bei denen héchstens r derartige
Wechsel auftreten. Folglich gilt bei A =* uA entweder u € {a}* oder u € {b}". Somit
erfordert jeder Wechsel von a nach b oder von b nach a mindestens einen Wechsel der
Nichtterminale. Weiterhin sind diese Nichtterminale paarweise voneinander verschieden,
da sonst eine Ableitung A =* uA derart existiert, dass ab oder ba ein Teilwort von u
ist. Damit hat G mindestens 2r Nichtterminale. Deshalb gilt Vargpa (Lo, ) > 2r.

Aufgrund der reguldren Grammatik G, mit L(G%) = Ly, und Var(G%) = 2r erhalten
wir

VarREG(LQ,T) = 2r.

Das Beispiel 3.2 belegt, dass kontextfreie Grammatik erheblich effizienter als regulére
Grammatiken bei der Beschreibung von Sprachen sein konnen. Wir definieren daher einige
mogliche Relationen zwischen den Komplexitdtsmaflen.

Es sei K € {Var, Prod, Symb} ein KomplexitidtsmaB, und seien X und Y zwei Mengen
von Grammatiken, fiir die £(X) C L(Y) gilt. Wir schreiben

o X ~g Y, falls es eine Konstante k derart gibt, dass |[Kx(L) — Ky (L)| < k fiir alle
L € £(X) gilt,

e YV <l X, falls es eine Folge L,, n > 1, von Sprachen mit L, € £(X) derart gibt,
dass lim,, . (Kx (L) — Ky (L,)) = oo gilt,

o YV <% X, falls es eine Folge L,, n > 1, von Sprachen L, € £(X) derart gibt, dass
Kx(Ln)
R (L)

lim,, .o = oo gilt,

o Y <3 X falls es eine Folge L,, n > 1, von Sprachen L, € £(X) und eine Konstan-
te k derart gibt, dass Kx(L,) > n und Ky (L,) < k gilt.

Intuitiv bedeutet, die approximative Gleichheit X =~ Y, dass sich die Komplexitaten
Kx(Ly,) und Ky (L,) einer Sprache, die von Grammatiken aus X und Y erzeugt werden
kann, héchstens um eine Konstante unterscheiden kénnen. Die Relation §}< bedeutet, dass
der Unterschied zwischen den beiden Komplexitaten Kx(L,) und Ky (L,) beliebig grof
werden kann. Bei <% wird der Unterschied zwischen den Komplexititen nicht nur beliebig
groB, sondern fiir jede Konstanten ¢ gilt fiir hinreichend grofies n sogar ¢ - Ky (L,) <
Kx(L,) — Ky(Ly,), d.h. der Unterschied ist durch keine lineare Funktionen in Ky (L,,)
beschriinkt. Bei <%, kann die Differenz Kx (L, ) — Ky (L,) durch keinerlei Funktion mehr
beschrinkt werden, da fiir jede Funktion f die Differenz grofler als der maximale der
Werte f(1), f(2),..., f(k) wird. Offenbar gelten
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aus <% folgt <%,

aus <3 folgt <%.
Wegen der in Beispiel 3.2 gezeigten Beziehungen
Vargp(La,) =2 und Varggg(Le,) =2r>r
fiir r > 1 gilt in dieser Terminologie
CF <3.. REG. (3.1)

Fiir den Nachweis einer Relation vom Typ X <% Y, i € {1,2,3} benotigt man Spra-
chen aus L(Y) beliebig groBer Komplexitit. Eine Verschéarfung dieser Forderung besteht
darin, dass jede beliebige positive natiirliche Zahl im Wertevorrat von Ky auftaucht.

Definition 3.3 Wir sagen, dass ein Komplezxititsmafi K € {Var, Prod, Symb} beziiglich
der Menge Y wvon Grammatiken vollstindig ist, wenn es fir jede natirliche Zahl n eine
Sprache L, € L(Y) derart gibt, dass Ky (L) = n gilt.

3.2. Anzahl der Nichtterminale

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Anzahl der zur Erzeugung einer Sprache notwen-
digen Nichtterminale. Wir behandeln zuerst die Beziehungen zwischen den Maflen Vary
und Vary fiir verschiedene Klassen X und Y von Grammatiken.

Lemma 3.4 Fir je zwei Mengen X und Y wvon Grammatiken mit X C Y und jede
Sprache L € L(X) gilt Vary (L) < Varx(L).

Beweis. Es sei G € X eine Grammatik mit L(G) = L und Var(G) = Varx(L). Da auch
G € Y nach Voraussetzung gilt, erhalten wir Vary (L) < Var(G) = Varx(L). O

Lemma 3.5
i) Fir jede kontextfreie Sprache L gilt Varcp(L) = Var,ecr(L).
ii) Fir jede kontextfreie A-freie Sprache L gilt Varop(L) = Vargp.a(L).

Beweis. 1) Da jede reduzierte kontextfreie Grammatik auch eine kontextfreie Grammatik
ist, gilt nach Lemma 3.4

Varcp (L) < Var,egor(L). (3.2)

Ist umgekehrt L € L(CF) und G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik mit
L = L(G) und Var(G) = Vargp(L), so konstruieren wir die zugehorige reduzierte Gram-
matik G’ durch Streichen aller Nichtterminale A von N, fiir die keine Ableitung der Form
S =* uAv oder A =* w € T* existiert, und aller Regeln, in denen A vorkommt.
Folglich gilt Var(G’) < Var(G). Dies impliziert

Var,.gcr (L) < Var(G") < Var(G) = Vargp(L),
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woraus mit (3.2) sofort die Behauptung folgt.

ii) Der Beweis verlduft vollig analog. Wir haben nur zu beachten, dass die Standard-
konstruktion einer A-freien Grammatik aus einer Grammatik, die eine A-freie Sprache
erzeugt, die Anzahl der Nichtterminale nicht erhoéht. O

Folgerung 3.6 Fiir X € {CF,redCF, CF-\, MON,RE} gilt X <3, REG.

Beweis. Wegen CF C RE und CF-A C MON folgt die Aussage aus (3.1) und den
Lemmata 3.4 und 3.5. O

Satz 3.7 Var ist beziiglich REG ein vollstindiges Majs.
Beweis. Es sei n > 1 eine gerade Zahl. Dann setzen wir
Ly = Loz = ({a}*{b}")?

und erhalten aus Beispiel 3.2 Vargpg(L,) = n.
Fiir ungerades n > 1 setzen wir

L, = ({a} {b} ") {a}*
und konnen dafiir wie in Beispiel 3.2 Varggg(L,) = n nachweisen. O

Bevor wir das Analogon zu Satz 3.7 fiir kontextfreie Sprachen angeben und beweisen,
zeigen wir zwei Lemmata, die es uns erlauben, zukiinftig fiir beziiglich der Anzahl der
Nichtterminale minimale Grammatiken gewisse Voraussetzungen zu machen.

Lemma 3.8

i) Zu einer konteztfreien Grammatik G = (N, T, P, S) mit Var(G) = Vargr(L(G)) gibt
es fiir jedes A € N mit A # S eine Regel A — uAv mit uv # X\ in P.

ii) Fir eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P,S) mit Var(G) = Varcpr(L(G)) ist
fiir jedes A € N mit A # S die Sprache L(G, A) unendlich.

Beweis. i) Wir nehmen an, dass es ein A € N, A # S, so gibt, dass die rechten Seiten
aller Regeln mit linker Seite A den Buchstaben A nicht enthalten. Wir setzen

Py={w|A—we P},

Wir zerlegen die rechten Seiten einer jeden Regel p = B — ujAus A ... u,Au,,1 € P mit
B # A so, dass u; € (V\{A})*" fir 1 <i <r+1 ist, und setzen

P, ={B — wywiugws . . . u,wytppq |7 >0, w; € Py, 1 <i<r}.

(Falls die rechte Seite von p kein A enthélt, ist B, = {p}.) Wir betrachten nun die
(kontextfreie) Grammatik

G'=(N\{ALT, |J P.9)
>l
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Es ist leicht zu sehen, dass L(G') = L(G) gilt, denn die in G bzw. G’ moglichen Ableitun-
gen
S =" 11 Buy = viug Aus A .. . u, Atpy v
— vuwiusA .. up At vy

= VU witsWousA . .. U Aty 109

= V1UIWLULW2 . . . UpWyUyp41V2
und
S =" 11 Buy = 01U W1UsWy . . . UpWy Uy i1 Vo

sind gleichwertig. Da offenbar Var(G’) = Var(G) — 1 = Vargr(L) — 1 gilt, erhalten wir
einen Widerspruch.

ii) Der Beweis wird vollig analog zu dem fiir den Teil i) gefiihrt, wobei wir nur Py
durch (die nach Annahme endliche Menge) L(G, A) ersetzen. O

Satz 3.9 Var ist beziiglich CF ein vollstindiges Maf.

Beweis. Wir betrachten die Sprachen

Ll = {CL},
Ly = {a}"{b}{a}T,
L, = U{aib}+ fir n > 3.

Da die kontextfreien Grammatiken

G = ({5}7{a}’ {S - a},S),
Gs = ({S, A}, {a,b},{S — aS, S — Sa, S — aAa, A — bA, A — b},S),
n—1

Gu = ({8, A1, Ag, .., Aua}, {a, b}, | (S — Ay Ay — a'bA;, A; — a'b}, S), n > 3,

i=1
mit

Var(Gy) =1, Var(Ge) =2 und Var(G,)=n firn >3
die Sprachen Li, L, und L, fiir n > 3 erzeugen, ist

Varcp(L1) <1, Vargr(Ls) <2 und Varge(G,) <nfirn >3 (3.3)

bereits gezeigt.

Es gilt Var(L;) > 1 offensichtlich, da jede L; erzeugende Grammatik mindestens ein
Nichtterminal (das Axiom) hat. Folglich gilt Varcr(L;) = 1.

Angenommen, es gibt eine kontextfreie Grammatik G' = ({S}, {a, b}, P, S) mit einem
einzigen Nichtterminal S und Ly, = L(G). Wegen Lemma 3.5 konnen wir ferner ohne
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Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass G reduziert ist. Wenn es eine Satzform
gibt, in der S mindestens zweimal vorkommt, so gibt es in G eine Ableitung

S =* 2SySz =" zabayabaz =" x'abay’abaz’ = w

mit 2’4/, 2/ € T*. Die Struktur von w widerspricht aber der der Worter von Lo, womit
wir einen Widerspruch erhalten haben.

Folglich enthalten alle Satzformen von G héchstens ein S. Es sei nun p die maximale
Linge der rechten Seiten von Regeln in P. L, enthilt das Wort ab®a. Die Ableitung dieses
Wortes erfordert daher die Existenz von Regeln der Form S — b"Sb® oder S — b' mit
r+s > 0 bzw. t > 0, da sonst der Abstand von zwei Vorkommen von a durch p beschrankt
ware. Im ersten Fall gibt es in G die Ableitung S = b"Sb* =>* b"abab® und im zweiten
Fall die Ableitung S = b¢, die beide nicht zu Wértern in L, fithren. Erneut erhalten wir
einen Widerspruch, der beweist, dass wir mindestens zwei Nichtterminale zur Erzeugung
von G bendtigen. Das bedeutet Vargp(Lg) > 2, woraus mit (3.3) dann Vargp(Ls) = 2
folgt.

Wir behandeln nun den Fall n > 3. G = (N, T, P, S) sei eine kontextfreie Grammatik
mit L(G) = L, und Var(G) = Vargr(L,). Wegen Lemma 3.5 koénnen wir annehmen,
dass G A-frei und reduziert ist.

Es sei A ein Nichtterminal mit A # S. Dann gibt es nach Lemma 3.8 eine Regel
A — uAv mit uv # . Da G reduziert ist, gibt es in G die Ableitungen

S =* 21 Az = zuAvzy = Ul AV = - = Zju™Av™ 2,
=* 21 (u)"w (V)" 2 (3.4)

von Wértern in L(G), bei denen m eine beliebige positive natiirliche Zahl und w € L(G, A)
sind sowie (wegen der A-Freiheit) |(u/)™| > m oder |(v")™| > m gelten. Wir wihlen nun
m > 2n. Dann muss (v/)™ oder (v')™ ein Teilwort z = ba’d fiir ein i € {1,2,...,n — 1}
enthalten. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir (u/)™ = z;ba’bzy an.

Nach Lemma 3.8 ist L(G, A) unendlich. Es sei y € L(G,A) und |y| > n + 1. Dann
gibt es eine Zerlegung y = y1ba’by, mit gewissen Wortern y;, 4, € T*. Nach (3.4) gilt
dann 2{x1ba'bxey1ba’bys(v')" 2, € L(G) = L,,. Aufgrund der Struktur der Worter aus L,
erhalten wir ¢ = j. Daher gibt es fiir jedes A # S genau ein i € {1,2,...,n — 1} derart,
dass alle Worter in L(A, G), deren Linge mindestens 2n ist, Teilworter aus {a’b}™ haben.

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir S, falls es eine Ableitung S ==* t,St,
mit t1,to € V* und t1t, # A gibt. Damit gibt es keine Ableitungen dieser Form, da
L(G,S) = L, gilt.

Angenommen, N \ {S} enthéilt weniger als n — 1 Nichtterminale. Dann gibt es ein

j €40,1,2,...,n — 1} so, dass G nur endlich viele Worter aus {a’b}" erzeugen kann.
Dies widerspricht L(G) = L,, womit Vargp(L,) > n gezeigt ist. Mit (3.3) folgt die
Behauptung. O

Beziiglich der beliebigen Regelgrammatiken liegt eine grundsétzlich andere Situation
als bei reguldren und kontextfreien Grammatiken vor. Hier ist die Anzahl der zur Erzeu-
gung einer Sprache notwendigen Nichtterminale generell beschrankt.

Satz 3.10 Fir jede Sprache L € L(RE) gilt Vargg(L) < 4.
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Beweis. Zu jeder Sprache L € L(RE) gibt es eine Grammatik G = (N, T, P,S), die
L(G) = L erfiillt und nur Regeln der Form o« —  und A — a mit o, € N*, A € N,
a € T hat.! Wir betrachten die Grammatik

G'={58 [}, NUT, PP URUPUP,S)
mit

Py ={S"— [#5], [#] — A},

Py = | J{#A — A#, A% — #4},

AeN
Py ={#a—#8la—pe P},
P4Z{[A—>CL[|A—>CLGP},

Die Nichtterminale | und | fungieren im wesentlichen als Markierungen des linken bzw.
rechten Endes der Satzform. Jede Ableitung in G’ beginnt mit einer Anwendung der Regel
S" — [#S], da dies die einzige Regel fiir das Axiom ist, und endet mit einer Anwendung
der Regel [#] — A, da dies die einzige Regel ist, bei der auf der rechten Seite kein Nichtter-
minal von G’ steht. Mittels der Regeln aus P, kann das Symbol # nach links und rechts
verschoben werden. Die Regeln aus P3 erlauben die Simulation der Ableitungen in G.
Durch die Regeln aus P, konnen wir den linken Endmarker nach rechts verschieben, wo-
bei jede Verschiebung aber mit einer gleichzeitigen Simulation einer terminierenden Regel
aus P verbunden ist. Aus diesen Erlduterungen folgt, dass jede nichtterminale Satzform
von G’ die Form u[v,#v,] hat, wobei u € T* gilt und uv;vs eine Satzform von G ist. Der
letzte Schritt einer Ableitung in G hat daher die Form u[#] = w mit u € L(G). Daher
erhalten wir L(G’") = L(G) = L. Wegen Var(G’) = 4 folgt die Behauptung. O

Fiir monotone Grammatiken kénnen wir keine generelle Beschrankung der Anzahl der
Nichtterminale wie in Satz 3.10 angeben, aber wir kénnen eine Schranke angeben, die nur
von der Grofle des Alphabets abhéngt, iiber dem die Sprache definiert ist.

Satz 3.11 Fir jede Sprache L € L(MON) mit L C T gilt Varyon(L) < 3#(T) + 1.

Beweis. Es sei L eine Sprache {iber dem Alphabet T'. Dann gibt es zu je drei Buchstaben
a, b und ¢ eine Menge L. derart, dass die Sprache Lg,.{abc} alle Worter mit einer Lange
von mindestens vier enthélt, die auf abc enden. Damit ldsst sich L wie folgt zerlegen

L={w|lwel, |w<3} U U Lape{abe}.

(a,b,c)eTs

Wir benutzen ohne Beweis den folgenden Satz: Ist L eine monotone Sprache, so gibt es zu
jedem Wort abc € T? eine monotone Grammatik Gy mit L(Gape) = Lape. Es sei jeweils
Gave = (Naves Ty Papey Sape)- Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen,
dass

e die Mengen N, der Nichttermiale dieser Grammatiken paarweise disjunkt sind,

1Sollte eine Grammatik nicht in dieser Form vorliegen, ersetze man zuerst jedes Vorkommen eines
Terminals @ in Regeln durch ein neues Nichtterminal o’ und fiige dann die Regeln o’ — a hinzu.
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e alle Grammatiken nur Regeln der Form o« — fund A — amit a, 3 € N}, A € Nape
und a € T haben.

Wir setzen dann

N' = U Nabca

(a,b,c)eT?
P = U Pabm

(a,b,c)eTs
G'=({Stu | J{"# ] N UT, AUPRUPUPR,S),

acT
Pi={S —wlwe L@), <3} U [ {8 — ["#Sul, 4] — abe},
(a,b,c)eT?

Py= ) J# A — A%, Ape — #43,

AEN a€T

Py ={#" — #Bla—pBe P, acT},
Py={PA—al|A—acP beT}.

Wegen der Disjunktheit der Mengen der Nichtterminale und Regeln erhélt man in Analogie
zum Beweis von Satz 3.10

L) ={w|weL, [w|<3} U |J Lacfabc}=L.

(a,b,c)eT?

Wegen Var(G') = 3#(T') + 1 folgt die Behauptung,. O

Folgerung 3.12 Fir X € {MON,RE} gilt X <3}, CF.

Beweis. Wir betrachten die Sprachen L, C {a,b}*, n > 1, aus dem Beweis von Satz 3.9.
Nach diesem Beweis gilt Vargp(L,) = n. Aus den Sétzen 3.10 und 3.11 erhalten wir
Vargg(Ly,) < 4 und Varyoy(L,) < 7. O

Lemma 3.13 Es sei w ein Wort der Linge n tber T. Dann gilt Var,mpe({w}) = n.

Beweis. Es sei w = aqas . ..a, mit a; € T, 1 <1 < n. Dann erzeugt die Grammatik

in reguldrer Normalform offenbar die Sprache {ajas...a,} = {w}. Wegen Var(G) = n ist
die Beziehung Var,mrc({w}) < n bereits gezeigt.

Es sei nun H = (N, T, P, S) eine Grammatik in reguldrer Normalform, die die Sprache
L(H) = {w} erzeugt. Jede Ableitung von w hat offensichtlich die Form

S=B —= a1By — a1aoB3 — -+ — aiay...0;_1B; — -+ — a1ay ... a,15,
= 10y ...0p_10y = W. (3.5)
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Angenommen, es wiren zwei der Nichtterminale in solch einer Ableitung gleich, also
B; = B; fiir gewisse ¢ und 7 mit 1 <7 < j < n. Dann gibt es eine Ableitung

B; = a;Biy1 = -+ = 0,041 - . . a1 By,
und folglich die Ableitung
B, =" a;a;41 ... a;_15;.
AuBerdem folgen aus (3.5) die Ableitungen
S="aiay...0,.1B; und B, =B; =" a;a;11...a,.
Damit gibt es in H die Ableitung

S =" a1ay...a;,_1B;
=" may...0-10;...a;_15;
=" a0y ... Q10 ...0;_10; ... a; 1B,
=" 102 ... Q1 . .. Qi1 ... A1 . . . A
eines Wortes der Lange i — 14 (j—i)+(j—i)+(n—(j —1)) = n+(j —i) > n. Dies wider-
spricht L(H) = {w}. Folglich sind alle Nichtterminale in der Ableitung (3.5) paarweise

verschieden. Daher gilt Var(H) > n fiir jede Grammatik H in reguldrer Normalform mit
L(H) = {w}, womit auch Var,mpc({w}) > n gezeigt ist. O

Folgerung 3.14 REG <%, nfREG.

Beweis. Es seien n eine natiirliche Zahl und w ein Wort der Lénge n iiber 7T'. Die regulére
Grammatik G = ({S},T,{S — w},S) erzeugt {w}, und damit gilt Vargpe({w}) = 1
(da jede Grammatik mindestens ein Nichtterminal hat). Nun folgt die Behauptung aus
Lemma 3.13. O

Folgerung 3.14 besagt, dass wir den Ubergang zur reguliren Normalform mit einer
drastischen Erhohung der Anzahl der Nichtterminale erkaufen. Die Aussagen des obigen
Lemmas 3.5 zeigen dagegen, dass der Ubergang zur reduzierten Grammatik bzw. zur -
freien Grammatik kein Erhohung der Anzahl der Nichtterminale mit sich fithrt. Ohne
Beweis geben wir nun das entsprechende Resultat fiir den Fall der Chomsky-Normalform
an, bei der ebenfalls eine beliebig groffle Erhohung eintreten kann.

Lemma 3.15 CF <}, ChCF. O

Zusammenfassend erhalten wir folgende Beziehung zwischen den Klassen beziiglich des
Mafles Var:

MON <3.. CF =y, 1edCF =, CF-\ <%, REG <}, nfREG
und

MON <3.. CF =y, 1edCF =, CF-\ <%, ChCF.
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Uns sind zur Zeit aufler dem trivialen Fakt Vargg(L) < Varpyon(L) (siche Lemma 3.4)
keine Aussagen iiber das Verhéltnis zwischen RE und MON bzw. zwischen ChCF und
REG hinsichtlich der Anzahl der Nichtterminale bekannt.

Bisher haben wir stets ausgehend von einer Sprache die zugehorige minimale Anzahl
von Nichtterminalen fiir die Erzeugung der Sprache bestimmt. Man kann das Problem
auch umgekehrt betrachten. Gegeben sei eine Zahl n, und wir versuchen die Menge der
Sprachen zu bestimmen, die mit hochstens n Nichtterminalen erzeugt werden kénnen. Wir
geben zwei Resultate dieser Art an.

Lemma 3.16 Fiir eine reguldre Sprache L gilt genau dann Vargge(L) = 1, wenn es zwei
endliche Mengen Ry und Ry von Wértern so gibt, dass L = R} Ry gilt.

Beweis. Es sei G = (N, T, P, S) eine reguldre Grammatik mit Var(G) =1, d.h. N = {S}.
Dann gibt es in P nur Regeln der Form S — wS und S — w mit w € T*. Wir setzen
R ={w|weT" S—wSe P},
Ry={w|weT" S—we P}

Jede Ableitung in G hat die Form
S = w1 S = wweS = - = WWy ... WS = WiWs ... WV

mit ¢ > 0, wy,ws,...,w; € Ry und v € Ry. Folglich gilt L(G) C R} Rs. Umgekehrt ist
leicht zu sehen, dass fiir jedes Wort wjw} ... wiv" € RiRy eine Ableitung in G existiert,
sodass sogar L(G) = R R, gilt.

Ist umgekehrt L C T und L = RjR, fiir gewisse endliche Sprachen R; und Rs, so
wird L offenbar von der (reguldren) Grammatik

G'={ShHhT,{S—wS|weR}U{S—w|we Ry},S)

erzeugt, womit Vargpg(L) = 1 gezeigt ist. O

Lemma 3.17 Fir eine Sprache L gilt genau dann Vargpg(L) < 2, wenn es endliche
Sprachen Ry, Ry, R3, R4, R5, Rg so gibt, dass

L = (RiR2R)R5)"(RiR3 U R{RyR} Ry)
qgilt.
Beweis. Es sei G = ({S, A}, T, P,S). Mit den Mengen

Ry ={w|S — wS € P},
Ry={w|S — wA € P},
Ry ={w|S — we P},
R, ={w|A— wA € P},
Rs ={w|A— wS € P},
Rs={w| A— we P}.
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kann analog zum vorhergehenden Beweis gezeigt werden, dass L(G) die gewiinschte Form
hat. Auch der Beweis fiir Vargpe (L) < 2 fiir Sprachen der angegebenen Form ist analog
leicht zu fiihren. O

Man beachte, dass bei Grammatiken mit einem Nichtterminal die Mengen Rs, R4, R5
und Ry leer sind. Dadurch geht eine Sprache mit der Darstellung aus Lemma 3.17 dann
in eine Sprache mit der Darstellung R} R3 iiber, die der aus Lemma 3.16 entspricht.

Lemma 3.18 Fine Sprache L dber einem einelementigen Alphabet {a} ist genau dann
reguldr, wenn es endliche Mengen Uy C {a}* und Uy C {a}* sowie eine natirliche Zahl

Beweis. Ist L endlich, so erhalten wir mit U; = L und U, = () die gewiinschte Form.

Es sei nun L eine unendliche regulére Sprache iiber einem Alphabet {a}. Dann gibt es
einen deterministischen endlichen Automaten A = ({a}, Z, 29, 0, F') mit dem Eingabesym-
bol a, einer Menge Z = {zg, 21, . . ., 2, } von Zustédnden, dem Anfangszustand zy, einer Men-
ge F' C Z von akzeptierenden Zustinden und einer Uberfithrungsfunktion 6 : Z x X — Z,
der L akzeptiert.

Die Uberfithrungsfunktion § ist durch den Graphen in Abbildung 3.1 charakterisiert.

Abbildung 3.1: Transitionsgraph von A

Fiir die akzeptierte Sprache gilt L = L; U Ly mit

Li={d"|0<k<jund z, € F} und
Ly={d"|j+1<k<nund z, € F}{a"77}".

Mit Uy = Ly, Uy = {ak|j+1 <k <nundz, € F}und p=n — j erhalten wir die
gewiinschte Form. O

Folgerung 3.19 Fiir jede requldre Sprache L tiber einem Alphabet, das aus genau einem
Buchstaben besteht, gilt Vargpa(L) < 2.

Bewers. Nach Lemma 3.18 gibt es zwei endliche Sprachen U; und U, sowie eine natiirliche
Zahl p so, dass L = U; U Ux{a?}* gilt. Mit Ry = (), Ry = Us, R3 = Uy, Ry = {d*},
Rs = () und Rg = {\} geht die Darstellung von L durch Uy, U; und @ in die Form aus
Lemma 3.17 iiber, womit die Aussage bewiesen ist. O

Mit jedem Komplexitdtsmafl K € {Var, Prod,Symb} ist auch das Problem der algo-
rithmischen Berechnung von K (G) bzw. Kx(L(G)) (fiir eine Menge X von Grammatiken)
verbunden. Die folgenden Probleme sind in diesem Zusammenhang von Interesse:

e Bestimme fiir eine Grammatik G den Wert K (G).
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e Bestimme fiir eine Grammatik G aus der Menge X den Wert Kx(L(QG)).

e Entscheide fiir eine Grammatik G aus X und eine natiirliche Zahl n > 1, ob
Kx(L(G)) = n gilt.

e Entscheide fiir eine Grammatik G aus X, ob K(G) = Kx(L(G)) gilt, d. h. entscheide
ob G eine bez. K minimale Grammatik aus X ist.

e Bestimme fiir eine Grammatik G aus X eine bez. K minimale Grammatik G’ aus X
fir L(G), d.h. eine Grammatik G’ € X mit L(G') = L(G) und K(G") = Kx(L(Q)).

Das erste Problem betrifft die Komplexitidt der Grammatik, wihrend die anderen die
Komplexitdt der erzeugten Sprache betreffen.

Wir wollen nun den Status der Entscheidbarkeit oben genannter Probleme bez. des
Mafles Var untersuchen.

Satz 3.20 Zu jeder der Mengen X € {nfREG, REG, CF, ChCF,CF-\, MON,RE} und
jeder Grammatik G € X gibt es einen Algorithmus, der Var(G) berechnet.

Beweis. Wir haben die Anzahl der Nichtterminale der angegebenen Grammatik zu ermit-
teln. Dies kann durch Zéhlen wiahrend eines Durchlaufs durch die Grammatikbeschreibung
geschehen. O

Satz 3.21 FEs gibt keinen Algorithmus, der fiir eine kontextfreie Grammatik G entschei-
det, ob Varcr(L(G)) =1 gilt.

Beweis. Es seien zwei Mengen X = {z1,z9,...,2,} und Y = {y1, 92, ..., ¥} von nichtlee-
ren Wortern iiber dem Alphabet {a,b} gegeben. Wir betrachten nun folgende Sprachen

Lx = {ba™ba™ . ..bai’“—lbaikcxikwik_l Tty R >1 1 <4 <nfiir 1 < j <k},
Ly = {ba"ba® ...ba"*"ba"*cy; yi, - -Yi¥i, | k> 1, 1 <i; <nfiir 1 <j <k},
Lxy = {wev™ |w € Lx, v € Ly},
Ly = {wicwycwtew? | wi, wy € {a,b}*},
L(X,Y) ={a,b,c}"\ (Lxy N Lyg).
Aus den gegebenen Mengen X und Y kann eine kontextfreie Grammatik G(X,Y’) mit
L(G(X,Y)) = L(X,Y) konstruiert werden.?
Das Postsche Korrespondenzproblem (PKP) bez. X und Y besteht darin, festzustellen,
ob es eine Folge 7145 ...7, mit 1 <i; <n fiir 1 < j <k so gibt, dass

L1 Ly -+ - ZL‘ik =Yi1Yiy - - - ylk

2Wir verzichten auf einen vollstindigen Beweis dieser Aussage und bemerken nur folgende Fakten:
Es lassen sich leicht deterministische Kellerautomaten angeben, die Lxy bzw. Ly akzeptieren. Da die
Menge der deterministischen kontextfreien Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen ist, ergibt
sich, dass auch {a,b,c}* \ Lx,y und {a,b,c}* \ Ly kontextfrei sind. Als Vereinigung dieser Mengen ist
auch L(X,Y") kontextfrei. Da zu den Operationen entsprechende Konstruktionen der zugehorigen Keller-
automaten bzw. Grammatiken existieren und der Ubergang von Kellerautomaten zu Grammatiken und
umgekehrt jeweils algorithmisch vollzogen werden kénnen, lisst sich G(X,Y") algorithmisch bestimmen.
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gilt. Die Folge i1is .. .4 heiflt dann Losung des PKPs. Es ist bekannt, dass das PKP fiir
beliebige (gleichméchtige) Mengen X und Y von Woértern iiber {a, b} unentscheidbar ist.

Folgende Aussagen setzen die obigen Sprachen in Relation zum PKP. Lxy NLg # () ist
genau dann giiltig, wenn das PKP fiir X und Y eine Losung hat. Folglich ist L(X,Y) =
{a,b,c}* genau dann giiltig, wenn das PKP bez. X und Y keine Losung hat. Somit ist
L(G(X,Y)) = {a,b,c}* genau dann giiltig, wenn das PKP bez. X und Y keine Lésung
hat. Damit ergibt sich aus der Unentscheidbarkeit des PKPs die Unentscheidbarkeit der
Frage, ob L(G(X,Y)) die Menge aller Worter iiber {a, b, ¢} ist.

Gilt L(X,Y) = {a,b,c}*, so wird L(X,Y) offenbar von der Grammatik

G(X,Y) = ({S},{a,b,c},{S — aS, S — bS, S — ¢S, S — A}, 5)

erzeugt, woraus wir sofort Varcp(L(X,Y)) = 1 = Varcr(L(G(X,Y)) erhalten.
Wir werden nun zeigen, dass bei L(X,Y") # {a,b, c}* die Bezichung

VarCF(L(X, Y)) = VarCF(L(G(X, Y))) > 2

gilt. Daher wiirde eine Entscheidbarkeit der Frage, ob Varcr(L(G)) = 1 ist, die Entscheid-
barkeit von L(G(X,Y)) = {a,b, c}* implizieren. Vom letzteren Problem wissen wir aber
schon, dass es unentscheidbar ist. Daher muss es unentscheidbar sein, ob Vargp(L(G)) = 1
gilt.

Wir nehmen nun an, dass es eine kontextfreie Grammatik H = ({S}, {a,b,c}, P, 5)
mit nur einem Nichtterminal gibt, die L(X,Y") # {a, b, c}* erzeugt. Wegen Lxy N Lg # ()
gibt es eine Losung i1%s . .. 4,14, des PKPs. Wir setzen

I =baba™...ba™, X =z, .. Ty, J = IFund Y = XE.
Dann gilt
IMeX™cY™eJ™ € Lxy N Ly fiir allem > 1 (3.6)

und folglich w,, = I 'eX™cY™cJ™ € L(X,Y) fiir alle m > 1. Wir betrachten eine
Ableitung von w = w,, mit m > max{|u| | S — w € P}. Dann gibt es ein « so, dass
S = a =" wund a = apSa; und w = apwow; fiir gewisse ag, wy, w; € T mit
S =" wy, oy =" wy und agw; # A gelten. Aufgrund der Wahl von m enthélt oy
kein c. Daher gibt es Worter 2y und 2, so, dass zpz; = I und ag = 102, gelten. Wegen
oWow; = w erhalten wir

aopz1zowowy = [MeX™eY™eJ™. (3.7)

Weiterhin gilt 2120wy € L(X,Y). Dies ist klar, falls z;zpwp keine drei Vorkommen des
Buchstaben ¢ hat. Kommen aber drei ¢ vor, so muss

2120W0 = 2120U1CULCU3CUL (3.8)
sein. Aus (3.7) folgt dann agz zgu; cuscuscugwy = IMcX™cY™eJ™ und damit

aoznzour = 1™, us = XM, uz = Y™ und wqw, = J™. (3.9)
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Nehmen wir nun an, dass z1zowg ¢ L(X,Y) gilt. Dann muss 2120wy € Lxy N L sein,
woraus mit (3.8) und (3.9) 21 zou;cX™cY ™cuy € LxyNL; folgt. Beachten wir die Struktur
der Worter in Lxy N Ly, so erhalten wir z120uy = I™ und uy = J™. Damit ergibt sich
aus (3.9) ag = A und wy; = \. Dies ist ein Widerspruch zu agw; # .

Deshalb gibt es eine Ableitung S =* z12pwy. Hieraus resultiert die Ableitung

S = apSa; =" apz120wer; =" 21 ZoWoW]1 .

Mittels (3.9) ergibt dies I"™cX™cY™eJ™ € L(H) = L(X,Y) im Widerspruch zu (3.6). O

Folgerung 3.22 Fiir eine gegebene kontextfreie Grammatik G und eine natirliche Zahl
n > 1 ist es unentscheidbar, ob Varcp(L(G)) = n gilt.

Beweis. Fiir n = 1 stimmt die Behauptung mit der Aussage von Satz 3.21 iiberein und
ist damit bewiesen.
Es sei nun n > 2. Wir betrachten anstelle von G(X,Y") eine Grammatik G,,(X,Y’) mit

L(Go(X,Y)) = L(X,Y) U {de}* U {de®}* U - - U {de"}*.

Unter Verwendung von Satz 3.9 und den Betrachtungen beim Beweis von Satz 3.21 zeigt
man sehr leicht, dass Varcp(L(G,(X,Y)) = n genau dann gilt, wenn L(X,Y) = {a, b, c}"
ist, also wenn das PKP bez. X und Y keine Losung hat. O

Folgerung 3.23 Es ¢ibt keinen Algorithmus, der zu einer kontextfreien Grammatik G
den Wert Varcp(L(G)) berechnet.

Beweis. Angenommen, es gébe einen solchen Algorithmus. Dann kann Vargp(L(G)) algo-
rithmisch ermittelt werden und durch Vergleich mit einer gegebenen natiirlichen Zahl n
kann Varcp(L(G)) = n algorithmisch entschieden werden.

Dies widerspricht Folgerung 3.22. O

Folgerung 3.24 FEs gibt keinen Algorithmus, der zu einer kontextfreien Grammatik G
eine bez. Var minimale kontextfreie Grammatik G' fir L(G), d. h. G" erfillt L(G') = L(QG)
und Var(G') = Varcr (L(Q)), liefert.

Beweis. Angenommen es gibe einen solchen Algorithmus. Dann bestimmen wir zu G
zuerst die minimale Grammatik G’ und dann von dieser Var(G’). Dies liefert wegen

Var(G') = Varcr(L(G)) einen Algorithmus zur Berechnung von Varcp(L(G)), der nach
Folgerung 3.23 nicht existiert. O

Satz 3.25 Fs ist unentscheidbar, ob fiir eine gegebene kontextfreie Grammatik G die
Beziechung Var(G) = Vargp(L(G)) gilt.
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Beweis. Wir betrachten erneut das PKP beziiglich der Mengen X = {x1,xs,...,z,} und
Y ={y1,92,...,yn} iber dem Alphabet {a,b} und dazu die Grammatik

H(X,Y)=({S,8,T,T",R},{a,b,c,d}, P,S)
mit

P={S —aSa, S—bSb, S— bT'"RT'a, S — aT'RT'D,
S — alTRa, S— bT'Rb, S — aRTa, S — bRTD,
T—Ta, T"—Tb, T —a, T —0b,
T =T T — A
R — c¢Se, R— ¢S'c, R— dTd}
U{S — ;9 |1 <i<ndU{S — adTdy? |1 <i<n}.

Es ist leicht zu sehen, dass

L=LHX,Y)) = {ujcusc...cup_qcupdwodvgcog_ic. .. cvgcvy |
wo € {a, b}t k> 1, u,v; € {a, b}t fiir 1 <i <k,
uj # UJR fiir 1 < j < k und entweder u;, # vjF oder

_ . R e . .. .
U = Ty Liy -+ - Tip = Yiy Yig - - - Yiy = Vg fir gewlisse 11, %9, . . . ,Zl}.

Dabei tritt der Fall ux = v offenbar nur ein, wenn es eine Losung des PKPs bez. X und
Y gibt (iqiz .. .1 ist gerade eine Losung).

Wir stellen nun erst einmal fest, dass die Nichtterminale 77 und R eigentlich nicht
benotigt werden, wie im Beweis von Lemma 3.8 gezeigt wurde. Entsprechend der dor-
tigen Konstruktion erhalten wir eine Grammatik H'(X,Y) mit 3 Nichtterminalen und
L(H'(X,Y)) = L. Wir zeigen nun

2, wenn das PKP bez. X und Y keine Losung hat,

Vargr(L) = {3, wenn das PKP bez. X und Y eine Losung hat. (3.10)

Habe das PKP bez. X und Y zuerst keine Losung. Dann kénnen wir auf das Nichtter-
minal S’ und alle zugehorigen Regeln verzichten, da man aus S” wegen der Nichtexistenz
einer Losung nur Wérter der Form uydwodvy, mit uy, # vf erzeugen kann, die auch aus S
erzeugt werden konnen. Damit gilt Vargp(L) < 2.

Angenommen, es wire Vargp(L) = 1. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik
H = ({A},{a,b,c,d}, P'; A) mit L(H') = L. Wegen w,, = ada™da™ € L fur alle m > 2
gibt es eine Ableitung A = a =" ada™da™ von w,, in H'. Es sei m hinreichend grofi.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass a # A gilt. Enthélt o
zweimal den Buchstaben A, so ist aus a und damit aus A ein Wort mit mindestens vier
Vorkommen von d ableitbar. Ein solches Wort liegt aber nicht in L. Folglich erhalten wir
a = ajAay fiir gewisse a; € T* und ay € T* (da a # w,, wegen der Wahl von m sein
muss). Wegen der hinreichend grofien Wahl von m muss auch ay = ¢/ mit 0 < j < m
gelten.

Ist ay = A, so ist 5 > 1. Damit erhalten wir wegen a’"'dada € L die Ableitung
A = Ad’ =* a’'dadaa’ ¢ L, womit ein Widerspruch erreicht wurde.
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Ist a1 = a, so muss aus A ein Wort abgeleitet werden, dass mit d beginnt. Dies
widerspricht erneut der Form der Wérter in L.
Gilt ay = ada™, so erhalten wir die Ableitung

A = ada" Aa’ =" ada"ada™da™a’ ¢ L.

Weitere Moglichkeiten gibt es aufgrund der Wahl von m fiir oy nicht, womit gezeigt
ist, dass zur Erzeugung von L mindestens 2 Nichtterminale benotigt werden.

Analog zeigt man, dass drei Nichtterminale erforderlich sind, wenn das PKP eine
Losung hat (der Beweis ist aber erheblich umfangreicher, siehe [7]).

Wegen (3.10) erhalten wir, dass G(X,Y) nach Ersetzen von 7" und R’ genau dann
minimal ist, wenn das PKP bez. X und Y eine Losung hat. Da letzteres unentscheidbar
ist, ist also auch unentscheidbar, ob G minimal ist. O

Hinsichtlich reguldrer Grammatiken in Normalform stellt sich die Situation vollig an-
ders dar. Alle oben erwdhnten Entscheidungsprobleme werden entscheidbar. Wir beweisen
zuerst, dass es einen Algorithmus gibt, der zu einer Grammatik G in Normalform eine fiir
L(G) minimale Grammatik in reguldrer Normalform bestimmt.

Satz 3.26 FEs gibt einen Algorithmus, der zu einer gegebenen requldren Grammatik G in
Normalform eine requlire Grammatik G' in Normalform bestimmt, fir die L(G') = L(G)
und Var(G") = Var, trec(L(G)) gelten.

Beweis. Es sei G = (N,T,P,S) gegeben. Wir bestimmen zuerst n = Var(G). Nach
Satz 3.20 ist dies algorithmisch moglich. Wir geben nun eine Konstruktion aller Gram-
matiken mit & Nichtterminalen, £ < n, und dem Terminalalphabet. Dazu setzen wir

Ni = {A1, Ay, ..., Ar}.

Weiterhin wihlen wir fiir jede natiirliche Zahl @ mit 1 < i < k eine Teilmenge M (k,1)
von T und fiir jedes Paar (i,j) mit 1 < i,j < k eine Teilmenge M (k,i,j) von T und
setzen

Plk,i) = {Ai — x| 7€ M(k, i)},

Wir betrachten die Grammatik

H= (Nk,T, U rkiyu U P(k,i,j),A1>.

1<i<k 1<i,j<k

Es konnen alle Grammatiken mit & Nichtterminalen in dieser Weise erhalten werden.
Beginnend mit & = 1 testen wir alle moglichen Grammatiken H, ob L(H) = L(G) gilt.
Trifft dies auf eine Grammatik H zu, so ist Var,mpe(L(G)) = Var(H). Gilt dagegen
L(H) # L(G) fur alle H, so setzen wir mit & = 2 fort. Haben wir auch fiir ¥ = Var(G) —1
noch keine zu G dquivalente Grammatik, so ist G selbst eine minimale Grammatik fiir die

Sprache L(G). O

Aus Satz 3.26 erhalten wir durch einfache Schliisse, dass auch die anderen Entscheid-
barkeitsprobleme fiir reguldre Grammatiken in Normalform entscheidbar sind.
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Folgerung 3.27

1. Es gibt einen Algorithmus, der zu gegebener requldrer Grammatik G in Normalform
Var,mpc(L(G)) bestimmt.

2. Es st entscheidbar, ob eine gegebene Grammatik G in requldrer Normalform minimal

fir L(G) ist, d. h. ob Var(G) = Var,mee(L(G)) gilt. 0

Es ist den Autoren nicht bekannt, welchen Entscheidbarkeitsstatus die betrachteten
Probleme bei beliebigen reguléren Grammatiken haben.

3.3. Anzahl der Regeln

Wir beginnen mit Lemmata, die denen vom Beginn von Abschnitt 2.2 entsprechen.

Lemma 3.28 Flir je zwei Mengen X und Y von Grammatiken mit X C Y wund jede
Sprache L € L(X) gilt Prody (L) < Prodx(L).

Beweis. Der Beweis wird analog zu dem von Lemma 3.4 gefiihrt. O

Lemma 3.29

i) Es sei X € {nfREG, REG, ChCF,CF-\, CF'}. Zu jeder Sprache L € L(X) gibt es
eine reduzierte Grammatik G = (N, T, P,S), die die Sprache L erzeugt und fir die
Prodx (L) = Prod(G) gilt.

ii) Es sei X € {REG,CF-\,CF}. Ist G € X eine reduzierte Grammatik mit den Ei-
genschaften Prod(G) = Prodx(L(G)) und #(L(G)) > 2, so gilt fir jedes Nichtter-
minal A von G, dass auch L(G, A) mindestens zwei Worter enthdlt.

Beweis. i) Der Beweis erfolgt analog zu dem von Lemma 3.5 i).

ii) Angenommen, es gibt ein Nichtterminal A mit #(L(G, A)) < 1. Wegen der vor-
ausgesetzten Reduziertheit gilt L(G, A) # (. Somit enthélt L(G, A) genau ein Wort w.
Wegen der Reduziertheit gibt es auch eine Regel mit linker Seite A. Ersetzen wir A in
allen rechten Seiten durch w und Streichen alle Regeln mit linker Seite A, so entsteht
eine Grammatik G’ mit weniger Regeln und L(G’) = L(G), was nach Voraussetzung nicht
moglich ist. O

Wir bestimmen nun fiir einige Sprachen die Anzahl der notwendigen Regeln bei Ver-
wendung gewisser Typen von Grammatiken.

Lemma 3.30 Firn > 1 sei
L,={d®|1<i<n}.
Dann gilt

Proder(Ly,) = n.
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Beweis. Offensichtlich erzeugt die Grammatik
Gn=({S}.{a},{S —a* | 1<i<n},5)

die Sprache L,,, womit Prodcr(L,) < n nachgewiesen ist.

Nach Lemma 3.29 konnen wir voraussetzen, dass es eine reduzierte Grammatik H,, mit
L(H,) = L, und Prod(H,) = Prod¢r(L,) gibt, bei der jedes Nichtterminal mindestens
zwei Worter erzeugt.

Wir zeigen zuerst, dass es in H,, keine Ableitung S =—* Ay Bz mit Nichtterminalen A
und B und terminalen Woértern x, y und z gibt. Angenommen, dies wére der Fall. Dann
koénnen wir aus A zwei Worter ¢ und a® und aus B zwei Worter a/' und a2 mit i; < i
und j; < jo ableiten. Setzen wir noch s = |zyz|, so sind aus S die Wérter o', a®, a*
und a®* mit

$1 =58+ il + jl,
So = S+ 7:2 + j1,
S3 = S+ il + j2,
54 =5+ 13 + Jo
ableitbar. Offensichtlich gelten weiterhin

S4—83=59y—5, >0 und s3> 5. (3.11)

Beachten wir noch, dass die Wérter a* € L, liegen, so muss s; = 2% fiir 1 <7 < 4 gelten.
Somit ergibt sich aus (3.11)

ot — gl (2t — oh) = ol (gt 4 gtmh _ 1)

womit wir einen Widerspruch erhalten haben, da wegen t3 —t; > 1 und ¢, — t; > 1 die
ungerade Zahl 2!~ 4 22274 _ 1 ein Teiler von 2% ist.

Wir haben damit gezeigt, dass es keine Satzformen gibt, die mindestens zwei Nichtter-
minale enthalten (da die restlichen Nichtterminale wegen der Reduziertheit zu terminalen
Wartern abgeleitet werden konnen). Nehmen wir daher nun an, dass es zwei Ableitungen
verschiedener Worter gibt, in denen das gleiche Nichtterminal auftritt. Es seien also

S =" 11Ay; und S =" 1Ay,

zwei derartige Ableitungen. Wir setzen u; = |z1y1| und uy = |zays|. Weiterhin sei wie
oben {a,a”} C L(G, A). Dann erhalten wir, dass die Worter a¥, 1 <4 < 4, mit

U1:U1+i1, U2:U1+i2, U3:U2+i1 undv4:uQ+i2

in L, liegen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir u; < wus und #; < o
annehmen und wie oben ein Widerspruch herleiten. . ,

Damit ist gezeigt, dass die Ableitungen der Worter o und o, 1 < i < j < n,
abgesehen von S keine gemeinsamen Nichtterminale haben. Erfolgt die Ableitung direkt,
d. h. mittels S — a® bzw. iiber ein Nichtterminal A;, so wird jeweils mindestens eine Regel
benutzt, die fiir einen anderen Wert j nicht in Frage kommt. Daher gibt es mindestens n
Regeln, womit Prodgr(L,) > n ebenfalls gezeigt ist. O
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Lemma 3.31 Firn > 2 sei
Ly={a®|1<i<n}u{ad®" |j>1}.
Dann gelten
Prodyon(L,) <12 und Proder(L,) > n.
Beweis. Die monotone Grammatik
G, = ({S,#,A,A" B, C} {a},P,,S)
mit
P, ={S —aa, S — #Aa#, S — C,
#A — FaaA', Aa — aaA', AH# — Aa#t, aA — Aa,
#A — aB, Ba — aB, B# — aa,

n+1 n+1
C—Ca*", C—ad""}

erzeugt L,, wie man leicht nachrechnet. Damit gilt Prod oy (L,) < 12.

Um die Aussage beziiglich kontextfreier Grammatiken zu beweisen, gehen wir wie beim
Beweis des vorhergehenden Lemmas vor. Wir haben nur jeweils mehr Félle zu unterschei-
den. So erhalten wir wie beim Beweis des Lemmas 3.30 die Relationen

S1 :S+i1 +j1a
82:S+i2+j1,
83:S+i1 +j2,

84 =8+ 13 + Jo2,

nur dass jetzt nicht alle der s;, 1 <17 < 4, Potenzen von 2 sein miissen.

Sind alle s; Potenzen von 2, erhalten wir wie oben einen Widerspruch.

Wir betrachten nun den Fall, dass s; < 2" fiir i € {1,2,3} und s, > 2""! gelten.
Damit erhalten wir s; = 2% mit 1 < ¢; < n fiir 7 € {1,2,3} und s, = 572" fiir ein j > 1.
Ist 7 = 1 haben wir es wiederum mit vier Zweierpotenzen zu tun und wir erhalten analog
einen Widerspruch. Es sei daher 7 > 2 Weiter ergibt sich erneut wegen s4 — s3 = so — s1die
Beziehung

2n+2 S j2n+1 — 2t3 + 2t2 o 2t1 S 2t3 + 2t2 S 27’L + 277, — 2n+1’

womit der gewiinschte Widerspruch hergestellt ist.
Die Herleitung der Widerspriiche in den anderen Féllen bleibt dem Leser iiberlassen

(siehe [17]).
Damit erhalten wir wie im Beweis von Lemma 3.30, dass mindestens n Regeln erfor-
derlich sind. O

Die Aussage des folgenden Lemmas unterscheidet sich von denen der bisherigen Lem-
mata, weil in ihm nicht nur eine Aussage zur Anzahl der notwendigen Regeln fiir eine
Sprache gemacht wird, sondern eine diesbeziigliche Aussage fiir alle endlichen Sprachen
getroffen wird.
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Lemma 3.32 FEs secien L eine endliche Sprache, die mehr als n Worter enthdlt und G
eine requldre Grammatik mit L(G) = L. Dann gilt Prod(G) > logy(n) + 1.

Beweis. Wie beweisen die zum Lemma &dquivalente Formulierung: Erzeugt eine reguldre
Grammatik G mit hochstens n Regeln eine endliche Sprache L, so enthdlt L hdochstens
2n=l Werter.

Wir beweisen diese Aussage mittels vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl n der
Regeln.

Ist n = 1, so erzeugt G = (N, T, P,S) genau ein Wort, wenn die Regel die Form
S — w € T* hat, oder die leere Menge, wenn die einzige Regel aus P auf der rechten Seite
mindestens ein Nichtterminal hat. In beiden Féllen gilt #(L(G)) < 1 = 2°,

Es sei nun n > 2 und es gelte die Aussage fiir alle Werte ¢ mit i < n. Wir zeigen,
dass sie dann auch fiir n gilt. Es sei also G = (N, T, P, S) eine regulire Grammatik mit n
Regeln.

Wir nehmen zuerst an, dass es eine Ableitung S =—* uS =" wv mit uv € T™* gibt.
Ist u # A, so konnen wir u™v fiir alle n > 1 ableiten. Dies impliziert, dass L(G) im
Widerspruch zu unserer Voraussetzung unendlich ist. Ist dagegen v = A, so gibt es ein
Nichtterminal A (A = S ist zugelassen) mit A — S. Um Unendlichkeit der Sprache zu
vermeiden, darf es dann auch keine Ableitung S =* v/ A mit v’ # X geben. Folglich wird
die erzeugte Sprache nicht verdndert, wenn wir die Regel A — S streichen. Die dadurch
entstandene Grammatik G’ enthélt nur n — 1 Regeln und erzeugt ebenfalls L(G). Nach
Induktionsvoraussetzung gilt dann

#(L(G)) = #(L(G")) < 2" 2 <2,

Wir nehmen nun an, dass S in keiner Ableitung — aufler als Startsymbol — vorkommt.
Es seien S — wy, S — wy, ..., S — w, die Regeln von P mit linker Seite S. Dann
kommt S in keinem der Worter w;, 1 <7 < r vor.

Gilt r = n, so ist

L(G)={z| z € {wr,we,...,w.}, z€ T},

da fiir Nichtterminale in den Wortern w; keine Regeln zur Weiterableitung existieren.
Damit gilt

fir n > 2.
Es sei nun r < n. Fir 1 < i < r setzen wir

le{w|wzz>*w, wET*}

Offenbar gilt

i=1

Gilt w; € T* und damit L; = {w;} fiirein 4, 1 <4 < n, so erhalten wir #(L;) =1 < 271



3.3. ANZAHL DER REGELN 101

Gilt w; = v; A fiir ein 7, 1 <7 < n, so setzen wir
Li={v|A=*ve T}
Nach Konstruktion gilt dann
L ={vv|velL}

und damit #(L;) = #(L}). Beachten wir noch, dass in den Ableitungen der Worter aus L
aus A das Startsymbol S nicht mehr vorkommt und daher hichstens die n —r Regeln aus
P\{S — w1, S — ry,..., S — w,} zur Anwendung kommen, so ergibt sich nach
Induktionsvoraussetzung #(L;) = #(L}) < 2n~"1

Somit ergibt sich

#(L(Q)) = #(U LZ-) <gp.rrth<grgnerel — gnl O

=1

Lemma 3.33 Firn >1 sei

n n n n+1
Ln — {a2 ’a2 +1 a2 +2 a2 }

3 g ey

Dann gelten

Prodep(L,) <3 wund Prodgge(L,) > n.
Beweis. Die kontextfreie Grammatik

G=({S, A}, {a},{S — A* A —a, A—d’},9)

mit drei Regeln erzeugt offenbar L,,, womit Prodgp(L,) < 3 gezeigt ist.

Fir n > 1 hat L, 2" 4+ 1 Elemente. Damit gilt nach Lemma 3.32 fiir jede regulére
Grammatik G, die L, erzeugt, Prod(G) > log,(2" + 2) > n, woraus Prodggg(L,) > n
folgt. O

Lemma 3.34 Firn >1 sei L, = {a"}. Dann gelten
Prodgpe(L,) =1 wund Prod,mec(L,) > n.

Beweis. Die reguldre Grammatik G = ({S}, {a}, {S — a"}, S) erzeugt L,,, und somit gilt
PI‘OdREg(Ln) =1.

Andererseits folgt aus Lemma 3.13, dass zur Erzeugung von L,, durch regulére Gram-
matiken in Normalform mindestens n Nichtterminale notwendig sind. Da fiir jedes dieser
Nichtterminale auch eine Regel erforderlich ist, werden mindestens n Regeln zur Erzeu-
gung von L, durch reguldre Grammatiken in Normalform benéotigt. O

Aus den obigen Abschétzungen der notwendigen Anzahl von Regeln fiir gewisse Spra-
chen ergeben sich die folgenden Sétze.
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Satz 3.35 Prod ist bez. CF und REG wvollstindig.

Beweis. Fiir CF folgt die Aussage sofort aus Lemma 3.30.

Sie gilt fiir REG ebenfalls. Zum einen ist die zur Erzeugung von L,, im Beweis von
Lemma 3.30 verwendete Grammatik regulér, woraus Prodgge(L,,) < n folgt. Zum anderen
gilt aber sicher n = Prod¢r(L,,) < Prodgge(Ly). O

Satz 3.36 MON <} , CF <} | REG <} . nfREG.

Beweis. MON <3, ., CF folgt aus Lemma 3.31. CF <}, REG folgt aus Lemma 3.33.
REG <} 4 nfREG folgt aus Lemma 3.34. O

Wir haben bisher keine Aussagen zu Einschrankungen der kontextfreien Grammatiken
gemacht. Aus Lemma 3.29 folgt sofort, dass

CF ~pyoq 1edCF
gilt. Dagegen ergibt sich fiir A-freie Grammatiken die Relation
OF <3, .4 CF-),

auf deren Beweis wir verzichten. Man beachte, dass hinsichtlich Var und Prod das Ver-
héltnis zwischen CF und CF-\ sehr unterschiedlich ist. Ebenfalls ohne Beweis geben wir
an, dass

CF <34 ChCF

gilt.

Wir kommen nun zu den Entscheidbarkeitsfragen bez. des Mafles Prod. Offensichtlich
gilt der folgende Satz.

Satz 3.37 Fiir jede Grammatik ist Prod(G) berechenbar. O

Satz 3.38

i) Es ist entscheidbar, ob fiir eine gegebene kontextfreie Grammatik G die Beziehung
Proder(L(G)) =1 gilt.

ii) FEs ist unentscheidbar, ob fir eine gegebene konteztfreie Grammatik G und eine gege-
bene Zahl n > 2 die Beziehung Prodcr(L(G)) = n gilt.

Beweis. 1) Enthdlt G nur eine einzige Regel, so ist L(G) entweder leer oder enthélt genau
ein Wort. Fiir eine kontextfreie Grammatik ist es entscheidbar, ob sie leer bzw. endlich
ist. Ferner liefert im Fall der Endlichkeit die Konstante aus dem Pumping-Lemma, die
aus G berechenbar ist, eine obere Schranke fiir die Worter aus L(G). Wir testen nun alle
Worter bis zu dieser Lénge, ob sie von G erzeugt werden. Werden mindestens zwei Worter
erzeugt, so ist Proder(L(G)) # 1.
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ii) Es sei n = 2. Wir betrachten erneut die Sprachen Ly y und L, aus dem Beweis von
Satz 3.21 zu gegebenen Mengen X und Y. Ferner sei die Abbildung & : {a,b, c}* — {a,b}*
durch

h(X) = A, h(a) = ab, h(b) = aabb, h(c) = aaabbb,
h(x1x9) = h(x1)h(x2) fiir 21,29 € {a,b, c}*

gegeben. Weiterhin betrachten wir die Grammatik
G = ({S}. {a,b},{S — SaSb, S — A}, S)

und die von G erzeugte Sprache L und setzen
L'=L\h(Lxy N Ly).

Wir zeigen

Proder(L) = 2, wenn das PKP bez. X und Y keine Losung hat,
or > 3, wenn das PKP bez. X und Y eine Losung hat.

Hat das PKP bez. X und Y keine Losung, so gilt L' = L und damit nach Konstruktion
Prodgr(L') = 2.
Hat das PKP eine Losung i1y . . . g, so liegt

w = bab. .. bai’“cxik e T CYiy - .yikcai’“b. ..ab
in Lxy N L. Ist h(w) in L, so sind wegen der Ableitungen

S = SaSb =" waSb = wab,
S = SaSb =" waSb = waSaSbb =" waabb,
S = SaSb =" waSb = waSaSbb = waSaSaSbbb =" waaabbb

in G' auch wab, waabb, waaabbb in L. Wegen \ € L folgt daher
{ab, aabb, aaabbb}* C L.

Wegen h(w) € {ab, aabb, aaabbb}* folgt damit L' C L. Andererseits enthélt L’ aber sicher
alle Worter aus L mit einer Lange < 30, da die Worter in Lx y N Ly mindestens drei c,
zwei a und zwei b enthalten. Angenommen, es gibt eine Grammatik H = (N, T, P, S) zur
Erzeugung von L’ mit nur 2 Regeln. Wegen A € L' muss es eine Regel A — X geben. Ist
A # S, so muss die zweite Regel S — A* fiir ein & > 1 sein, da sonst A nicht erzeugt
werden kann. Dann gilt aber L(H) = {\} im Widerspruch zu L(H) = L' # {\}. Folglich
ist eine der beiden Regeln S — A. Da jede Anwendung der Regeln S — SaSbund S — A
aus G die gleiche Anzahl von as und bs produziert, muss dies auch fiir die Regeln aus P
gelten. Ferner muss ab € L' herleitbar sein. Damit muss die zweite Regel in P die Form
S — S57aS*bS" haben.
Es seien zuerst r > 1, s > 1 und ¢ > 0. Dann gibt es die Ableitung

S = S"aS*bS" =* SaS*bS" =* SaSb.
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Verwenden wir stets diese Ableitung anstelle der Regel selbst, so folgt offenbar L C L(H).
Dies widerspricht wegen L' C L der Forderung L(H) = L'

Beir =t =0und s > 1 gilt abab € L' aber abab ¢ L(H). In den Fillen s = 0 und
r=0,t>1oderr >1¢t=0oderr >1,t>1 ergibt sich L(H) = {ab}*. In diesen
Féllen erhalten wir wegen aabb € L jeweils einen Widerspruch zu L(H) = L'.

Beir = s =t =0 ergibt sich L(H) = {ab, A\}. Dies widerspricht ebenfalls L(H) = L'.

Fiir den verbleibenden Fall 0, s > 1, t > 1 koénnen wir wie oben zeigen, dass
{ab, aabb, aaabbb}* C L(H) gilt. Wegen h(w) € {ab, aabb, aaabbb}* ist damit h(w) € L(H),
wéhrend h(w) ¢ L' gilt.

Da wir in allen Fillen einen Widerspruch hergeleitet haben, sind zum Erzeugen von L’
mindestens drei Regeln notig.

Es sei n = 3. In diesem Fall setzen wir
L” = {CL, b}* \ h(LX7y N LS)
und beweisen analog

=3, wenn das PKP bez. X und Y keine Losung hat,

1
Prodcr(L") { > 4, wenn das PKP bez. X und Y eine Losung hat.

Es sei nun n > 4. Wir setzen m = n — 3 und
U ={d® |1<i<m}.

Wegen Lemma 3.30 ist eine bez. Prod minimale Grammatik fiir U,,, dadurch gegeben, dass
wir die Worter aus U, jeweils in einem Schritt direkt aus dem Axiom Z herleiten. Es ist
leicht zu sehen, dass dann

Proder(L' U U,,) = Proder(L') + m+1

gilt (zusétzlich zu den Wértern aus U, erzeugen wir aus Z noch das Axiom der minimalen
Grammatik fir L'). Damit gilt

=n, wenn das PKP bez. X und Y keine Losung hat,

Proder(L' U U,,) ,
>n, wenn das PKP bez. X und Y eine Losung hat.

Damit haben wir nachgewiesen, dass es fiir jede natiirliche Zahl n > 2 unentscheidbar ist,
ob eine gegebene kontextfreie Grammatik G die Bedingung Prodcp(L(G)) = n erfiillt. O

Wie bei den Betrachtungen zur Anzahl der Nichtterminale lassen sich nun aus Satz 3.38
die folgenden Aussagen ableiten.

Folgerung 3.39

i) Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer beliebigen kontextfreien Grammatik G den

Wert Prodep(L(G)) berechnet.

ii) Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer beliebigen kontextfreien Grammatik G eine
bez. Prod minimale kontextfreie Grammatik G’ fir L(G) liefert. O
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Es ist noch offen, ob es entscheidbar ist, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik G
bez. Prod minimal fiir L(G) ist.

In Analogie zu den Beweisen beziiglich des Mafles Var kénnen wir nun zeigen, dass die
angegebenen Probleme alle entscheidbar sind, wenn wir uns auf reguldre Grammatiken in
Normalform beschrianken.

Satz 3.40

i) Es gibt einen Algorithmus, der zu einer gegebenen reguliren Grammatik G in Nor-
malform eine reguldre Grammatik G' in Normalform bestimmt, fir die L(G') = L(G)

und Prod(G’) = Prod,mrc(L(G)) gelten.

ii) Es gibt einen Algorithmus, der zu gegebener requldrer Grammatik G in Normalform
Prod,srec(L(G)) bestimmit.

iii) Es ist entscheidbar, ob eine gegebene Grammatik G in requldrer Normalform minimal
fir L(G) ist, d. h. ob Prod(G) = Prod,smec(L(G)) gilt. O

Erneut ist es offen, ob diese Probleme fiir reguldare Grammatiken entscheidbar oder
unentscheidbar sind.

3.4. Anzahl der Symbole

Wir untersuchen jetzt Grammatiken hinsichtlich des Komplexitdtsmafies Symb.
Lemma 3.41 Flir je zwei Mengen X und Y von Grammatiken mit X C Y wund jede
Sprache L € L(X) gilt Symby- (L) < Symby(L).

Beweis. Der Beweis wird analog zu dem von Lemma 3.4 gefiihrt. O

Lemma 3.42 Fiir jede natirliche Zahl n und jede Sprache L, die aus genau einem Wort
der Linge n besteht, gilt Symbppa(L) =n + 2.

Beweis. Es sei L = {w} fiir ein Wort w € T* der Léinge n.

Da die Grammatik G = ({S},T,{S — w}, S) nur das Wort w erzeugt, gilt offenbar
Symbppe(L) < Symb(G) =n + 2.

Es sei nun H = (N, T, P, S) eine reguldre Grammatik, die minimal fiir L ist. Enthélt
sie die Regel S — w, so gilt Symb(H) > n + 2.

Enthélt P die Regel S — w nicht, so gibt es fiir w eine Ableitung

S = AO — w1 A1 = W ur Ay = - = W Wa ... W1 A1

— W1W2 ... Wyp-1Wy = W,
wobei der Reihe nach die Regeln

S — wlAl, Ai—l - szz fiir 2 S 1 S m — 1, Am—l — Wm
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angewendet werden. Falls alle A4;, 1 < i < m—1, voneinander und von S verschieden sind,
so ergibt sich

m—1

Symbppe(L) = Symb(H) > wm| + 2+ Y (lwi] +3) = |w| +3m — 1 > n +2.
=1

Es sei A; = A; mit 0 <4 < j < m — 1. Wir betrachten die Ableitung
Ai —" Wit1Wig2 - - - ijj‘

Gilt w1 wige ... w; # A, so kann dieser Teil iteriert werden, und wir konnen ein Wort der
Lange k > n erzeugen, was H(L) = {w} widerspricht. Ist dagegen, w; 1wiia...w; = A,
so streichen wir in P die Regel A; — A, und erhalten P’. Offensichtlich gilt dann wegen
der Existenz der Ableitung

S = U}1A1 — ’LU1U)2A2 — - == WWy .. wZAZ = wiwWsy .. wZA]

=" WWa . . . Wy 1 Wy, = W

fiir die Grammatik H' = (N, T, P’, S) ebenfalls L(H) = {w}. Da H' drei Symbole weniger
als H hat, ist H fiir L nicht minimal wie vorausgesetzt.
Damit ist auch Symb(H) > n + 2 gezeigt. O

Hieraus ergibt sich sofort das folgende Resultat.

Folgerung 3.43 Symb ist beziiglich REG wollstindig. O

Ohne Beweis geben wir an, dass diese Aussage auch fiir kontextfreie Grammatiken
richtig ist.

Satz 3.44 Symb ist beziiglich CF wvollstindig. O

Satz 3.45 CF <§ ., REG

Beweis. Wir betrachten fiir n > 1 die Sprache L,, = {a*"}. Nach Lemma 3.42 ergibt sich
Symb ppe(Ly,) = 2™ + 2. Andererseits erzeugt die kontextfreie Grammatik

G, = ({Am A, aAn—l}u {a}, P, Ao)

mit
n—2
Py ={A,1 — a’}U U{Az — Al
i=0
die Sprache L,,. Damit gilt Symbp(L,) < Symb(G,,) = 4n. O

Den Autoren ist nicht bekannt, ob dieses Resultat optimal ist oder ob sogar

CF <? . REG

—Sym

gilt. Auch ist ihnen keine nichttriviale Relation zwischen CF und MON bekannt.
Wir betrachten nun den Ubergang von kontextfreien Grammatiken zu A-freien kon-
textfreien Grammatiken.
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Satz 3.46 Fir jede kontextfreie Sprache L gilt Symbgp_ (L) < 10 - Symb g (L).

Beweis. Es sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik, die bez. Symb minimal
fiir L ist. Wir setzen

E={A|AeN, A="2Al

Fiir jede Regel p = A — o € P mit o # \ definieren nun eine Menge (p) von Regeln in
der folgenden Weise:

e Enthilt a kein Symbol aus F, so setzen wir ¢(p) = {p}. Damit gilt
Symb(p(A — a)) = Symb(A — a),

wobei sich hier Symb auf die Anzahl der in der oder den angegebenen Regeln vor-
kommenden Symbole bezieht.

o Ist a = E\E,...Ey € ET, so besteht ¢(p) aus den Regeln

A— Ey ’ E\ Ry ’ RQ,
Ry — Ey | ExR3 | Rs,

Ry_o — Eji_o \ Ey_oRy_y | kaly
Ri—1 — Eix_1 | Ex_1 By | B, und
S — ), falls A= S,

wobei Ry, Ry, ..., Rx_1 neue Nichtterminale sind, die auch von den neuen Nichtter-
minalen anderer Regeln verschieden sind. Man rechnet leicht nach, dass

Symb(p(A — «)) = 10(k — 1) < 10(k + 2) = 10 - Symb(A — «)
gilt.

e Falls o sowohl Elemente aus E als auch welche aus (NUT)\ E enthélt, so stellen wir
zuerst fest, dass es Worter u; € (NUT)\E)*,0<i<mn,und o; € ET, 1< j <,
mit u, Z A fiir 1 <k <n—1und a = ugayuiasus . . . a,u, gibt. Wir setzen nun

o(p) = {A = wpArus Agus ... Aun} U (A — o),

i=1

wobei erneut die A;, 1 < i < n, neue Nichtterminale sind und ¢(A; — «;), 1 <i < n,
wie im vorhergehenden Punkt definiert wird. Dann gilt

Symb(p(p)) < n+2+ > |u +10Y oyl
=0 =1

<10(2 + i || + i i)
i=0 =1

= 10 - Symb(p).
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Es seien nun P’ = (J,cp ¢(p) und N’ die Menge aller Nichtterminale, die in Regeln von
P’ vorkommen. Dann erfiillt die A-freie Grammatik G’ = (N', T, P’, S) die Bedingungen
L(G") = L(G) und Symb(G’) < 10 - Symb(G), woraus die Behauptung folgt. O

Hinsichtlich der Entscheidbarkeitsfragen beginnen wir erneut mit dem trivialen Resul-
tat, dass die Anzahl von Symbolen von Grammatiken berechenbar ist.

Satz 3.47 Fir eine kontextfreie Grammatik G ist Symb(G) berechenbar. O

Fiir die Entscheidbarkeitsfragen beziiglich der kontextfreien Sprachen geben wir ohne
Beweis den folgenden Satz an.

Satz 3.48

i) Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer beliebigen konteztfreien Grammatik G eine
kontextfreie Grammatik G' bestimmt, die fir L(G) minimal ist.

ii) Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer beliebigen kontextfreien Grammatik G den
Wert Symb . (L(G)) bestimmt.

iii) Es ist unentscheidbar, ob fir eine gegebene kontextfreie Grammatik G und eine gege-
bene natirliche Zahl n > 8 die Beziehung Symbqp(L(G)) = n gilt; bis n = 7 ist die
Frage entscheidbar.

iv) Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik G minimal fir L(G)
ist, d. h. ob Symb(G) = Symbz(L(G)) gilt. O

Wir merken an, dass die Entscheidbarkeit Symb . (L(G)) = n fiir n < 7 — wie bei
Prod — daraus resultiert, dass bei n < 7 nur sehr spezielle reguldre Mengen erzeugt
werden kénnen.

Fiir Symb erhalten wir bereits fiir regulare Grammatiken die Entscheidbarkeit der
Probleme. Bei Var und Prod ist die Entscheidbarkeit nur fiir regulire Grammatiken in
Normalform nachgewiesen, wihrend fiir beliebige reguldre Grammatiken die Entscheid-
barkeit offen ist.

Satz 3.49

i) Es gibt einen Algorithmus, der zu einer gegebenen requliren Grammatik G eine regu-
lare Grammatik G' bestimmt, fir die L(G") = L(G) und Symb(G") = Symb o (L(G))
gelten.

ii) Es gibt einen Algorithmus, der zu gegebener requlirer Grammatik G Symb gpa(L(G))
bestimmd.

ili) Es ist entscheidbar, ob eine gegebene requldre Grammatik G minimal fir L(G) ist,
d. h. ob Symb(G) = Symbgga(L(G)) gilt.
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Beweis. 1) Es sei G = (N, T, P,S) gegeben. Wir berechnen zuerst Symb(G). Dann kon-
struieren wir alle reguldren Grammatiken H mit den Nichtterminalen aus der Menge
Ai, Ag, o Asymb(c), der Terminalmenge 7 und Symb(H) < Symb(G). Dies sind offen-
sichtlich nur endlich viele Grammatiken. Es sei M die Menge aller dieser reguldren Gram-
matiken. Dann bestimmen wir

k = min{Symb(H) | H € M, L(H) = L(G)}.

Jede Grammatik G" aus M mit L(G') = L(G) und Symb(G’) = k ist eine minimale
Grammatik fir L(G).

ii) Der im Teil i) dieses Beweises erhaltene Wert k ist Symb g zq(L(G)).

iii) Die Aussage folgt aus i). O






Kapitel 4

Beschreibungskomplexitit endlicher
Automaten

Die Ausfithrungen in diesem Kapitel stammen im Wesentlichen aus [9] (englische Version)
bzw. [10] (deutsche Version).

4.1. Eine algebraische Charakterisierung der regulé-
ren Sprachen

Ein deterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel
A = (X7 Z7 20757 F)7

wobei X und Z Alphabete sind, zg ein Element von Z ist, § eine Funktion von Z x X
in Z ist, und F eine nichtleere Teilmenge von Z ist. Das Alphabet X ist die Menge
der Eingabesymbole, Z ist die Menge der Zustédnde, z, ist der Anfangszustand, ¢ ist die
Uberfithrungsfunktion und F ist die Menge der akzeptierenden Zustinde.

Im Unterschied dazu ist bei nichtdeterministischen endlichen Automaten die Uberfiih-
rungsfunktion als Abbildung in die Potenzmenge von Z erklirt (einem Paar (z,2) € Zx X
wird nicht ein einzelner Zustand zugeordnet sondern eine Menge von Zusténden). Im wei-
teren Verlauf werden wir stets deterministische endliche Automaten betrachten.

Durch

0 (z,\) = z, fir z € Z,
0 (z,wa) = 0(6*(z,w),a) firw e X*, ae X

erweitern wir ¢ zu einer Funktion 0* von Z x X* in Z.
Die von A akzeptierte Sprache ist durch

T(A) ={w e X* | 0*(20,w) € F}

definiert.
Es ist bekannt, dass eine Sprache L genau dann regulér ist, wenn es einen endlichen
Automaten A gibt, der L akzeptiert.

111
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Wir wollen zuerst zwei algebraische Charakterisierungen regulédrer Sprachen herleiten.
Dazu bendétigen wir die folgenden Definitionen.

Eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge X* heifit Rechtskongruenz, falls fiir beliebige
Weorter z,y € X* und a € X aus z ~ y auch xza ~ ya folgt. Bei Multiplikation von rechts
werden dquivalente Worter wieder in dquivalente Worter iiberfiihrt.

Eine Aquivalenzrelation ~ auf X* heifit Verfeinerung der Menge R C X*, wenn fiir
beliebige Worter x,y € X* aus x ~ y folgt, dass x € R genau dann gilt, wenn auch y € R
gilt. Dies bedeutet, dass mit einem Wort x € R auch alle zu x dquivalenten Woérter in R
liegen. Folglich liegt die zu « € R gehorige Aquivalenzklasse vollstéandig in R. Hieraus
resultiert die Bezeichnung Verfeinerung fiir diese Eigenschatft.

Fiir eine Aquivalenzrelation ~ bezeichnen wir die Anzahl der Aquivalenzklassen von ~
als Index von ~ und bezeichnen sie mit Ind(~). Die Aquivalenzrelation ~ hat endlichen
Indexz, falls Ind(~) endlich ist.

Wir nennen eine Aquivalenzrelation ~ eine R-Relation, falls sie eine Rechtskongruenz
mit endlichem Index ist und eine Verfeinerung von R ist.

Beispiel 4.1 Es seien A = (X, Z, 29,9, F') ein endlicher Automat und R = T(A). Wir
definieren auf X* die Relation ~ 4 durch

x ~yy genau dann, wenn §*(z,x) = 0" (20,y)

gilt. Offenbar ist ~ 4 eine Aquivalenzrelation. Wir zeigen nun, dass ~ 4 eine R-Relation
1St.
Es sei x ~ 4 y. Dann gilt nach Definition §*(zy,z) = 0*(z0,y). Damit erhalten wir

0% (20, xa) = 6(6" (20, z),a) = 6(0" (20, y), a) = 0*(20, ya)

und somit xa ~ 4 ya, womit nachgewiesen ist, dass ~ 4 eine Rechtskongruenz ist.

Es sei erneut x ~4 y. Ferner sei x € R. Dies bedeutet 0*(z9,x) = 6*(20,y) und
0*(20,x) € F. Folglich gilt 6*(2o,y) € F, woraus y € R folgt. Analog folgt aus y € R auch
x € R. Damit ist ~ 4 Verfeinerung von R.

Es sei v € X*. Ferner sei *(zy, ) = z. Dann ergibt sich fiir die zu x bez. ~ 4 gehérende
Aquivalenzklasse [x] 4

[Zla={y [z ~ay}
={y [0%(20,2) = 6"(20,9)}
={y 6" (20,9) = 2}.
Es sei nun z € Z ein von z erreichbarer Zustand. Dann gibt es ein Wort x mit 0*(zp,z) = z
und die Beziehungen

{y10%(20,y) = 2} = {y [ 0"(20, ) = 6" (20, 2)}
={yly~az}
= [z]a
sind giiltig. Daher gibt es eine eineindeutige Beziehung zwischen den Aquivalenzklassen
von ~ 4 und den Zustédnden von A, die vom Anfangszustand erreichbar sind. Dies bedeutet,

dass die Anzahl der Zustiande von A mit dem Index von ~ 4 iibereinstimmt. Wegen der
Endlichkeit der Zustandsmenge Z ist also auch der Index von ~ 4 endlich.
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Beispiel 4.2 Fiir eine Sprache R C X* definieren wir die Relation ~g wie folgt: x ~g y
gilt genau dann, wenn fiir alle w € X* das Wort xw genau dann in R ist, falls dies auch
fiir yw der Fall ist. Wir zeigen, dass ~g eine Rechtskongruenz ist, die R verfeinert.

Es seien dazu v ~r y, a € X und w € X*. Dann ist aw € X* und nach Definition
der Relation ~g gilt raw € R genau dann, wenn yaw € R giiltig ist. Dies liefert, da w
beliebig ist, die Aussage xra ~pr ya. Somit ist ~g eine Rechtskongruenz.

Wahlen wir w = ), so ergibt sich aus x ~g y nach Definition, dass r € R genau dann
gilt, wenn auch y € R erfiillt ist. Deshalb ist ~g eine Verfeinerung von R.

Wir bemerken, dass ~p nicht notwendigerweise einen endlichen Index haben muss.
Dazu betrachten wir

R={a"b" | n >0}

und zwei Wérter a* und a* mit k # (. Wegen a*V* € R und a'b* ¢ R sind offensichtlich a*
und a” nicht dquivalent. Somit gibt es mindestens soviel Aquivalenzklassen wie Potenzen
von a und damit soviel wie natiirliche Zahlen. Dies zeigt die Unendlichkeit des Index.

Ziel dieses Abschnitts ist eine Charakterisierung der reguliren Sprachen durch Aqui-
valenzrelationen mit den oben definierten Eigenschaften.

Satz 4.3 Fir eine Sprache R C X* sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
i) R ist reguldr.

ii) Es gibt eine R-Relation.

iii) Die Relation ~g (aus Beispiel 4.2) hat endlichen Index.

Beweis. 1) = ii). Zu einer reguléren Sprache R gibt es einen endlichen Automaten A
mit T'(A) = R. Dann kénnen wir entsprechend Beispiel 4.1 die Relation ~ 4 konstruieren.
Diese ist nach Beispiel 4.1 eine R-Relation.

ii) = iii) Nach Voraussetzung gibt es eine R-Relation ~ mit endlichem Index. Wir
beweisen nun Ind(~g) < Ind(~).

Dazu zeigen wir zuerst, dass aus x ~ y auch xw ~ yw fir alle w € X* folgt. Fiir
w = A ist dies klar. Fiir w € X ist es klar, da ~ eine Rechtskongruenz ist. Es sei die
Aussage nun schon fiir |w| < n bewiesen. Wir betrachten das Wort v der Lénge n. Dann
gibt es ein w der Léange n — 1 und ein a € X mit v = wa. Nach Induktionsvoraussetzung
haben wir zw ~ yw. Nach der Definition der Rechtskongruenz folgt daraus rwa ~ ywa
und damit xv ~ yv.

Es sei nun x ~ y und w € X*. Dann gilt auch xw ~ yw. Da ~ eine R-Relation ist,
folgt zw € R gilt genau dann, wenn yw € R gilt. Nach Definition ~g bedeutet dies aber
x ~py. Damit ist gezeigt, dass x ~ y auch x ~g y impliziert. Hieraus ergibt sich aber

yly~z} C{y|y~ra}

Jede Aquivalenzklasse von ~ ist also in einer Aquivalenzklasse von ~p enthalten. Damit
gilt Ind(~g) < Ind(~). Da Ind(~) endlich ist, hat auch ~g endlichen Index.
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iii) = 1) Mit [z]z bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von 2 € X* bez. ~p. Wir
betrachten den endlichen Automaten

A= (X A[z]r |z € X"}, [Nr, 0. {[ylr | y € R})
mit
6([z]r, a) = [zalR.

Wir bemerken zuerst, dass aufgrund der Voraussetzung, dass ~g eine R-Relation ist, die
Definition von A zuléssig ist. (Die Endlichkeit der Zustandsmenge von A folgt aus der
Endlichkeit des Index von ~g. Falls [z|g = [y]gr, so ist auch [za]r = [ya]r, denn ~p ist
eine Rechtskongruenz und daher gilt mit « ~g y, d.h. [z]g = [y]r, auch za ~p ya.)
Ferner beweist man mittels vollstédndiger Induktion iiber die Lange von x leicht, dass
0*([ARr, x) = [z]g fur alle x € X* gilt. Damit folgt

T(A) ={z [ 0" ([\r z) € {lylr |y € R}} ={x | [z]r € {lylr | y € R}} = R.
Damit ist R als regulér nachgewiesen. O
Im Beweisteil ii) = iii) wurde eigentlich die folgende Aussage bewiesen.

Folgerung 4.4 Fir jede R-Relation ~ einer beliebigen requldren Sprache R gilt Ind(~
) > Ind(~Rg). O

4.2. Minimierung endlicher Automaten

In diesem Abschnitt diskutieren wir als Komplexitéitsmafl die Anzahl der Zustinde eines
endlichen Automaten. Dazu setzen wir fiir einen endlichen Automaten A = (X, Z, 2,6, F)
und eine reguldre Sprache R

2(A) = #(2),
z(R) = min{z(A) | T(A) = R}.

Wir sagen, dass A minimaler Automat fiir R ist, falls T(A) = R und z(A) = z(R) gelten.
Als erstes geben wir ein Resultat an, dass die Grofle z(R) zu einer Sprache R bestimmt.

Satz 4.5 Fir jede regulire Sprache R gilt z(R) = Ind(~g).

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass aus dem Teil iii) = i) des Beweises von Satz 4.3
folgt, dass es einen Automaten A mit z(A) = Ind(~pg) gibt.

Es sei nun A = (X, Z, 29, 9, F') ein beliebiger endlicher Automat mit 7(A) = R. Dann
ist nach Beispiel 4.1 die Relation ~ 4 eine R-Relation, fiir die z(A) = Ind(~4) gilt. Wegen
Folgerung 4.4 erhalten wir daraus sofort z(.A) > Ind(~pg).

Die Kombination dieser beiden Erkenntnisse besagt gerade die Behauptung. O

Wir beschreiben nun fiir einen Automaten 4 einen Automaten, der minimal fiir 7'(A)
ist.
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Es sei A = (X, Z, 20,9, F) ein endlicher Automat. Fiir z € Z und 2/ € Z setzen
wir z &2 4 2’ genau dann, wenn fiir alle x € X* genau dann 6*(z, x) in F' liegt, wenn auch
0*(2', ) in F liegt. Falls der Automat 4 aus dem Kontext klar ist, schreiben wir einfach =
anstelle von ~ 4

Lemma 4.6 Die Relation ~4 ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Zustinde
des Automaten A.

Beweis. Wir verzichten auf den einfachen Standardbeweis. O

Mit [z]~ bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € Z beziiglich ~ (= ~4). Wegen
A € X* impliziert z & 2’ fiir zwei Zustande z und 2/, dass z € F' genau dann gilt, wenn
auch 2z’ € F gilt. Daraus folgt [z]~ C F.

Wir setzen

Zn ={lZlx | 2€Z} und Fg={[z]x]z€ F}
und konstruieren den Automaten

A%:(szﬁv[ ] Ox F")

mit
0~([2]~, @) = [6(2, a)]~.

Wir zeigen, dass die Definition von A zuldssig ist. Dazu haben wir nachzuweisen,
dass die Definition von d~ unabhéngig von der Auswahl des Reprisentanten der Aqui-
valenzklasse ist. Es seien daher z und 2’ zwei Zustdnde mit [z]~ = [2/]x und a ein be-

~

liebiges Element aus X. Dann muss z =~ 2z’ gelten. Wir betrachten ein beliebiges Wort
w € X*. Dann liegt 0*(z,aw) in F' genau dann wenn ¢*(z',aw) in F liegt. Wegen
0*(z, aw) = §*(6(z,a), w) und §*(2', aw) = §*(§(2', a), w) folgt (z,a) =~ §(2’, a) und damit
auch [0(z,a)]~ = [0(2/,a)|~, was zu zeigen war.

Wir zeigen nun, dass A, minimal fiir die von A akzeptierte regulére Sprache ist.

Satz 4.7 Fir jeden Automaten A ist Ax minimaler Automat fiir T(A).

Beweis. Wir zeigen zuerst mittels vollstdndiger Induktion {iber die Wortldnge, dass sich
die Definition von 6~ : Zo X X — Z auch auf die Erweiterung 0% : Zo x X* — Zg
tibertragen lasst, d. h. dass 6%([z]~, y) = [0%(2, y)]~ fiir alle y € X* gilt. Nach (genereller)
Definition der Erweiterung haben wir

0x([2ls A) =[x = [07(2, M),
0x([zls) @) = 0x([2]x, @) = [0(2, a)]ls = [07(2, a)lx,

womit der Induktionsanfang gesichert ist. Der Induktionsschluss ist durch

0x([2l~, ya) = 0~ (0%([2]~, ), @)
= 0~([0"(2, )]~ @)
= [000%(2, ), a)]~

= [0%(z,ya)l~
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gegeben.
Hieraus erhalten wir sofort

T(A) = {] 62 (20}, 2) € Fa)
= {z [[0"(20, )]~ € Fx}
={z| 6" (20,2) € F}
=T(A).

Damit bleibt nur noch z(Ax) = 2(T(A)) zu zeigen. Wegen Satz 4.5 reicht es nach-
zuweisen, dass z(Ax) = Ind(~rp4)) erfiillt ist. Dazu betrachten wir die Relation ~ 4_
entsprechend Beispiel 4.1, fiir die 2(Ax) = Ind(~4.) gilt, und beweisen ~ 4. = ~7p(a),
womit der Beweis vollstdndig ist.

Es seien zuerst x € X* und y € X* zwei Worter mit z £ 4_ y. Dann gilt

0% ([20]x ) # 6X([20]~ )

Hieraus erhalten wir [6*(zo, z)]~ # [0"(20, ¥)]~ und deshalb 6*(zq, z) % §*(20,y). Nach der
Definition von & heifit dies, dass es ein Wort w € X™* gibt, fiir das entweder

(0% (20, x),w) € F und  0%(6"(20,v),w) ¢ F
oder
(6" (20,2),w) ¢ F und 0*(6"(20,y),w) € F

erfiillt ist. Daher gilt entweder 6*(zp, zw) € F und 6*(zo,yw) ¢ F oder §*(zg,zw) ¢ F
und 0*(29, yw) € F und folglich entweder zw € T'(A) und yw ¢ T(A) oder zw ¢ T(A)
und yw € T(A). Letzteres bedeutet aber gerade = (4 ¥

Analog beweist man, dass x ~ 4. y fiir zwei Worter x € X* und y € X* auch x ~7(4) ¥y
zur Folge hat.

Somit stimmen die Aquivalenzrelationen ~ 4_ und ~7(4) Uberein, was zu zeigen war.O

Leider geben die bisherigen Betrachtungen keine Hinweis, wie der Index von ~px zu
gegebenem R zu ermitteln ist, denn nach Definition von ~p sind unendlich viele Worter
zu untersuchen, um = ~p y festzustellen. Analog ist die Konstruktion von AL nicht
algorithmisch, denn auch die Feststellung, ob x = y gilt, erfordert die Betrachtung von
unendlich vielen Wortern.

Deshalb beschreiben wir jetzt einen Algorithmus zum Bestimmen der Relation ~ = ~ 4
fiir einen endlichen Automaten A. Dies versetzt uns dann in die Lage, zu A den mini-
malen Automaten A, zu konstruieren. Dazu beginnen wir mit einer Liste aller Paare
von Zustéanden und markieren jeweils ein Paar, wenn sich aus dem Verhalten der beiden
Zustinde des Paares entsprechend der Uberfithrungsfunktion oder der Menge der akzep-
tierenden Zustdnde und der aktuellen Liste ergibt, dass die beiden Zusténde des Paares
nicht dquivalent sind.

Der Reduktionsalgorithmus besteht aus den folgenden Schritten:

1. Erstelle eine Liste aller Paare (z, 2z’) von Zustidnden z € Z und 2’ € Z.
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2. Streiche ein Paar (z, 2) falls entweder z € F und 2’ ¢ F oder z ¢ F und 2’ € F gilt.

3. Fiihre die folgende Aktion solange aus, bis die Liste nicht mehr gedndert wird: Falls
fiir ein Paar (z,2') und ein a € X das Paar (4(z,a),0(2’,a)) nicht in der Liste ist,
so streiche (z, 2').

Beispiel 4.8 Wir betrachten den endlichen Automaten
A= ({a,0},{0,1,2,3,4,5},0,4,{1,2,5}),

dessen Uberfiihrungsfunktion § dem Zustandsgraphen aus Abbildung 4.1 zu entnehmen
ist. Wir erhalten entsprechend Schritt 1 des Algorithmus zuerst die Liste

start

Abbildung 4.1: Zustandsgraph des Automaten A aus Beispiel 4.8

(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5),
(1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5),
(2,0), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,9),
(3,0), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,9),
(4’0)7 (47]‘)’ (472)7 (473)7 (474)7 (475)7
(5,0), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5).

Hieraus entsteht nach Schritt 2 die Liste

(0’0)7 (073)7 (074)7 (1’1)7 (172)7 (175)7
(2,1), (2,2), (2,5), (3,0), (3,3), (3,4),
(4,0), (4,3), (4,4), (5,1), (5,2), (5,5).

Wir haben nun solange wie moglich Schritt 3 anzuwenden. Hierzu gehen wir stets die Liste
durch und streichen die entsprechenden Paare und wiederholen diesen Prozess. Nach dem
ersten Durchlauf streichen wir nur die Paare (1,5) (da (6(1,a),d(5,a)) = (3,5) nicht mehr
in der Liste ist), (2,5), (5,1) und (5,2). Beim zweiten Durchlauf werden die Paare (0, 3)
(da das Paar (6(0,a),0(3,a)) = (1,5) beim ersten Durchlauf gerade gestrichen wurde),
(0,4), (3,0) und (4,0) gestrichen. Beim dritten Durchlauf wird nichts mehr gestrichen.
Damit ergibt sich abschlieflend die Liste

(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3), (3,4), (4,3), (4,4), (5,5).

Wir zeigen nun, dass mittels des oben angegebenen Algorithmus wirklich die Relation
~ 4 berechnet wird. Dies ist im Wesentlichen die Aussage des folgenden Lemmas.
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Lemma 4.9 Es seien A = (X, Z, 20,9, F') ein endlicher Automat sowie z € Z und 2’ € Z
zwei Zustinde des Automaten. Dann ist das Paar (z,2') genau dann in der durch den
Reduktionsalgorithmus erzeugten Liste enthalten, wenn z ~4 2’ gilt.

Beweis. Wir beweisen mittels vollstéindiger Induktion {iber die Anzahl der Schritte des
Reduktionsalgorithmus die folgende dquivalente Aussage: Das Paar (z, 2’) wird genau dann
durch den Reduktionsalgorithmus aus der Liste gestrichen, wenn es ein Wort x € X* gibt,
fiir das entweder 0*(z,z) € F und 0*(2/, ) ¢ F oder 6*(z,z) ¢ F und §*(2',z) € F gelten.
Im Folgenden nehmen wir stets ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass der erste
dieser beiden Félle eintritt.

Erfolgt ein Streichen des Paares (z,2') im zweiten Schritt, so hat wegen 6*(z, ) = z
und 6*(z', \) = 2’ das leere Wort die gewiinschte Eigenschaft. Hat umgekehrt das Leerwort
die Eigenschaft, so wird das Paar im zweiten Schritt gestrichen.

Das Paar (z,2’) werde nun im dritten Schritt gestrichen. Dann gibt es ein Element
a € X so, dass das Paar (0(z,a),d(%,a)) bereits frither gestrichen wurde. Nach Induk-
tionsannahme gibt es ein Wort x € X* mit 6*(d(z,a),x) € F und 6*(0(2',a),z) ¢ F.
Damit haben wir auch 6*(z,ax) € F und 6*(2/,azx) ¢ F, womit die Behauptung bewiesen
ist. Durch Umkehrung der Schliisse zeigt man, dass aus der Existenz eines Wortes ax mit
0*(z,ax) € F und 0*(2', ax) ¢ F folgt, dass (z, z') gestrichen wird. O

Beispiel 4.8 (Fortsetzung) Wir erhalten aus der bereits oben erzeugten Liste die folgen-
den Aquivalenzklassen bez. =:

0]~ = {0}, [lls = [2lx = {1, 2}, Bl~ = [4l= = {3,4}, [5]~ = {5}

Hieraus resultiert nun entsprechend obiger Konstruktion der minimale Automat

As = (X A0, U~ Blx: Bl }, 0]x, 0%, {[1x, 5]+ 1),

dessen Uberfiihrungsfunktion aus Abbildung 4.2, in der wir [i] anstelle von [i]~, 1 <14 <5,
schreiben, entnommen werden kann.

start @ @b @ ab \J @b Jab

Abbildung 4.2: Zustandsgraph des minimalen Automaten zu A aus Beispiel 4.8

Wir bemerken, dass aus der Darstellung des minimalen Automaten sofort
T(A) =T(Ax) = X UX3X*

zu sehen ist.

Wir untersuchen nun die Komplexitit des Reduktionsalgorithmus. Es gibt n? Paare
von Zusténden. Bei Schritt 2 oder jedem Durchlauf entsprechend Schritt 3 streichen wir
ein Paar oder stoppen. Das Durchmustern einer Liste der Léange r erfordert O(r) Schritte.
Damit ist durch

ZO (i}) = O0(n")
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eine obere Schranke fiir die Komplexitit gegeben.
Wir merken hier ohne Beweis an, dass es einen erheblich effizienteren Algorithmus zum
Minimieren von endlichen Automaten gibt.

Satz 4.10 Die Konstruktion des minimalen Automaten zu einem gegebenem endlichen
Automaten mit n Zustinden ist in O(n - log(n)) Schritten maglich. O

Wir wollen nun beweisen, dass der minimale Automat im Wesentlichen eindeutig be-
stimmt ist. Um das ,,im Wesentlichen“ exakt zu fassen, geben wir die folgende Definition.

Definition 4.11 Zwei Automaten A = (X, Z, 2,6, F) und A' = (X, Z', 2}, 0", F') heiften
zu einander isomorph, wenn es eine eineindeutige Funktion o von Z auf Z' mit folgenden
FEigenschaften gibt:

i) ¢(20) = 2
i) Firze Z gilt z € F genau dann, wenn auch ¢(z) € F' gilt.
iii) Fir alle z € Z und a € X qilt ' (p(2),a) = p(d(z,a)).

Intuitiv liegt Isomorphie zwischen zwei Automaten vor, wenn diese sich nur in der
Bezeichnung der Zustdnde unterscheiden (und ansonsten das gleiche Verhalten zeigen).

Satz 4.12 Sind A und A’ zwei minimale Automaten fiir eine requlire Menge R, so sind
A und A" zu einander isomorph.

Beweis. Es seien A = (X, Z, 2,0, F) und A" = (X, Z', 2, ', F') zwei minimale Automaten
fir R.

Fiir zwei Zustdnde z € Z und 2/ € Z von A ist z %4 2z'. Dies folgt daraus, dass
aufgrund der Minimalitdt von A der Automat A, genauso viel Zustdnde wie A hat. Also
koénnen keine zwei Zustinde von A in einer Aquivalenzklasse bez. /&~ 4 liegen. Nun beweist
man analog zum letzten Teil des Beweises von Satz 4.7, dass die Relationen ~ 4 und ~g
iibereinstimmen.

Entsprechend ergibt sich auch ~4 = ~r und damit ~4 = ~ 4.

Es sei nun z € Z. Dann gibt es ein Wort € X* mit 0*(29,z) = 2. Wir setzen

p(2) = (07) (20, ).

Dies liefert eine zuléssige Definition von ¢, denn der Wert von ¢(z) héngt nicht von der
Wahl von z ab. Sind ndmlich z € X* und y € X* mit 6*(z,x) = 6*(20,y), so ergibt sich
zuerst x ~ 4 y und damit auch x ~ 4 y, woraus (8')*(2), z) = (8')*(z(, y) folgt.

Wir zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist.
Wegen zp = 0%(29, A) ergibt sich ¢(29) = (0")* (20, A) = 2.
Es sei z € F. Dann gibt es ein Wort x € R mit z = 6*(z9, z) und es gilt ¢(z) = (8')*(2g, ).
Wegen x € R und R = T'(A’) erhalten wir p(z) € F'. Es sei umgekehrt ¢(z) € F’'. Dann
liegt = mit p(z) = (6')* (2, z) in R und somit ist z = §(zp, ) € F.
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AuBlerdem gilt

§(0(2), @) = 3((8)" (b, ), @) = (5')" (zhy 2a)
— (5" (20, 2a)) = p(5(5" (20, ), @)
— (5(=,a)). 0

Minimale deterministische endliche Automaten sind also bis auf ,Umbenennen“ der
Zustande eindeutig bestimmt. Dies gestattet uns, von dem minimalen Automaten fiir eine
Sprache zu sprechen.

Abschlieend merken wir an, dass bei nichtdeterministischen endlichen Automaten ein
minimaler Automat nicht eindeutig bestimmt ist.
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