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Kapitel 2

Kolmogorov-Komplexitit

In diesem Abschnitt behandeln wir die minimale Komplexitdt zur Beschreibung eines
Wortes.

Dabei sei V' ein Alphabet mit mindestens zwei Buchstaben. Die Worter sollen dann —
wenn nicht ausdriicklich anders festgelegt — immer iiber V' gebildet werden. Die in diesem
Abschnitt betrachteten Turing-Maschinen sollen stets deterministisch sein.

Definition 2.1 d-kkI Die Komplexitit Ka(x) eines Wortes x € V1 beziiglich des Al-
gorithmus A ist die Linge der kirzesten Eingabe p € {0,1}T mit A(p) = =, d.h. in
formalisierter Form

Ka(x) = min{|p| | p € {0,1}", A(p) = «}.
Falls kein p mit A(p) = x existiert, so setzen wir K4(x) = oc.

Wenn wir den Algorithmus A;; betrachten, der die identische Abbildung von {0, 1}
in {0, 1} realisiert, so gilt wegen A;q(z) = z und A;y(y) # « fir alle y # = offenbar,
Ko@) = [z,

Fiir ein Wort ajas...a,, € {0,1,2,...,k — 1}* definieren wir
valp(aias ... ay) = a k™ P4 ak™ 2 4t apok® F Gk 4 g,

d.h. ayas . .. ap, ist die k-dre Darstellung von valg(aias . . . a.,). Es sei Ag 3 der Algorithmus,
der {0,1}* in {0,1,2}" wie folgt abbildet. Fiir ein Wort x125 ..., € {0,1}* berechnen
wir m = valy(x123 . .. x,) Dann setzen wir

Ag,g(xll’g RN l‘n> =Y1Y2 ... Yk < {O, ]_, 2}+,

wobei
— fiir valy(x12s ... x,) = 0 die Beziehungen y; = 0 und k = 0 gelten,
— fiir valy(z12o . . . ,) # 0 die Beziehungen y; # 0 und m = vals(y1ys . . . yx) erfiillt sind.
Es sei z = 120 € {0, 1,2} " gegeben. Dann ergibt sich val3(120) = 15. Damit gilt fiir
jedes Wort 0"1111 mit n > 0, dass es durch A, 3 auf 120 abgebildet wird, valy(0"1111) =
15 ist. Folglich haben wir K4, ,(x) = [1111] = 4.
Analog erhalten wir fir y = 1021 den Wert val3(1021) = 34 und damit Ky, ,(y) =
|100010] = 6 da 100010 das kiirzeste Wort z tiber {0, 1} mit valy(z) = 34.
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Falls das Wort 2’ mit 0 beginnt, aber von 0 verschieden ist, so gibt es kein Wort
2 € {0,1}", das durch A, 3 auf 2’ abgebildet wird.
Allgemein erhalten wir

1 fiir x =0,
Ka,5(x) = § [logy(valz(z))] fiir x = az’, a € {1,2}, 2’ € {0, 1,2},
o0 sonst

Offensichtlich héngt die Komplexitit K4(z) bez. A in entscheidendem Mafe vom
Algorithmus A ab. Wir wollen nun solche A suchen, die bis auf additive Konstanten
eine minimale Grofle der Komplexitét liefern. Formalisiert wird dies durch die folgende
Definition.

Definition 2.2 FEin Algorithmus Ay ist asymptotisch nicht schlechter als ein Algorithmus
As, wenn es eine Konstante ca, so gibt, dass

KAI (ZE) < KA2 (x) +Ca,
fiir alle x € V* gilt.

Wir wollen zeigen, dass es Algorithmen gibt, die asymptotisch besser als jeder andere
Algorithmus ist.

Eine Turing-Maschine U = (X, Z, z9,Q,d) (mit der Eingabemenge X, der Menge
Z von Zustinden, dem Anfangszustand zg, der Menge () von Stoppzustdnden und der
Uberfithrungsfunktion &) heiBt universell, wenn es auf einer Beschreibung einer beliebigen
Turing-Maschine M und einer Eingabe w fiir M den Wert fy;(w) berechnet, wobei f,,
die von M induzierte Funktion ist.

Wir bemerken hier nur, dass es universelle Turing-Maschinen gibt. Dazu schreiben wir
eine gegebene Turingmaschine

M = ({x1, 29, .. 2}, {20, 21, -+ Zm s 200 {20y Zrt1s - o5 Zm )5 0)

ausfiihrlich als

¥, X1, L2,y T 20,21y -y 2ms 2ry Zrtly -y 2ms

(*7 ZO; ul) Ul) Rl)a (*7 Zl; UQ, U27 R2)7 ] (*7 ZT‘—la u7“7 U’r’” RT‘)?

(Jfl, 20y Up+1, Ur41, RT‘+1)7 (Ila 21y Up42, Ur42, Rr+2)7 ety (xla Zp—1, U2r, Vp, RQT)?
(:Ena 205 Unr4+1, Unr+1, Rnr—i—l)v sy (xna Zr—15 Un(r+1)s Un(r+1), Rn(r+l))7

wobei * das Blanksymbol bezeichnet und fiir ein Eingabesymbol = und einen Zustand z
das Tupel (z,z,u,v, R) durch §'(z,2) = (u,v, R) festgelegt ist. Damit wird die Turing-
Maschine M durch ein Wort iiber B = {*,x1,Za, ..., Tpn, 20, 215 - - Zm, By L, N, (,),; JU{, }
beschrieben. Auf diesem Wort kann U immer nachschauen, welche Aktion bei Eingabe
von w zu welchem Zeitpunkt auszufiihren ist, und diese Aktion dann auf der Eingabe
ausfithren.

Im Folgenden sprechen wir von universellen Algorithmen, wenn sie durch universelle
Turing-Maschinen gegeben sind.
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Satz 2.1 Es sei U ein universeller Algorithmus und x € V*. Dann gilt
Ky(r) < Ka(z) +ca

fiir jeden Algorithmus A, wobei c4 eine nur von A (und nicht von x) abhingende Kon-
stante ist (d.h. U ist asymptotisch nicht schlechter als jeder andere Algorithmus A).

Beweis. Es seien U ein universeller Algorithmus, A ein beliebiger Algorithmus und s4
die Beschreibung von A, die U neben p erhalten muss um A(p) zu berechnen. Es sei ¢,
die Lénge der Beschreibung s4. Aus der Eingabe s,p der Linge ¢, * |p| berechnet U den
Wert A(p).

Es sei nun p ein Wort kiirzester Lange mit A(p) = x. Dann gelten K(x) = |p| und
U(sap) = A(p) = . Damit erhalten wir

Ky(z) = min{ly| | U(y) = o} < [sap| = [pl + ca = Ka(z) + ca.

|

Aus Satz 2.1 folgt sofort, dass fiir zwei universelle Algorithmen U; und U, eine Kon-
stante ¢ mit

| Ky (2) = Ky, (z)] < ¢

existiert. Die Kolmogorov-Komplexitidten bez. der beiden universellen Algorithmen un-
terscheiden sich also héchstens um eine Konstante. Daher ist es im Folgenden nicht we-
sentlich, welchen universellen Algorithmus wir wéhlen.

Definition 2.3 Es sei U ein (fest gewdhlter) universeller Algorithmus. Dann definieren
wir die Kolmogorov-Komplezitit K(X) durch K(z) = Ky(x).

Entsprechend der Definition ist die Kolmogorov-Komplexitét fiir Worter iiber V' definiert.
Wenn #(V) = {0,1,2,...k;}, so konnen wir eine natiirliche Zahl m durch ihre k-ére
Darstellung dy(m), d.h. durch ein Wort iiber V| angeben. Die Kolmogorov-Komplexitét
K(m) von m kann daher als Kolmogorov-Komplexitit von dy(m) definiert werden, d.h.

K(m) = K(d(m)).
Die Lange des Wortes dg(m) bezeichnen wir auch mit |m|. Dann gilt
Im| = [log(m)].
Wir geben nun einige Figenschaften der Kolmogorov-Komplexitat an.

Lemma 2.2 FEs sei V = {0,1}.

1. Es gibt eine Konstante ¢ derart, dass fiir alle x € {0,1}" die Beziehung
K(z) <|z|+c¢

qgilt.
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2. Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine Konstante c derart, dass
2" < #({z |2 € {0,1}7, K(2) <n}) <27
gilt.

3. Fiir jede berechenbare Funktion f gibt es eine Konstante cy derart, dass fiir alle x,
fir die f(x) definiert ist,
K(f(z)) < k() +¢5

qgilt.

4. Firn € N seir V,, eine endliche Menge mit marimal 2" FElementen. Ferner sei die
Menge {(x,n) | x € V,,} rekursiv aufzihlbar. Dann existiert eine Konstante ¢ derart,
dass dass K(z) < n+c fir alle n € N und alle Elemente x € V,, gilt.

Beweis. 1. Da die Kolmogorov-Komplexitit auf einem universellen Algorithmus beruht,
erhalten wir fiir den Algorithmus A;; aus Lemma 2.1

K(X) < Aw(z) + ca,, = |2] + ca,

und damit die gewiinschte Aussage mit ¢ = c4,,.

3. Es sei
A, ={z| K(z) <n}.

Offenbar kann A,, nicht mehr Worter enthalten als es Worter der Lénge < n tiber {0,1}
gibt. Beachten wir noch, dass es 2 Worter der Linge i iiber {0, 1} gibt, so ergibt sich

#(A,) <2042 4274 2t on =onth 1 <ot

Ferner erhalten wir aus der ersten Aussage, dass fiir eine gewisse Konstante ¢ alle Worter
der Léange n—c eine Kolmogorov-Komplexitiat haben, die hochstens n—c+c = n ist. Damit
gibt es mindestens 2"~¢ Worter, deren Komplexitét < n ist. Folglich ist 2"7¢ < #(A,,).

4. Es sei U der universelle Algorithmus mit Ky (x) = K(x). Da f berechenbar ist,
gibt es eine Beschreibung sy der Funktion f, dass U auf der Eingabe s;x den Wert f(z)
berechnet, d.h. es gilt U(syz) = f(z). Es sei nun p ein kiirzestes Wort mit U(p) = = und
damit auch K(z) = |p|. Wir verwenden nun die Eingabe s;p fiir U. Dann gibt es einen
Algorithmus A, der bei der Eingabe sy zuerst analog zu U das Wort p in z iiberfiihrt, d.h.
wir erhalten s;z, und dann erneut analog zu U das Wort syz in f(z) tiberfithrt. Dann gilt
Ka(f(x)) < |sf| + |p| da sgp nicht ein kiirzestes Wort sein muss, dass durch A in f(x)
iiberfithrt wird. Beachten wir noch Lemma 2.1, so erhalten wir

K(f(z)) = Ku(f(z)) < Ka(f(x) +ca < pl+[s¢] + ca = K(2) + [s¢[ + ca

und damit die Aussage mit ¢ = |s¢| + ca.

5. Bei der Aufzdhlung der Elemente (y,m) sei fiir gegebenes n und z € V,, das Paar
(x,n) das i-te Element mit zweiter Komponente n. Dann ist ¢ < 2" — 1 (wenn wir die
Zihlung bei 0 beginnen. Damit gibt es a; € {0,1},0 < j <n—1, mit 2" ;27 =i. Wir
betrachten nun den Algorithmus A, der bei der Eingabe von a,,_1a,_s ... ay (die sowohl n
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als auch 7 als enthélt) die Aufzdhlung der Elemente (y, m) vornimmt und x ausgibt, wenn
(x,n) das i-te Paar mit zweiter Komponente n ist. Dann gilt A(a,—1a,-2...ap) = x und
somit K4(z) < n. Unter Verwendung von Lemma 2.2 erhalten wir

K(X) < Ka(x)+ca<n+cy

fiir jedes x € V,. O

Wir bemerken, dass ,fast alle® Kolmogorov-Komplexititen von Wérter der Lange n
tiber {0,1} in einem Intervall von n — ¢ bis n + ¢ liegen, wobei ¢ eine passende Konstante
ist. Nach der ersten Aussage von Lemma 2.2 erfiillt jedes Wort der Lénge n die Relation
K(z) < n+/ fiir eine Konstante ¢’. Es sei nun ¢ > ¢’. Dann gilt erst recht K (z) < n+c fir
alle x der Lange n. Die Anzahl der Woérter mit K (z) < n — ¢ ist sicher durch die Anzahl
der Worter itber {0, 1} mit einer Lénge < n — ¢, d.h. durch 2"~¢ beschrénkt. Damit ist
der Anteil der Worter der Lange n mit n — ¢ < K(x) < n+ ¢ bezogen auf alle Worter der
Lénge n mindestens

on __ gn-—c
2n
Fiir hinreichend grofes ¢ liegt der Anteil dann nahe 1.

—1-2"

Lemma 2.3 Fir jede berechenbare Funktion h : VT — N mit h(z) < K(z) fir alle
x € VT gibt es eine Konstante C' derart, dass h(x) < C' fir alle x € V* gilt.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei V' = {0,1,2,...,k— 1} (fir ein k). Es
sei h eine Funktion mit den geforderten Eigenschaften. Angenommen, dass keine konstante
obere Schranke C' fiir h existiert, dann gibt es zu jeder Zahl m ein Wort z,,, mit

m < h(xy,) < K(z,).

Zur k-aren di(m) fiir ein gegebenes m kann ein Wort z,,, mit m < h(z,,) < K(z,,) sogar
berechnet werden. Dazu zéhlen wir alle Worter iiber V' auf und berechnen dann der Reihe
nach die Werte h(x), bis ein x mit h(x) < m gefunden wird. Es sei nun f : VT — VT die
Funktion, die di(m) das so berechnete Wort x,, zuordnet. Wir erhalten

m < k(zm) = k(f(d(m))) < K(f(dp(m))). (2.1)

Da f berechenbar ist, gibt es nach der dritten Aussage von Lemma 2.2 eine Konstante
¢y mit

K(f(di(m))) < K(d(m)) + ¢;. (2.2)

Nach der ersten Aussage von lemma 2.2 haben wir noch
K(di(m)) < [lde(m)] + ¢ = logy(m)] + ¢ (2.3)
fiir eine konstante . Aus (2.1), (2.2) und (2.3) erhalten wir
m < K(f(dr(m))) < [logy(m)] + ¢+ cp <logy(m) + ¢

mit der Konstanten ¢’ = c+ ¢y + 1. Dies ist fiir groBe m aber offensichtlich nicht maéglich.
Folglich ist unsere Annahme falsch und es gibt eine obere Schranke fiir h. |
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Folgerung 2.4 Die Kolmogorov-Komplezitdt ist keine berechenbare Funktion.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Kolmogorov-Komplexitit berechenbar sei. Da K (z) <
K (z) fiir alle = gilt, erhalten wir aus Lemma 2.3 eine konstante obere Schranke C' fiir die
Werte von K (z). Dies widerspricht der oben festgestellten Aussage dass es nur endlich
viele Worter gibt, fiir die die Kolmogorov-Komplexitét kleiner als C' ist. O

Fiir die Angabe einer weiteren Eigenschaft der Kolmogorov-Komplexitidt benotigen
wir die folgende Definition.

Definition 2.4 FEine Funktion F : VT — N heifit von oben rekursiv aufzihlbar, falls es
eine totale berechenbare Funktion k : VT x N — N gibt, fiir die

k(x,0) > k(z,1) > k(x,2) > ... und F(z) = lim k(x,n)

n—oo

fir alle x € VT gelten.

Da die Werte k(xz,m) ganzzahlig sind, gibt es offensichtlich fiir jedes z € V1 eine
natiirliche Zahl n, derart, dass k(z,n) = F(z) fiir alle n > n, gilt.

Lemma 2.5 Die Kolmogorov-Komplexitdt ist von oben rekursiv aufzdihlbar.

Beweis. Es sei U der universelle Algorithmus, der zur Definition der Kolmogorov-Kom-
plexitat verwendet wird. Wir definieren nun die Funktion £ im Wesentlichen dadurch, dass
k(x,n) die Lange des kiirzesten Wortes y € {0, 1} ist, das durch hochstens n Schritte in
iiberfithrt werden kann. Das ,,im Wesentlichen® liegt darin begriindet, dass wir fiir kleine
n nicht absichern kénnen, dass x durch U in hochstens n Schritten {iberhaupt berechnet
werden kann. Deshalb nutzen wir fiir diese Félle die Schranke aus der ersten Aussage von
Lemma 2.2. Daher setzen wir

k(x,n) = min{|z| + ¢, min{|y| | U berechnet x bei Eingabe von y in < n Schritten}.

Wegen der Forderung, dass hochstens n Schritte verwendet werden diirfen folgt sofort
k(x,n — 1) > k(x,n). Da dbei der Definition der Kolmogorov-Komplexitéit keibe Be-
schrankung der Schrittzahl vorgenommen wird, gilt auch noch lim, . k(z,n) = K(x).
Damit erfiillt das so konstruierte k die geforderten Eigenschaften, und K ist als von oben
rekursiv aufzéhlbar nachgewiesen. O

Das folgende Lemma gibt eine Art Umkehrung von Lemma 2.5 an, denn es besagt,
dass jede von oben rekursiv aufzéhlbare Funktion (mit einer gewissen Eigenschaft) bis auf
eine additive Konstante die Kolmogorov-Komplexitét ist.

Lemma 2.6 Es seien K':{0,1}T € N eine von oben rekursiv aufzihlbare Funktion und
C' eine Konstante, fir die #({z | K'(x) < n}) < C2™ fir alle n erfillt ist. Dann gibt es
eine Konstante ¢ derart, dass K(x) < K'(z) + ¢ fir alle x € {0,1}* gilt.

Beweis. Da K’ von oben rekursiv aufzahlbar ist, gibt es eine Funktion &’ mit

K'(x,0) > k'(z,1) > K'(2,2) > ... und K'(z) = lim £'(z,n)

n—oo
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fir alle z € {0,1}". Ferner sei
W, ={z|ze{0,1}", K'(z) < n}.

Wir zeigen jetzt, dass die Relation R{(xz,n) | x € W, } aufzahlbar ist. Die Aufzéhlung
kann nadmlich wie folgt geschehen: Entsprechend einer Aufzihlung der Menge {(z,m) |
x € {0,1}7,m € N}! werden der Reihe nach die Werte &'(x, m) ermittelt, und (z,n) wird
zur Aufzéhlung von R hinzugefiigt, wenn £'(z,m) < n gilt. Wegen K'(z) < k'(z,m) fiir
m € Ny und lim,,, . k’'(x,m) = K'(z) werden genau die Elemente von R aufgezéhlt.
Wir setzen
n' =n+ [logy(C)] und V, =W,.

Dann gilt
#(V,y <C2" <27,

Aus der vierten Aussage von Lemma 2.2 erhalten wir
K(z) <n' 4+ =n+ [log,(C)] + ¢ (2.4)

mit einer gewissen Konstanten ¢ fiir alle x € V,,, = W,,.
Es sei nun n = K'(x) + 1. Dann gilt © € W,,. Aus (2.4) ergibt sich daher

K(z) <n+ [logy(C)] + ¢ = K'(x) + 1+ [logy(C)] + = K'(z) + ¢

mit ¢ = 1+ [log,(C)] + . O

Der folgende Satz besagt, dass die Kolmogorov-Komplexitéat durch einige ihrer oben
angegebenen Eigenschaften charakterisiert wird.

Satz 2.7 Es sei K':{0,1}* — N eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
1. Fiir jede berechenbare Funktion f gibt es eine Konstante c; derart, dass
K'(f(z)) < K'(z) + ¢

fiir alle x gilt, fir die f(z) definiert ist.
2. Die Funktion K’ ist von oben rekursiv aufzdihlbar.
3. FEs existieren Konstanten ¢ und C' derart, dass

2" < #({x |z € {0,1}F, K'(x) <n}) <C2"
fiir alle n € N erfillt ist.

Dann unterscheidet sich K' von der Kolmogorov-Komplexitit hochstens um einen kon-
stanten additiven Term.

'Eine solche Aufzéihlung kann analog zur Aufzihlung der positiven rationalen Zahlen, d.h. der Paare
(a,b) mit a,b € N, konstruiert werden.
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Beweis. Aus den Eigenschaften 2 und 3 und Lemma 2.6 erhalten wir sofort
K(z) < K'(z)+¢c (2.5)

fiir eine gewisse Konstante €.

Da K’ nach Eigenschaft 2 von oben rekursiv aufzidhlbar ist, konnen wir wie im Beweis
von Lemma 2.6 alle Worter = € {01}* mit K’(z) < n konstruieren. Wegen Eigenschaft
3 gibt es davon mindestens ¢2" Woérter. Wir wihlen (die Konstante) d nun minimal mit
der Eigenschaft 27~¢ < ¢2". Fiir die natiirlichen Zahlen erzeugen wir entsprechend ihrer
natiirlichen Ordnung der Reihe nach die Mengen S,, von Elementen mit &'(z) < n, wobei
wir abbrechen, wenn 2"~¢ Elemente erhalten haben. Dann gilt offensichtlich

SlCSQCS3C... .

Fiir i € N setzen wir T; = S;y1 \ S;. Nach Konstruktion sind die Mengen T;, i € N,
paarweise disjunkt. Auflerdem gilt

#(T;) = #(Si11) — #(5:) = lith)=d _ gi=d _ gi=d

Da T; C S,y gilt, gilt
K'(z) <n+1 fir alle x € T,. (2.6)

Wir betrachten nun eine beliebige Funktion f, die die 2"~¢ Wérter aus 7T}, eineindeutig
auf die 2"~¢ Worter iiber {0, 1} der Linge n—d abbildet. Wegen der Eigenschaft 1 erhalten
wir

K'(f(z)) < K'(z) + ¢ fir alle x € T,,. (2.7)

Betrachten wir nun y € {0,1}* mit |y| = n — d, so gibt es ein x mit f(z) = y. Fiir ein
solches y gilt dann wegen (2.7) und (2.6)

K'(y)=K(f(x)) <K'(x)+cs<n+1l+cp=yl+d+1+cy. (2.8)

Da n — d alle natiirlichen Zahlen durchlauft, gilt (2.8) sogar fiir alle y.

Es sei U der universelle Algorithmus, auf dem die Kolmogorov-Komplexitéit beruht.
Fir x € {0,1}" sei p, ein kiirzestes Wort aus {0, 1} mit U(p,) = x. Dann gilt K(z) =
|pz|. Wegen der Eigenschaft 1 und (2.8) erhalten wir

K'(z) = K'(U(py)) < K'(pe)+cu < |pe|+d+1+ci+cey = K(x)+d+14ci+cp = K(z)+c
(2.9)

mit einer Konstanten c =d + 1+ ¢; + cyp.
Aus (2.5) und (2.9) folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun eine Anwendung der Kolmogorov-Komplexitdt auf ein zahlentheoreti-
sches Problem geben und dadurch die Brauchbarkeit des Konzepts demonstrieren.

Bereits im Altertum (z.B. in den ,,Elementen“ EUKLIDs, ca. 300 v.Chr.) war bekannt,
dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Dagegen war es offen, wie die Primzahlen verteilt
sind, oder anders gefragt, wie viele Primzahlen kleiner als eine vorgegebene natiirliche
Zahl sind. Wir definieren 7(n) als die Anzahl der Primzahlen p mit p < n. In den Jahren
1795 bzw. 1798 vermuteten C. F. GAuss (1777-1855) und A.-M. LEGENDRE (1752
1833), dass m(n) angendhert durch n/In(n) beschrieben wird, wobei In der natiirliche
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Logarithmus (zur Basis e) ist. Der russische Mathematiker P. L. TSCHEBYCHEFF (1821-
1894) zeigte 1851, dass
m(n)

n/In(n)

Im Jahre 1896 bewiesen der franzosische und der belgische Mathematiker J. S. HADA-
MARD (1865-1963) und CH. J. DE LA VALLEE POUSSIN (1866-1962) die folgende — heute
meist Primzahlsatz genannte Aussage.

0.929 <

< 1,106 .

Satz 2.8 (Primzahlsatz)
mn)  _
n=oon/In(n)

Alle bekannten Beweise fiir den Primzahlsatz sind sehr kompliziert und lang und verwen-
den in der Regel viele Vorkenntnis aus der Zahlentheorie.

Wir wollen jetzt mittels der Kolmogorov-Komplexitit einen (einfachen) Beweis fiir eine
nur etwas schwéchere Form des Primzahlsatzes geben. Dafiir benotigen wir die folgende
Aussage.

Lemma 2.9 Es sei ny,ne, N — 3,... eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen mit den
Figenschaften
1 i
ni <ngq ound  K(ng) > Mgz(nﬂ,
n > 1. Weiterhin sei q;, © > 1, die grifite Primzahl, die die Zahl n; teilt. Dann ist die
Menge Q = {q; | i > 1} unendlich.

Beweis. Wir nehmen an, dass @) endlich ist (und werden einen Widerspruch herleiten).
Es seien p die grofite Primzahl in @ und pq, po, . .. p,, die Primzahlen mit p; < p. Dann
hat jede Zahl n; eine Primzahldarstellung

71, Ti,2 Tm,1

ni=p P2 ---DPm

mit gewissen Zahlen r;; € Ny. Daher existiert ein Algorithmus A, der fiir Eingabe
(ri1,7ri2,...,7m) die Bindrdarstellung von n; berechnet. Dann gibt es nach der ersten
Aussage von Lemma 2.2 eine Konstante ¢ mit

K (n;) < [logy(ria)] + [logy(ri2)] + .. + [logy(rim)] + ¢
Wegen log,(7;,j) < logy(n;) liefert dies
K(n;) < m - [logy(logy(ni))] + c.
Aufgrund der Voraussetzung K (n;) > W erhalten wir

[logy ()]

5 < K(n;) <m - [logy(logy(ng))] + ¢

fiir alle ¢« > 1. Dies ist aber unmoglich, da m und ¢ konstante Werte sind. O
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Satz 2.10 Fir unendlich viele n € N gilt

2oz (n) - (log,(og (e = ")

Beweis. Mit bin(n) bezeichnen wir die Binérdarstellung von n, d.h. bin(n) = dy(n). Es
sei p; die j-te Primzahl entsprechend der natiirlichen Ordnung der natiirlichen Zahlen.

Es seien n € N und p,, die groBite Primzahl, die n teilt. Dann lésst sich n einfach aus
P und ]ﬁ einfach durch Multiplikation gewinnen. Wegen der Existenz einer Aufzéhlung
aller Primzahlen, kann n auch aus den Zahlen m und = bestimmt werden, indem man
aus der Aufzéhlung und m die Primzahl p,, ermittelt ind dann mit :z% multipliziert.
Als Eingabe ist das Wort bin(m)bin(;-) aber nicht verwendbar, da keine Information
vorliegt, wo bib(m) authort. Deshalb setzen wir fiir £ mit der Bindrdarstellung bin(k) =
103 - - - Allog, (k)]

Bin(m) = a10a30 . . . afiog, (k)]1-10a 10g, (k)1 1-

Wir betrachten nun Bin(n)bin(,*). Dieses Wort ermdglicht die Berechnung von n aus m
und pi, da die erste 1 an einer geraden Position anzeigt, dass die Bindrdarstellung von
m gerade aus den Buchstaben davor an ungerader Position gebildet wird. Es gilt

. . n n
IBm(m)bm{p*)l = 2[logy(m)] + [log,(—)]1.
Wir verkiirzen diese Eingabe zur Berechnung von n noch weiter (die Lange der kiirzesten
Eingabe liefert die Kolmogorov-Komplexitét). Dazu betrachten wir

w = Bin(ﬂogQ(mﬂ)bin(m)bz’n(;).
Tatséchlich erméglicht Bin([log,(m)]) die Kenntnis, dass die ersten [log,(m)] Positionen
nach der ersten 1 an gerader Position gerade bin(m) sind und die restlichen Werte dann
bin(;-) angeben. Offenbar gilt
n
[w] = 2- [log,([logy(m)[)] + [logy(m)] + [logz(- =]

m

Dieser Prozess kann beliebig weiter iteriert werden. Wir fiihren nur noch einen durch. Wir
betrachten also

v(m, ]j;) - Bz’n(ﬂogz(ﬂog2<mﬂ)1)bm(ﬂogz(mﬂ)bm(m)bm(;ﬂ)

mit der Léinge

[o(m, p’;>| — 2. [logy([log, ([logy(m)1)1)] + [ogy([logy(m)])] + [logy(m)] + nog2<]jjnﬂ.
(2.10)

Wir betrachten nun die Zahlen n mit 2! < n < 20t —1. Dies sind 2¢ Zahlen. Jede dieser
Zahlen hat eine Bindrdarstellung der Lénge i + 1. Nach der zweiten Aussage von Lemma
2.2 gibt es hochsten 2072 Zahlen mit einer Kolmogorov-Komplexitit < (i — 3). Damit gilt
fiir mehr die Hélfte der Zahlen n mit 2° < n < 271 —1 die Beziechung K (n) > [log,(n)]—2.
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Da die Linge von v(m, ) den Term [log,(.%)] = [log,(n) —log —2(p;)] enthilt und
m < pp, gilt, ist es leicht zu sehen, dass auch fiir mehr als die Halfte der Zahlen n mit
20 <n <271 — 1 die Beziehung |v(m, o=)| = [logy(n)] — 1 gilt.

Somit gibt es fiir jedes 1 € N eine Zahl n; mit

2! <my <271 — 1, K(n;) > [logy(n)] — 2 und \v(m,;iﬂ > [logy(ny)] — 2. (2.11)

m

Ausfiihrlich lautet die letzte der Beziehungen wegen (2.10)
[logy(ni)] —1 < 2-[log,([logy([logy(m) 1) 1) ]+ [log,([logy(m)]) 14 [logy(m) ]+ [10g2(;i)-|’

woraus

[1ogs (pm) | 2 - [logy([logy([logy(m) ) 1)1 + [logy([logy(m)])] + [logy(m)] + 1

<
< 2-logy(logy(logy(m))) + logy(logy(m)) + logy(m) + 5

folgt (wobei die 5 dadurch entsteht, dass wir jedes Mal nicht zur néchsten Zahl iibergehen
und dadurch eine Verkleinerung um 4 eintreten kann), woraus sich

P < 32 -m - logs(m) - (logy(logy(m)))? (2.12)

ergibt.

Nach (eq-kk-prim2) erfiillt die Folge ny,no, ... die Voraussetzungen des Lemmas 2.9.
Damit gilt (2.12) fiir unendlich viele m. Somit gibt es unter den ersten 32 - m - loga(m) -
(log,(log,(m)))? natiirlichen Zahlen mindestens m Primzahlen, d.h.

(32 m - logs(m) - (logy(logy(m)))?) > m.

Wir setzen nun n = 32 - m - loga(m) - (logy(log,(m)))?. Es ergibt sich

) 27 = 5 Toga(m) - (logs oz ()

Wegen n > m ergibt sich

2 32 - loga(n) - (logy(logy(n)))?

und damit die gewiinschte Aussage. |

m(n)
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