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Einleitung

Fiir das automatische Verarbeiten von Texten ist es erforderlich, dass man fiir eine Vielzahl
von linguistischen Problemen und Aufgaben Algorithmen zu deren Losung zur Verfiigung
hat. Dazu gehéren unter anderem festzustellen, ob ein gegebener Satz syntaktisch rich-
tig ist, aus gegebenen (z.B. durch Ubersetzung erhaltenen) Woértern einen syntaktisch
richtigen Satz zusammenzusetzen, das Préddikat eines Satzes zu erkennen usw. Um die
Algorithmen formulieren zu kénnen, ist es erforderlich, Strukturen zu entwickeln, die die
Syntax von Satzen formalisieren.

Ein solcher Ansatz wurde Ende der fiinfziger Jahre von NoAM CHOMSKY entwickelt
(siehe z.B. [3| 2]). Er basiert darauf, ein Modell fiir die Grammatik einer natiirlichen
Sprache zu entwickeln. Dabei wird der natiirliche Ansatz verfolgt, dass ein Satz aus Satz-
teilen besteht, und dass es Regeln gibt, welche Satzteile an welchen Stellen verwendet
werden diirfen. So gilt z. B. im Englischen, dass in der Regel in einem Satz die Reihenfol-
ge Subjekt Pradikat Objekt einzuhalten ist. Als Pradikat kann hierbei ein einfaches Verb
(in der entsprechenden konjugierten Form) oder aber auch eine Wortgruppe Verb Adverb
fungieren. Folglich sind Regeln aufzustellen, wodurch ein Pradikat ersetzt werden darf.
Um wirkliche Sétze der Sprache zu erhalten, miissen am Ende jedes Substantiv durch ein
solches der Sprache, jedes Verb durch ein solches der Sprache usw. ersetzt werden. Von
der rein syntaktischen Betrachtungsweise reicht es, die durch eine Folge wie z. B.

Artikel Substantiv Verb Adverb Artikel Substantiv

entstehenden Gebilde zu betrachten.

Der Roman Der alte Mann und das Meer von Ernest Hemingway beginnt in der
Ubersetzung von Annemarie Horschitz-Horst (erschienen im Verlag Philipp Reclam jun.
Leipzig, 1973) wie folgt:

Er war ein alter Mann, der allein in einem kleinen Boot im Golfstrom fisch-
te, und er war jetzt vierundachtzig Tage hintereinander hinausgefahren, ohne
einen Fisch zu fangen. In den ersten vierzig Tagen hatte er einen Jungen bei
sich gehabt. Aber nach vierzig fischlosen Tagen hatten die Eltern des Jun-
gen thm gesagt, dafl der alte Mann jetzt bestimmt fiir immer salao sei, was
die schlimmste Form von Pechhaben ist, und der Junge war auf ihr Geheif§
in einem anderen Boot mitgefahren, das in der erste Woche drei gute Fische
gefangen hatte.

Wir wollen nun den ersten Satz dieses Textes entsprechend dem Vorgehen von CHOMS-
KY generieren. Zuerst stellen wir fest, dass sich dieser in seiner Génze als aus zwei Teilsét-
zen bestehend erweist, die durch die Konjunktion und verbunden sind. Dies wird durch
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die Regeln
Satz Konjunktion
Satz Konjunktion Satz und

widergespiegelt. Wir generieren nun nur noch den ersten Teilsatz; fiir den zweiten Teilsatz
ergibt sich ein &hnliches Vorgehen. Unter Verwendung der Abkiirzungen

S fiir Satz RS fiir Relativsatz

NP fiir Nominalphrase V P fiir Verbphrase

Sub fiir Substantiv Art fiir Artikel

Pr  fiir Préaposition Adj fiir Adjektiv

Adv fiir Adverb PP fiir Personalpronomen

OB fiir Ortsbestimmung
ergibt sich der in Abbildung [I] angegebene Ableitungsbaum.

S
NP /V\LP
v N
PP Verb NP
PN
Art NP
R
Adj NP

l |
Sub
V
Er war ein alter Mann RS
Adv VP
OB / T VP
Pr / N¢P O¢B \ VP
O 7 {
NP Pr NP Verb
,/¢ l ¢ ‘
Adj Sub Sub
| | |

der  allein mn einem  kleinen  Boot m Golfstrom  fischte

Art

Abbildung 1: Ableitungsbaum eines Satzes aus Der alte Mann und das Meer von Ernest He-
minguway

CHOMSKY formalisierte diesen Ansatz, indem er formale Grammatiken definierte und
diese nach der Art der Regeln klassifizierte. Dabei stellten sich die sogenannten kontext-
freien Grammatiken als die hinsichtlich ihrer Handhabbarkeit interessantesten heraus.



EINLEITUNG 3

Ungliicklicherweise erwiesen sie sich aber als zu schwach, um einige in der Linguistik be-
kannte Phanomene zu modellieren. Daher formulierte ARAVIND K. JOSHI Anforderungen
an Erweiterungen der kontextfreien Grammatiken /Sprachen, die von brauchbaren Model-
len fiir natiirliche Sprachen erfiillt sein sollten. Im Rahmen des ersten Teils der Vorlesung
werden einige Varianten derartiger Modelle behandelt.

Ein génzlich anderer Ansatz zur Beschreibung natiirlicher Sprachen geht auf SOoLOMON
MARcUS zuriick (siehe [I3] [14]). Thm liegt die Beobachtung zugrunde, dass man bei der
Synthese von Sétzen an gewissen Stellen oder bei gewissen Kontexten Einschiebungen
vornehmen kann und dadurch einen ldngeren Satz erhélt. Ein einfaches Beispiel ist dadurch
gegeben, dass man zwischen einem Artikel und einem Substantiv ein Adjektiv einfiigen
kann bzw. an ein Substantiv einen Relativsatz anhédngt. Ausgangspunkt sind dabei kurze
korrekte Sétze oder besser Folgen von Wortarten, die zu Sétzen werden, wenn man jede
Wortart durch ein passendes Wort ersetzt. Wir illustrieren diese Methode auch anhand
des ersten Teilsatzes aus Der alte Mann und das Meer von Ernest Hemingway. Es ergibt
sich mit den obigen Abkiirzungen die Abfolge von Einschiiben aus Abbildung 2]

PP Verb Art Sub
PP Verb Art Adj Sub
PP  Verb Art Adj Sub  Art Verb
PP Verb Art Adj Sub  Art Adv Verb
PP Verb Art Adj Sub  Art Adv  Pr  Art Sub Verb
PP Verb Art Adj Sub  Art Adv Pr  Art Adj Sub Verb

PP Verb Art Adj Sub  Art Adv Pr  Art Adj Sub  Pr Sub Verb
Er war ein alter Mann der allein in einem kleinen Boot im Golfstrom fischte

Abbildung 2: Erzeugung eines Satzes aus Der alte Mann und das Meer von Ernest Hemingway
durch Einschiibe

Ein dhnliches Vorgehen liegt bei Neustart-Automaten vor, bei denen in gleicher Weise
eine Analyse vorgenommen wird, d. h. aus bestehenden Sétzen werden gewisse Teile ent-
fernt, ohne die Satzstruktur zu verletzen. Diese beiden Ansétze werden im zweiten Teil
der Vorlesung behandelt.

Dariiber hinaus werden noch einige Grammatiken vorgestellt, die zur Beschreibung na-
tiirlicher Sprachen eingesetzt werden kénnen, wie z. B. Transformationsgrammatiken, und
einige generelle zu beriicksichtigende Aspekte fiir die Modellierung natiirlicher Sprachen
erortert.

Im Rahmen dieser Vorlesung gehen wir davon aus, dass der Horer (oder Leser die-
ses Skripts) tiber Grundkenntnisse der Theorie formaler Sprachen verfiigt, wie sie etwa
im Rahmen einer Grundvorlesung zur Theoretischen Informatik vermittelt werden. Dies
betrifft insbesondere Kenntnisse iiber regulédre und kontextfreie Sprachen sowie Begriffe
der Unentscheidbarkeit oder NIP-Vollstandigkeit von Problemen. Im Abschnitt werden
einige wenige Konzepte wiederholt, um die Notation zu kldren und weil auf diese Fakten
direkt zuriickgegriffen werden wird. Wir verweisen den Horer/Leser zur Orientierung auf
die Standardwerke [20), [7, 22 28] 29].






Kapitel 1

Modelle auf der Basis von
verallgemeinerten Regelgrammatiken

1.1. Kontextfreie Grammatiken —
Riickblick und Erginzungen

Wir wiederholen zuerst einige Begriffe, die bereits im Rahmen der Grundvorlesung zur
Theoretischen Informatik eingefiihrt wurden. Sie werden hier noch einmal behandelt, weil
damit zum einen die Notation festgelegt werden soll, zum anderen sollen die aus der
Sicht der Modellierung natiirlicher Sprachen teilweise notwendigen Modifizierungen vor-
genommen werden, und des Weiteren sollen einige ergénzende Definitionen und Resultate
angegeben werden, die im Folgenden benutzt werden.

Unter einem Alphabet verstehen wir eine endliche nicht-leere Menge. Die Elemente
eines Alphabets heiflen Buchstaben. Worter iiber einem Alphabet V' sind endliche Folgen
von Buchstaben aus V. Dabei ist das Alphabet stets so, dass kein zusammengesetztes
Wort gleichzeitig ein Buchstabe ist. Das leere Wort wird mit A bezeichnet (auch dieses
Wort tritt nicht als Buchstabe auf); V* und V* bezeichnen die Menge aller bzw. aller
nicht-leeren Worter iiber V. Die Linge eines Wortes w wird mit |w| bezeichnet; #¢(w)
gibt die Anzahl der Vorkommen von Buchstaben aus U C V in einem Wort w € V* an.

Definition 1.1 Fine kontextfreie Regelgrammatik ist ein Quadrupel G = (N, T, P,S),
wobei

e N und T endliche, disjunkte Alphabete sind, deren Vereinigung wir mit V' bezeich-
nen,

o P eine endliche Teilmenge von Bdumen der Form
mit A€ N und x; € V fiir 1 <i <n ist, und

e SN gilt.
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Die Elemente aus N werden Nichtterminale (oder Variable) genannt; sie entsprechen
grammatikalischen Objekten, die keine Worter bezeichnen, also z. B. Nominalphrase, Ver-
bphrase, Ortsbestimmung usw. Die Elemente aus 7" heiflen Terminale; sie entsprechen den
syntaktisch nicht mehr spezifizierbaren Bezeichnungen von Wortern, wie z. B. Substantiv,
Verb, Artikel usw. Die Terminale sind aus Sicht der Linguistik nur noch durch konkrete
Worter der Sprache zu interpretieren.

Definition 1.2 FEs sei G = (N, T, P, S) eine konteztfreie Grammatik entsprechend Defi-
nition [1.7.

a) Wir definieren Ableitungsbédume der Grammatik G induktiv durch die folgenden
Bedingungen.

i) Der Baum, der nur aus der Wurzel S besteht (die dann auch zugleich Blatt
ist), ist ein Ableitungsbaum von G.
ii) Sind t ein Ableitungsbaum (mit der Wurzel S), A € N ein Blatt von t und

A

—7

T T2 ce Tp-1 Ty

eine Regel von P, so ist auch der Baum, der aus t entsteht, indem man die
Wurzel A der Regel mit dem Blatt A von t identifiziert, ein Ableitungsbaum
von G.
iii) Ableitungsbiume von G entstehen nur aufgrund endlich oftmaliger Anwendung
von ii) aus i).
b) Ein Wort w € V't heifst Satzform von G, falls es einen Ableitungsbaum t von G
derart gibt, dass sich w durch Lesen der Bldtter von t von links nach rechts ergibt.
c¢) Die von G erzeugte Sprache L(G) ist die Menge aller Satzformen von G, die nur
aus Elementen aus T' bestehen.

Die Komponente S entspricht daher dem Satz in der Linguistik; S wird auch als Axiom
oder Startelement bezeichnet. Ableitungsbdume widerspiegeln die Erzeugung von Sétzen
entsprechend dem Ansatz von CHOMSKY. Die Sprache wird aus allen Folgen von Termi-
nalen (also Wortbezeichnungen) gebildet, die durch Lesen der Blétter eines Ableitungs-
baumes von links nach rechts entstehen. Die Sitze der natiirlichen Sprachen entstehen
hieraus, indem jedes Verb durch ein konkretes Verb der Sprache, jedes Substantiv durch

ein konkretes Substantiv usw. ersetzt wird.
A

Sind t ein Ableitungsbaum mit einem Blatt A € N, / x

I I e Tn-1 Tn
eine Regel und ¢’ der durch Anwendung der Regel aus ¢ entstehende Ableitungsbaum,
so ergibt sich aus der zu t gehorenden Satzform y = y; Ay, die zu t' gehorende Satz-
form o = y1x125 ... x,yo. Hinsichtlich der Satzformen wird also einfach eine Ersetzung
von A durch xyzs...x, vorgenommen. Dies ermoglicht eine Verallgemeinerung dahinge-
hend, dass wir entsprechend den Regeln Teilworter von y durch andere Worter ersetzen.
Regeln sind also dann von der Gestalt @« — (3 (wobei der Pfeil die durch die Regel mogli-
che Ersetzung andeuten soll). Hierbei entstehen dann aber keine Ableitungsbédume mehr,
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da nicht ein einzelnes Blatt von ¢ sondern mehrere Blatter von ¢ beriicksichtigt werden
milssen.
Wir formalisieren nun den von dieser Beobachtung ausgehenden Sachverhalt.

Definition 1.3 FEine Regelgrammatik ist ein Quadrupel G = (N, T, P,S), wobei
— N und T endliche, disjunkte Alphabete sind, deren Vereinigung wir mit V bezeich-

nen,
— P eine endliche Teilmenge (VT \T*) x VT ist, und
- S e N gilt.

Definition 1.4 FEs sei G = (N, T, P,S) eine Regelgrammatik, wie in Definition be-
schrieben.

a) Wir sagen, dass aus einem Worty € V' ein Wort v/ € V* erzeugt (oder abgeleitet)
wird, wenn

Y =may, ¥ =nfr, a—[FeP

fiir gewisse Warter v1,vo € V* gelten. Wir schreiben dann v = ~'.
b) Mit == bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschluss der Relation =>.

¢) Ein Wort w € V* heift Satzform von G, wenn S == w gilt.
d) Die von G erzeugte Sprache L(G) ist durch

L(G)={w|w €T und S == w}
definiert.

Definition 1.5 Es sei G = (N, T, P,S) eine Regelgrammatik wie in Definition [1.5 Wir
sagen,

e G ist monoton, wenn alle Regeln o — 3 der Bedingung |o| < |3| gendigen,

o (G ist kontextabhangig, wenn alle Regeln in P von der Form uAv — wwv mit
w,veV*, Ae N undw e V™' sind,

G ist kontextfrei, wenn alle Regeln in P von der Form A — w mit A € N und
w e VT sind,

G st linear, wenn alle Regeln in P von der Form A — uBv oder A — w mit
A BeN,uweT" undw € T sind,

G ist reguldr, wenn alle Regeln in P von der Form A — wB oder A — w mit
A, Be N undw € T" sind.

In der Literatur ist es manchmal {iblich, zu gestatten, dass bei monotonen und kontext-
abhingigen Grammatiken auch S — A als Regel zugelassen ist, falls S' in keiner rechten
Seite von Regeln in P vorkommt. Hierdurch wird aber nur abgesichert, dass das Leerwort
erzeugt werden kann. Da das Leerwort in der Linguistik unbedeutend ist, benotigen wir
keine Ableitungsmoglichkeit fiir das Leerwort und lassen daher die obige zusétzliche Re-
gel nicht zu. Vielfach ist es iiblich, bei kontextfreien Grammatiken nur zu fordern, dass
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w € T™ gilt. Es sind daher 16schende Regeln A — )\ zugelassen. Es kann dann gezeigt wer-
den (und wird auch meist nachgewiesen), dass es zu jeder kontextfreien Grammatik G mit
loschenden Regeln eine kontextfreie Grammatik G’ derart gibt, dass L(G') = L(G) \ {\}
gilt (siehe z.B. [7]), d. h. die beiden Sprachen unterscheiden sich héchstens im Leerwort.
Da das Leerwort fiir linguistische Belange nicht von Bedeutung ist, betrachten wir hier
nur kontextfreie Grammatiken ohne léschende Regeln. Da iiberdies beim Ubergang von
Grammatiken mit 16schenden Regeln zu solchen ohne 16schenden Regeln die Form der Re-
geln bei linearen und reguldren Grammatiken nicht gedndert wird, gilt der eben erwihnte
Sachverhalt auch fiir lineare und reguldre Grammatiken.

Wir bemerken, dass fiir kontextfreie Grammatiken die Begriffe aus den beiden Ansét-
zen leicht ineinander iiberfithrbar sind, und dabei die gleiche Sprache entsteht.

Entsprechend Definition [I.5] haben die Ableitungsbédume regulidrer und linearer Gram-
matiken die Form aus Abbildung [I.1, wobei wir der Einfachheit halber nur Regeln der
Form A — aB und A — a bzw. A — aBbund A — a mit A,B € N und a,b € T
verwenden.

ay /j ay /j \ b
a2 / j a2 / j \ b
e RN
P N
(p—2 A,_s (p—2 A, by—2
o N
(p—1 A, (p—1 A, by_1
l l

Abbildung 1.1: Ableitungsbdume fiir regulére Grammatiken (links) und lineare Grammatiken
(rechts)

Definition 1.6 Eine Sprache L heif$t regulédr (linear, kontextfrei, kontextabhéingig oder
monoton), wenn es eine reguldre (lineare, kontextfreie, kontextabhdngige bzw. monotone)
Grammatik G mit L = L(G) gibt.

Mit L(REG), L(LIN), L(CF), L(CS), LIMON) und L(RE) bezeichnen wir die Menge
aller Sprachen, die von regulédren, linearen, kontextfreien, kontextabhédngigen, momotonen
bzw. beliebigen Regelgrammatiken erzeugt werden.

Satz 1.7 (Pumping-Lemmata)
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a) Es sei L eine requldre Sprache. Dann gibt es eine (von L abhingige) Konstante k
derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w gibt, die den
folgenden Eigenschaften gentigen:

i) z = uwvw,
i) |uwv| <k, |v] >0, und
iii) wv'w € L fir alle i > 0.

b) Es sei L eine lineare Sprache. Dann gibt es eine (von L abhdngige) Konstante k
derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w,x.y gibt, die den
folgenden Eigenschaften gentigen:

i) z = uwvway,
i) |uwwzy| <k, |vx| >0, und
iii) w'wz'y € L fiir alle 1 > 0.

c) Es sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine (von L abhdngige) Konstante k
derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w,z,y gibt, die
folgenden Eigenschaften geniigen:

i) z = uwvway,
i) Jvwz| <k, Jvz| >0, und
iii) w'wz'y € L fiir alle 1 > 0.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage b), da a) und c) schon in der Vorlesung zur Theo-
retischen Informatik angegeben und bewiesen wurden.

Es sei L eine lineare Sprache. Dann gibt es eine lineare Grammatik G = (N, T, P, S)
mit L = L(G). Wir setzen

ki = #(N)u
ks = max{max{|uv| | A - uBv € P}, max{|w| | A — w € P}},
k= (ki + 2)ks.

Es gelte nun z € L und |z| > k. Dann muss z aus S durch mindestens k; + 2 Ableitungs-
schritte entstanden sein, da jeder Ableitungsschritt maximal ky zur Lénge beitragt. Es
gilt also

S :*> u151v1 :*> U1UQSQU2U1 :*> tee :*> Uiuy ... Uk1+1Sk1+1Uk1+1Ukl LoD

= U U - U1 2 Uy 41 Uy - V1 = 2

fir gewisse Worter w;, v;, 2" € (N UT)* mit 0 < |u;v;] < ko und Nichtterminale S; fir
1 <1 < k;+ 1. Da die Menge N nur k; Nichtterminale enthélt, muss es Zahlen ¢ und j
mit 1 <i<j <k +1undS; =5, geben. Damit gibt es mit

U= UrUg ... U;, Y = VijVi—q1...V1,

U= U1Ui42 . . - Uj, T =VjVUj_1...0Vi41,

!/
W= Ujp1Uj42 -+ - Uk 412 Vi +1Vk - - - Uj41
auch die Ableitungen

S = uSiy = wS;ry = wSiry = wvS;rrYy = UWVS;TTY

*
— wv’S;aPy = wlwaly .



10 KAPITEL 1. VERALLGEMEINERTE GRAMMATIKEN

Beachten wir noch, dass nach Wahl von & die Beziehung
"LL’U.CL’y’ = |U1U2 ce L UVVG7 - U1’ < ij < (kl + 2)]{72 =k

gilt, so ist auch die Aussage fiir lineare Sprachen gezeigt. O

Folgerung 1.8 Die Sprache L = {a"b"a™b™ |n > 1, m > 1} ist keine lineare Sprache.

Beweis. Angenommen, L wére eine lineare Sprache. Es sei k die nach Satz b) existie-
rende Konstante. Wir betrachten das Wort z = a?*v**a?*0?* € L, dessen Linge 8k offenbar
grofler als k£ ist. Damit gibt es nach Satz b) eine Zerlegung z = wvwxy derart, dass
luvzy| < k ist und fiir ¢ > 0 auch wv'wz'y in L liegen. Wegen der Lingenbeschrinkung
von uvzry enthalten die Worter v und v nur den Buchstaben a und die Worter y und x nur
den Buchstaben b, d. h. wir haben u = a”, v = a’, x = b* und y = V¢ fiir gewisse natiirliche
Zahlen 7, t, p, ¢, wobei noch ¢ > 0 oder p > 0 gilt, und z = a"a'a®*"~'b? a2 b2F—P=apPpe,
Es ist damit auch

o = ara2ta2k;—r—tb2ka2kb2k—p—qb2pbq — a2k+tb2ka2kb2k+P c L.

Dies widerspricht aber der Form der Worter aus L. O

Satz 1.9 L(REG) C L(LIN) C L(CF) C £(CS) = L(MON) C L(RE).

Beweis. Wir zeigen nur L(REG) C L(LIN) und L(LIN) C L(CF), da die anderen
echten Inklusionen und die Gleichheit Bestandteil der aus der Vorlesung zur Theoretischen
Informatik bekannten Chomsky-Hierarchie sind.

L(REG) C L(LIN). Die Inklusion folgt aus der Definition der entsprechenden Gram-
matiken und Sprachen. Es ist bekannt, dass {a"b"|n > 1} keine reguldre Sprache ist,
sie wird aber von der linearen Grammatik ({S}, {a,b}, {S — aSb, S — ab},S) erzeugt.
Damit ist die Inklusion sogar echt.

L(LIN) C L(CF). Die Inklusion folgt aus der Definition der entsprechenden Gram-
matiken und Sprachen. Wegen Folgerung [1.8ist { a™0"a™b™ |n > 1,m > 1} keine lineare
Sprache; sie wird aber von der kontextfreien Grammatik

({S, A}, {a,b},{S — AA, A — aAb, A — ab}, S)

erzeugt. Damit ist die Inklusion sogar echt. O

Folgerung 1.10 Die Sprachen

Ky ={a""c"|n>1},
Ky ={a"c™"d"|n>1, m>1},
K; ={ww|w € {a,b}" }

sind nicht kontextfrei.
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Beweis. Fiir K, und K3 wurde die Aussage bereits im Rahmen der Vorlesung und Ubungen
zur Theoretischen Informatik gezeigt.

Angenommen, K5 ist eine kontextfreie Sprache. Es sei k die nach Satz c) existie-
rende Konstante. Wir betrachten das Wort z = a?*¢*b?*d?* der Linge 8k > k. Ferner
sei z = uvwxy die nach Satz ¢) existierende Zerlegung von z. Falls v € {a}" gilt, so
kommt in vwx kein b vor. Folglich enthélt uv?wa?y mehr Vorkommen des Buchstabens a
als Vorkommen des Buchstabens b, was der Eigenschaft iii) aus Satz c¢) widerspricht.
In analoger Weise konnen wir einen Widerspruch fiir die anderen Fille fiir v herleiten.
Damit ist dann unsere Annahme als falsch nachgewiesen, d. h., dass K5 nicht kontextfrei
ist. 0O

Die néchste Folgerung besagt, dass von einer Stelle an hinsichtlich der Wortlédnge in
einer kontextfreien Sprache nur noch Liicken von beschrankter Grofle auftauchen.

Folgerung 1.11 FEs sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es Konstanten k und k'
derart, dass zu jedem Wort z € L mit |z| > k ein Wort 2’ in der Sprache L so ezistiert,
dass

|z| < || < |z + K

gilt.

Beweis. Es seien L eine kontextfreie Sprache und k die nach Satz c) existierende
Konstante. Wir setzen k' = k + 1. Fiir ein Wort z, dessen Lange grofier als k ist, gibt es
nach Satz[1.7c) eine Zerlegung z = wvwzy mit jvwz| < k, jvz| > 0und 2’ = uww?wr?y € L.
Offensichtlich gilt

2| < 2| + |va| = || < |z] + Jowz| < |z[ + & < [2] + K,
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Wir wollen die ,,Dichtheit* beziiglich der (eindimensionalen) Lénge noch etwas ver-
feinern, indem wir statt der Lénge den (mehrdimensionalen) Parikh-Vektor eines Wortes
betrachten. Dazu geben wir zuerst den Begriff einer semi-linearen Menge in einem linearen
Vektorraum iiber den reellen Zahlen an.

Definition 1.12
i) FEine Teilmenge M des R™ heifit semi-affin, falls es eine natirliche Zahl r sowie
Vektoren x € N™ und y; € N*, 1 < 5 <1 so gibt, dass

M:{Q+Zaj&

i=1

ajENfu'rlgjgr}

qgilt.
ii) Eine Teilmenge des R™ heif$t semi-linear, falls sie die Vereinigung von endlich vielen
semi-affinen Mengen ist.
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Ersetzt man bei der Definition der semi-affinen Menge die Forderung, dass die Koeffi-
zienten «; natiirliche Zahlen sein miissen, durch die Forderung, dass sie reelle Zahlen sein
miissen, so bilden die Vektoren einen affinen Raum (im Sinne der linearen Algebra oder
analytischen Geometrie), denn es ist die Verschiebung eines linearen Teilraumes um z.

Anschaulich bilden semi-affine Mengen ein Gitter in einem Kegel. Fiir den zweidimen-
sionalen Fall mit zwei Vektoren y; und ys ist dies in Abbildung @ gezeigt.

U1

[\ w =~ ot D ~
h | | f f h
t t t t t t

z

1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 1.2: Semi-affine Menge mit den Vektoren z = (1,1), y1 = (1,2) und yp = (2,1)

Innerhalb des Kegels gibt es folglich zu jedem Punkt der semi-affinen Menge in ,re-
lativer® Ndhe wieder einen Punkt der semi-affinen Menge. Daher verallgemeinert dieser
Begriff die Dichtheit entsprechend Folgerung |1.11

Ist M eine semi-lineare Menge, so gibt es natiirliche Zahlen m,n,ry,ry, ..., ry sowie
Vektoren z; € N*, 1 <7 <m, und y;; e N, 1 <i<m, 1 < j <r; so, dass

M:U{ﬂ‘i_zlaij%

oz,;jENfﬁrlgjgm}
i=1 j=1

gilt.
Wir ordnen nun jedem Wort {iber einem Alphabet aus n Buchstaben einen n-dimen-
sionalen Vektor zu.

Definition 1.13 Es sei V = {aq,as,...,a,} ein Alphabet. Fir ein Wort w € V* definie-
ren wir den (n-dimensionalen) Parikh-Vektor von w bez. V' durch

Ty (w) = (#a (W), F#ay (W), - .., Fa, (W) ).

Die zu einer Sprache L C V* gehiorende Parikh-Menge wird durch
mv (L) = {mv(w)|we L}

definiert.

Falls das Alphabet V' aus dem Kontext klar ist, schreiben wir nur 7 anstelle von 7y, .
Nun {ibertragen wir unter Verwendung der Parikh-Vektoren den Begriff der Semi-
Linearitét auf Sprachen.
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Definition 1.14 FEine Sprache L C V* heifit semi-linear, falls die Parikh-Menge my (L)
von L eine semi-lineare Menge ist.

Die Sprachen K; C {a,b,c}™, Ky C {a,b,c¢,d}™ und K3 C {a,b}* aus Folgerung(1.10

sind semi-linear, denn es gelten offenbar

W(Kl) = { (17 17 1) + Oé(l, 17 1) | o€ N}?

m(Ky)={(1,1,1,1) + «(1,0,1,0) + 5(0,1,0,1) |« € N, € N} und

m(K3) = {(2,0) + a(2,0) + 3(0,2) |« € N,3 € N}

U{(0,2)+a(2,0)+ 5(0,2) |a e N,f e N}.

Satz 1.15 Zu jeder semi-linearen Menge M qibt es eine requlire Grammatik G, fir die

m(L(G)) =M
qilt.
Beweis. Wir beweisen zuerst, dass jede semi-affine Menge M sich als 7(L(G)) mit eine
reguldren Grammatik G darstellen lasst. Es sei eine semi-affine Menge M durch Vektoren
T, Y1, Y2, -+, Yr aus dem R™ gegeben. Wir betrachten ein Alphabet V' = {a1,as,...,a,},
Wérter w, wy, wy, . .., w, iiber V mit 7y (w) = z und 7y (w;) = y; fiir 1 <i <r (dies kann

z.B. durch die Wahl von w = a"™ay?...a)" fir = (my, ma,...,my,) geschehen) und
die reguldre Grammatik

G=({S}hV{S—wlu{S—wS|1<i<r}S9).
Offenbar hat jede Ableitung in G die Form
S = w;S = w;,w;,S = W W, W, S = ... = Wi, W, ... W;, S = Wi, Wi, ... W;, W,
wobei k> 0 und 1 <i; <r fiir 1 <j <k gelten. Damit gilt
T(L(G)) = {m(wjwi, ... w;,w) | k>0, 1 <i; <rfirl<j<k}
= {r(w) + m(w;,) + m(wi,) +---+7m(w;,) | k>0, 1 <i; <rfirl <j<k}
={z+ys typt+- Y k>0, 1<i; <rfirl <j<k}

={£+Zaj&|aj€Nfﬁr1§j§r}
=1

=M
(v gibt an, wie oft y; unter den i\, Yiy, - - -, ¥i, vorkommt).

Eine semi-lineare Menge R ist die Vereinigung von endlich vielen semi-affinen Mengen.
Die Vereinigung von endlich vielen reguldren Sprachen ist wieder regulédr. Es sei R die
Vereinigung von semi-affinen Mengen My, M, ..., M,,. Dann gilt

R=MUM,U---UM,,
=m(L(G1)) Un(L(G2))U---Un(L(Gy))
=m(L(G1)UL(Gy)U---UL(Gy))
= 7(L(G))

fiir gewisse reguldre Grammatiken G, G1, G, ..., G,,. O
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Satz 1.16 Jede konteztfreie Sprache ist semi-linear.

Beweis. Es sei L eine kontextfreie Sprache, und es sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie
Grammatik mit L(G) = L. Fiir eine Teilmenge U von N \ {S} sei Ly die Menge aller
Worter iiber T, fiir die ein Ableitungsbaum bez. G existiert, in dem nur Knoten aus
U U {S} vorkommen und fiir jedes X € U U {S} auch ein mit X markierter Knoten in
dem Baum existiert. Ferner sei u = #(U) + 1. Offensichtlich gilt

L=LG)= |J Lv

UCN\{S}

und damit auch

(L) = |J mr(Lv).

UCN\{S}

Da aus der Definition semi-linearer Mengen als endliche Vereinigung semi-affiner Mengen
sofort folgt, dass die Vereinigung semi-linearer Sprachen wieder eine semi-lineare Sprache
ist, reicht es zum Nachweis der Semi-Linearitdt von L zu zeigen, dass Ly fiir jede Menge
U C N\ {S} semi-linear ist.

Wir bezeichnen mit H die Menge aller Worter aus L, fiir die ein Ableitungsbaum B
mit folgenden Eigenschaften existiert:

e die Wurzel von B ist mit S markiert,

e alle und nur die Elemente aus U U {S} kommen als Markierung innerer Knoten
von B vor,

e jedes Element aus U U {S} kommt in jedem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt
hochstens u-mal als Markierung in B vor.

Nach Definition gilt offenbar H C L. Wir setzen
H1 = 7TT(H) .

Fiir jedes Y € U U {S} bezeichnen wir mit Hy die Menge aller Worter w mit folgenden
Eigenschaften:

o w e T*{Y}T* (d.h. w enthdlt bis auf ein Vorkommen des Nichtterminals Y nur
Terminale),

e es gibt zu w einen Ableitungsbaum B’ mit folgenden Eigenschaften:

— die Wurzel von B’ ist mit Y markiert,
— nur Elemente aus U U{S} kommen als Markierung innerer Knoten von B’ vor,

— jedes Element aus U U {S} kommt in jedem Pfad von der Wurzel zu einem
Blatt hochstens u-mal als Markierung in B’ vor.
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Y

1T .. XY Y1Y2 - - Ym
Abbildung 1.3: Ableitungsbaum fiir ein Wort aus Hy

Die Ableitungsbaume fiir Elemente aus Hy haben die Gestalt aus Abbildung mit

T1,T2y -3 Tpy Y1, Y2, - - - Ym eT.
Wir setzen

Hy = {mp(vivg) | v1,v0 € T, 11)Yvy € Hy, Y € UU{S}}.

Wegen der dritten Forderung an die Ableitungsbdume fiir Worter aus H und Hy, sind
die Mengen H; bzw. H, endliche Mengen. Es seien

Hy ={z1,29,...,2,} und Hy = {y1,%2,. .., Ys} -

Wir setzen

K:U{ﬂJrZoz]&

i=1 j=1

ajENfﬁrlgjgs}.

Nach Definition ist K eine semi-lineare Menge. Daher reicht es zu zeigen, dass K = mr(Ly)
gilt.
K C 7p(Ly). Wir gehen beim Beweis induktiv iiber den Aufbau von K vor.

Induktionsanfang: Es sei x € H;. Dann gibt es nach Definition von H; ein Wort w aus
H C Ly mit mp(w) = z. Damit ist z € mp(Ly).

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass aus der Beziehung x; + > 7_, ajy; € mr(Ly) auch die
Relation (z; +>77_; a;y;) + yx € mr(Ly) fiir 1 <k < s folgt.

Es sei w € Ly ein Wort mit mp(w) = T+ D5, a;y;. Dann gibt es einen Ableitungs-
baum B” fiir w, in dem alle und nur die Elemente aus U U {S} vorkommen. Ferner sei
v = v1Y vy ein Wort aus Hy mit mr(vive) = yx. Dann gibt es fiir v einen Ableitungs-
baum B"” der Form aus Abbildung mit vy = 12 ... 2, und v = Y1Ya . .. Ym. In B”
gibt es einen Knoten Y. Es sei By jener Teilbaum von B”, der diesen Knoten Y als Wur-
zel hat. Wir schneiden nun By aus B” heraus, ersetzen ihn durch B” und fiigen dann an
das dadurch entstehende Blatt Y den Baum By wieder an. Die Abbildung zeigt das
Vorgehen schematisch.

Nach Definition der Menge Hs (oder besser von Hy ) erfiillt der so entstehende Ab-
leitungsbaum wieder alle Bedingungen fiir Baume zu Wortern aus L. Damit gehort das
Wort z, das die Blétter ergeben, zur Menge L. Ferner gilt

mr(2) = mp(w) + 7r(vive) = (z; + Z ozj&) + Yk -
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S S
Y Y
By
U1 Y (%)
By

Abbildung 1.4: Induktionsschritt beim Beweis von K C wp(Ly)

Damit ist die Behauptung gezeigt.

mr(Ly) € K. Wir beweisen diese Aussage iiber die Grofle der Ableitungsbaume fiir
die Worter aus L.

Induktionsanfang: Der Ableitungsbaum zu w € Ly enthalte fiir jedes X € U U {S}
hochstens w Markierungen mit X. Dann gehort w zur Menge H und folglich liegt mr(w)
in Hy. Damit liegt 77 (w) auch in K (man wéhle alle Koeffizienten «a;; = 0).

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass fiir ein Wort w € Ly, dessen Ableitungsbaum B von
einem Element X € U U{S} in einem Pfad mindestens u + 1 Vorkommen als Markierung
enthélt, m7p(w) € K gilt, wenn fir alle Worter v € Ly, fiir die ein Ableitungsbaum B’ mit
weniger Knoten als B existiert, bereits mp(v) € K gilt.

Wir betrachten einen Pfad, in dem mindestens u+1 Vorkommen von X sind. Wir wéh-
len u+1 Vorkommen aus und bezeichnen diese vom Blatt ausgehend mit X7, Xs, ..., Xy 11.
Weiterhin bezeichnen wir mit B; den Teilbaum von B, der X; als Wurzel hat, und mit
N; die Nichtterminale, die in B; vorkommen. Da B; ein Teilbaum von B, fiir 1 <i <wu
ist, haben wir N; C N, fiir 1 <7 < wu. Da N nur u Elemente hat und natiirlich N; C N
fir 1 <i < w41 gilt, gibt es ein j mit 1 < j < u derart, dass N; = N;4; gilt. Wir
streichen nun in B zuerst den Baum B;;; und ersetzen ihn durch B;. Die Situation ist in
Abbildung dargestellt.

Der so entstehende Baum B’ ist erneut ein Ableitungsbaum fiir ein Wort v in L, da
die Menge der als Markierung vorkommenden Nichtterminale sich nicht dndert. Da B’
offenbar weniger Knoten als B hat, liegt 77(v) nach Induktionsannahme in K, d. h.

7 (v) :ﬂ+zaj& fir gewisse o € N;1 <5 <'s.
j=1

Wir betrachten nun den Baum B”, der aus Bj; entsteht, indem wir alle Knoten
von B; mit Ausnahme der Wurzel von B, streichen. Die Blétter von B” ergeben von links
nach rechts gelesen ein Wort x Xy mit xy € T™.

Wir nehmen nun an, dass jeder Pfad in B” von der Wurzel zu einem Blatt von jedem
X' € UU{S} hochstens u Vorkommen von X’ enthélt. Dann ist Xy in Hx und damit
mr(vy) € Hy, sagen wir mp(zy) = yi. AuBerdem gilt

mr(w) = mp(v) + mr(zy) = (2 + ZOKj&) + Uk
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B/

Abbildung 1.5: Induktionsschritt beim Beweis von 77 (Ly) C K

womit 7r(w) € K gezeigt ist.

Sollte B” einen Pfad enthalten, in dem es u+ 1 Vorkommen von X’ € UU{S} gibt, so
betrachten wir diese Vorkommen und iterieren den Prozess. Da die Baume hierbei immer
kleiner werden, wird die Situation der Zugehorigkeit zu einem Hy einmal erreicht, womit
der Induktionsschritt vollzogen werden kann. O

Folgerung 1.17 Fine Sprache L dber einem Alphabet aus genau einem Buchstaben ist
genau dann kontextfrei, wenn sie requldr ist.

Beweis. Es sei a der einzige Buchstabe des Alphabets. Dann besteht zwischen dem Wort a”
und dem zugehorigen Parikh-Vektor (p) eine eineindeutige Beziehung. Daher sind die
Gleichheiten 74y (L1) = 7(ay(L2) und Ly = Ly dquivalent.

Es sei nun L eine kontextfreie Sprache. Nach Satz ist (L) semi-linear. Folglich
gibt es nach Satz eine reguldre Grammatik G mit 7(L(G)) = 7(L). Nach Obigem
gilt also auch L(G) = L. Somit ist L eine regulére Sprache.

Wir haben also gezeigt, dass jede kontextfreie Sprache iiber einem einelementigen
Alphabet auch regulér ist. Aus der Definition der Sprachtypen folgt aber sofort, dass jede
reguldre Sprache kontextfrei ist. Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Waéhrend entsprechend Satz kontextfreie Sprachen semi-linear sind, gibt es kon-
textabhingige Sprachen, die nicht semi-linear sind. Um dies zu sehen, betrachten wir die
Sprache

L = {ba*bb | n > 0},
die von der monotonen Grammatik

G = ({S,A,B,B C},{a,b},P,>S)
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mit

P ={S — bB'Ab, bB' — bB, BA — AAB, Bb— B'b, AB' — B'A}
U{bB' — bC, CA — aC, Cb— bb}

erzeugt wird (den Beweis hierfiir {iberlassen wir dem Horer/Leser). Wegen Satz [1.9|ist L
also kontextabhéngig. Angenommen, L wire semi-linear. Dann gibt es natiirliche Zahlen
m,T1,T2, ..., Ty und zweidimensionale Vektoren z;, 1 < 7 < m, und y;;, 1 <@ < m,
1 <5 <r;so, dass o

m T

(L) :U{&JFZ%‘%

i=1 j=1

ozlJENfurlﬁjgrl}

gilt. Wir stellen erst einmal fest, dass z; = (z;,3) und y;; = (95,0) fiir 1 < i < m und
1 <7 <r; gelten muss. Wir setzen o

p:max{max{xﬂlgigm}, max{yij|1§i§m,1§j§m}}

und betrachten ein Wort ba?'bb € L mit 2¢ > p. Dann gibt es ein i, 1 < i < m, und
Koeffizienten o;, 1 < j < r;, derart, dass

T
29 =m; + E QijYij
=1

gilt. Da 29 > p > x; ist, gibt es ein j mit «;;y;; > 0. Wir betrachten nun ein Wort z € L
zum Vektor

w=zi+ (D cuy) + -
j=1

Offensichtlich haben wir wegen 7(z) = u, z € L und y;; > 0 die Beziehungen
21 < 27+ y;; = #4(2) und #4(2) =27+ y;; <29+ p < 27 429 = 2971

Dies widerspricht aber der Tatsache, dass nach Definition von L die Anzahl der Vor-
kommen von a in z eine Potenz von 2 sein muss. Damit ist nachgewiesen, dass L nicht
semi-linear ist.

Wir ergénzen nun die Abschlusseigenschaften von der Familie der kontextfreien Spra-
chen.

Es seien X und Y zwei Alphabete. Unter einem Homomorphismus A von X* in Y* ver-
stehen wir eine Funktion von X* in Y*, die der Bedingung h(wjwsy) = h(w;)h(ws) gentigt.
Offensichtlich reicht es zur Angabe eines Homomorphismus, die Bilder der Buchstaben
von X zu kennen, da fiir ein Wort w = ajay...a, wegen der Homomorphieeigenschaft
h(w) = h(ay)h(az)...h(a,) gelten muss. Fir Sprachen L C X* L' C Y* und einen
Homomorphismus A : X* — Y* setzen wir

h(L) = {h(w) |we L} und AN (L) = {w]|h(w) e L'}.
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Satz 1.18 Die Klasse L(CF') ist abgeschlossen unter Vereinigung, Durchschnitten mit
requldren Sprachen, Produkt (Konkatenation), Kleene-Abschluss, Homomorphismen und
inversen Homomorphismen.

Beweis. Die Abgeschlossenheit unter Vereinigung, Produkt und Kleene-Abschluss wurde
schon in der Vorlesung zur Theoretischen Informatik gezeigt. Hier beweisen wir nur den
Abschluss unter Homomorphismen und Durchschnitten mit reguldren Sprachen, da wir
diese Eigenschaften im Folgenden benutzen; bez. der Abgeschlossenheit unter inversen
Homomorphismen verweisen wir auf [7].

Es sei L eine kontextfreie Sprache. Aus der Vorlesung zur Theoretischen Informatik
wissen wir, dass es einen Kellerautomaten A; gibt, der L akzeptiert. Ferner sei R eine
reguldre Menge. Fiir diese gibt es einen endlichen Automaten Ag, der R akzeptiert. Es
seien Z; und Zp die Zustandsmengen, z;, und zi die Anfangszustande sowie F;, und Fg
die Menge der akzeptierenden Zusténde dieser Automaten. Wir konstruieren dann einen
Kellerautomaten mit der Zustandsmenge Z;, x Zg, dem Anfangszustand (zr, zg) und der
Menge F, x Fr der akzeptierenden Zusténde, der auf der ersten Komponente der Zustédnde
und bei der Verdnderung des Kellers wie Ay, arbeitet und sich auf der zweiten Komponente
bei jedem Leseschritt des Kellerautomaten wie Ag verhélt. Erreicht dieser Automat einen
Zustand aus Fj, X Fr und ist die Akzeptanzbedingung hinsichtlich des Kellers erfiillt, so
liegt das gelesene Wort sowohl in L als auch in R. Somit akzeptiert dieser Kellerautomat
die Sprache L N R. Damit ist L N R als kontextfrei nachgewiesen.

Es seien L eine kontextfreie Sprache und G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik
mit L(G) = L. Ferner sei h : X* — Y* ein Homomorphismus. Wir erweitern o auf
(X UN)* indem wir h(A) = A fiir A € N setzen. Wir konstruieren nun die kontextfreie
Grammatik G’ = (N, Y, P’,S) durch Setzen von P’ = {A — h(w) | A — w € P}. Mittels
vollstdndiger Induktion iiber die Lénge der Ableitung kann man leicht nachweisen, dass
S == z genau dann eine Ableitung in G ist, wenn S == h(z) eine in G’ ist. Damit
gilt L(G") = {h(z) | z € L(G)}. Folglich gilt L(G") = h(L). Also ist gezeigt, dass h(L)
kontextfrei ist. O

Abschlieflend geben wir ein paar Bemerkungen zum Mitgliedsproblem fiir kontextfreie
Grammatiken, das durch

Gegeben: kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S), Wort w € T+
Frage: Liegt w in L(G)?

gegeben ist. Hierfiir gilt der folgende Satz.

Satz 1.19 Das Mitgliedsproblem fiir eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P,S) und
ein Wort w € T™ ist in der Zeitschranke O(|w|? - #(P)) entscheidbar.

Es seien GG eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und w = aqas .. . a, ein
Wort mit a; € T fiir 1 < ¢ < n. In dem in der Vorlesung zur Theoretischen Informatik
vorgestellten Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus werden Mengen V; ; mit 0 <i < j <n
wie folgt berechnet: V1, = {A| A€ N, A — q; € P} fir 1 <i < n. Sind dann fiir
i < k < j die Mengen V; ;, und V; ; bereits definiert, so setzen wir

Vij={A|AeN, A—BCecP, BeV,y, CeVy,, i<k<j}
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Es wurde bewiesen, dass
‘/;'J = {A ’ AG N7 A:*>ai+lai+2---aj}

gilt. Damit ergibt sich, dass w genau dann in L liegt, wenn S € V;,, gilt.
Da es hochstens n Moglichkeiten fiir £ gibt und fiir jede Zahl £k alle Regeln von P
durchzumustern sind, kann jede Menge V; ; in #(P) - n Schritten konstruiert werden. Da
(n+1) n?(n+1)

insgesamt 5~ Mengen zu konstruieren sind, ergibt sich damit ein durch #(P) 5

nach oben beschrankter Gesamtaufwand.

1.2. Schwach kontextabhingige Grammatikklassen

Wir zeigen zuerst, dass kontextfreie Sprachen nicht ausreichen, alle Aspekte und Phéno-
mene natiirlicher Sprachen zu beschreiben. Wir weisen dafiir nach, dass die Menge DS
der Satze der deutschen Sprache nicht kontextfrei ist. Dazu betrachten wir die Sétze

Maria und Jonas sind eine Frau bzw. ein Mann.
Maria, Jonas und Willi sind eine Frau, ein Mann bzw. ein Mann.
Maria, Jonas, Willi und Jenny sind eine Frau, ein Mann, ein Mann bzw. eine Frau.

Wenn wir die Menge aller Vornamen, die in der deutschen Sprache vorkommen, mit Vor-
name und die Menge {ein Mann, eine Frau} mit Person bezeichnen, so liegen alle Sitze
dieser Form in der regulédren Menge

R = (Vorname,)* Vorname und Vorname sind (Person,)* Person bzw. Person.

Es gilt sogar, dass alle diese Sétze die Menge DS N R bilden. Nehmen wir an, dass die
deutsche Sprache eine kontextfreie Menge ist, so ist nach Satz auch DS N R, also die
Menge aller dieser Sétze kontextfrei. Wir betrachten nun den Homomorphismus A mit

a falls x ein weiblicher Vorname oder z die Wortgruppe eine Frau ist,
h(z) = < b falls x ein ménnlicher Vorname oder = die Wortgruppe ein Mann ist,
A sonst.

Beachten wir, dass obige Sétze nur korrekt sind, wenn die Anzahl der Vorkommen von
Vornamen und von Wortgruppen eine Frau und ein Mann {ibereinstimmen, jedem weibli-
chen Vornamen jeweils ein eine Frau entspricht und jedem ménnlichen Vornamen jeweils
ein ein Mann entspricht, so ergibt sich

h(DSNR) = {ww | w € {a,b}"}.

Da DS N R nach unserer Annahme kontextfrei ist, ist nach Satz auch h(DS N R)
kontextfrei. Dies widerspricht aber Folgerung [I.10] Daher muss unsere Annahme falsch
sein, d.h. die deutsche Sprache ist nicht kontextfrei.

Dieses Beispiel ist nicht vollig befriedigend, da es semantische Aspekte wegen der gefor-
derten Gleichheit des Geschlechts der durch den Vornamen bezeichneten Person und eine
Frau bzw. ein Mann benotigt. Analoge Beispiele, die nur die Syntax beriicksichtigen, gibt

es aber in anderen Sprachen. Wir geben hier ein Beispiel aus einem schweizerdeutschen
Dialekt:
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Jan sait das mer em Hans halfed.
(Jan sagt, dass wir Hans halfen.)

Jan siit das mer em Hans es Huus hélfed aastriiche.
(Jan sagt, dass wir Hans halfen, das Haus zu streichen.)

Jan sdit das mer d’chind em Hans es Huus I6nd halfed aastriiche.
(Jan sagt, dass wir den Kindern erlaubten, Hans zu helfen, das Haus zu streichen.)

Auch hier erhalten wir analog zu Obigem durch Durchschnittsbildung mit einer regu-
laren Menge und mit einem passenden Homomorphismus die nicht-kontextfreie Sprache
{ww | w e {a,b}"}.

Die verschrinkten Abhéngigkeiten konnen weiter gesteigert werden, so dass auch Sétze
folgender Form zuléssig sind:

Jan sdit das mer (Akkop;)™ (Datop;)™ es Huus
hand wele (Akkye)™ (Datyen)™ aastriiche.

(Jan sagt, dass wir (Akkop; Akkyen)™ wollten,
(Datop;j zu Datvyers)™, das Haus zu streichen.)

Dabei stehen Akk und Dat fiir Akkusativ bzw. Dativ sowie Obj fiir Objekt. In solchen
Konstruktionen miissen genau so viele Objekte im Akkusativ/Dativ vorkommen wie Ver-
ben, die den jeweiligen Kasus verlangen. Auflerdem muss die Reihenfolge in dem Sinne
iibereinstimmen, dass das i-te Objekt in dem Kasus steht, den das i-te Verb verlangt.
Durch Durchschnittsbildung mit einer reguléiren Menge und Anwenden jenes Homomor-
phismus, der ein Akkusativ-Objekt auf a, ein Dativ-Objekt auf b, ein Akkusativ erfor-
derndes Verb auf ¢, ein Dativ erforderndes Verb auf d und alles andere auf A abbildet,
erhalten wir die Sprache { a"0™c"d™|n > 1, m > 1}, die ebenfalls nicht kontextfrei ist.

Ein weiteres Beispiel zeigt, dass auch die englische Sprache nicht kontextfrei ist. Die
folgenden Sétze sind grammatikalisch richtig:

Alice and Bob achieved marks A and B in Mathematics and Biology, respectively.
Alice, Bob, and Mary achieved marks A, B, and A in Mathematics, Biology, and Che-
mistry, respectively.

Alice, Bob, Mary, and Tom achieved marks A, B, A, and C in Mathematics, Biology,
Chemistry, and Spanish, respectively.

Werden ein Vorname auf a, eine Note auf b, ein Fach auf ¢ und alles andere auf A
abgebildet, so erhalten wir aus allen Sétzen der obigen Form die Sprache { a"b"¢" |n > 1 }.

Um also eine natiirliche Sprache umfassend durch eine Grammatik beschreiben zu
konnen, miissen wir Sprachklassen betrachten, die die kontextfreien Sprachen aber auch
nicht-kontextfreie Sprachen enthalten. Aus der Chomsky-Hierarchie kéime hier als erstes
die Menge der kontextabhéngigen Sprachen in Frage. Diese hat aber einige sehr schlechte
Eigenschaften, z. B.

e fiir kontextabhingige Grammatiken ist das Mitgliedsproblem mindestens NP-hart,
d. h. jedes in NP liegende Problem lisst sich in polynomialer Zeit auf das Mitglieds-
problem transformieren,
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o fiir kontextabhingige Grammatiken sind das Leerheits- und das Endlichkeitsproblem
unentscheidbar,

e L(CS) enthilt Sprachen, die nicht semi-linear sind, genauer gesagt, bei denen hin-
sichtlich der Wortldnge beliebig grofie Liicken auftreten.

Daher erweist sich bereits die Klasse £(CS) als zu umfangreich fiir die Beschreibung
natiirlicher Sprachen. Ziel soll es also sein, eine Klasse von Grammatiken zu definieren, die
zum einen einige nicht-kontextfreie Sprachen erzeugt, z. B. {ww |w € {a,b}" }, da diese
Sprachen sich als wichtig fiir natiirliche Sprachen erwiesen haben (siehe oben), zum ande-
ren aber moglichst viele positive Eigenschaften kontextfreier Grammatiken hat. Solch eine
Klasse wurde von ARAVIND K. JOSHI und anderen zur folgenden Definition spezifiziert
(siehe u.a. [10, 12]).

Definition 1.20 Fine Klasse G von Grammatiken heifit schwach kontextabhéngig, wenn
sie folgende Bedingungen erfillt:

e Ju jeder kontextfreien Sprache L gibt es eine Grammatik G € G, die die Sprache L
erzeugt.
Diese Forderung wird erhoben, um eine Anreicherung der kontextfreien Sprachen zu
erreichen. Sie ist aber nicht durchgéngig einsichtig, da es auch kontextfreie Sprachen
gibt, deren Struktur nicht unbedingt das Verhalten natiirlicher Sprachen erfasst; dies
gilt z. B. fiir die Dyck-Sprache der korrekt geklammerten Ausdriicke (bei Reduktion
auf die Klammern), die durch G = ({S},{[,]},{S — S5,8 — [5].S — []},S)
erzeugt wird.

e Fir die drei Sprachen Ky, Ky und K3 (siehe Folgerung gibt es in G Gramma-
tiken Gl, G2 und G3 mit L(G1> == Kl, L(Gg) = K2 und L(Gg) == Kg.
Diese Forderung wird erhoben, weil es gewisse Teile von Sprachen gibt, die im We-
sentlichen die Struktur von einer der Sprachen K, Ky oder K3 aufweisen (wie wir
oben gezeigt haben). Daher erfordert die Modellierung dieser Aspekte die Erzeug-
barkeit dieser Sprachen.

o Fir jede Grammatik G € G ist L(G) semi-linear.
JOsHI hatte urspriinglich die schwéchere Forderung erhoben, dass eine Konstante &
derart existiert, dass fiir jedes hinreichend lange Wort w aus der Sprache ein anderes
Wort w’ in der Sprache liegt, dessen Lénge sich von der von w hoéchstens um k&
unterscheidet (siche Folgerung [1.11). Diese Forderung ist sinnvoll, da es hinsichtlich
der Lénge von Sétzen einer natiirlichen Sprache sicher keine beliebig grofien Liicken
gibt.

e Das Mitgliedsproblem ist fiir Grammatiken aus G in polynomialer Zeit entscheidbar.
Da der Mensch die syntaktische Korrektheit eines Satzes sofort erkennt, ist es natiir-
lich zu verlangen, dass dies in relativierter Form auch fiir schwach kontextabhéngige
Grammatiken gelten soll.

Wir werden in den folgenden Abschnitten einige Ansétze zum Gewinnen schwach kon-
textabhéngiger Grammatikklassen diskutieren.
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1.3. Indizierte Grammatiken

1.3.1. Definition, Beispiele und Eigenschaften

Als ersten Kandidaten fiir eine schwach kontextabhéngige Grammatikklasse betrachten
wir die indizierten Grammatiken, die 1968 von ALFRED AHO in der Arbeit [I] eingefiihrt
wurden. Die Idee besteht dabei darin, durch einen Index, der mit einem Nichtterminal
assoziiert wird, die Historie der Ableitung dieses Nichtterminals zu speichern.

Definition 1.21
i) FEine indizierte Grammatik ist ein Quintupel G = (N, T, I, P,S), wobei

~ N, T und S wie bei einer Regelgrammatik bestimmt sind,

— I eine endliche Menge ist und jedem 1 € I eine endliche Menge P; von Regeln
der Form A — w mit A€ N undw € (NUT)" zugeordnet ist, und

~ P eine endliche Menge von Regeln A — w mit A € N und w € (N[*UT)™"
18t.

ii) Es seien G = (N,T,1,P,S) eine indizierte Grammatik und x und y zwei Worter
aus (NI* UT)*. Wir sagen, dass y aus x durch einen Ableitungsschritt entsteht
(oder x erzeugt y in einem Ableitungsschritt, geschrieben als x = y), wenn eine
der beiden folgenden Situationen @ oder @ zutrifft:

® — x=x1ABxes mit A€ N, p el xy,29 € (NI*UT)*,
- A= X151 XoBs. . . XiBy € P mit X; € NUT sowie 5 € I fiir X; € N
und B; = X fir X; €T,1 <75 <k und
—y = o XimXoye. .. Xpywe mit v; = B0 fir X; € N und vy, = X fir
X, €T, 1<j<k,
oder

@ — x=x1Aifzy mit A€ N, i€l, fel* x1,09 € (NI*UT)*,
- A-XXo.. . Xp €, mit X; €e NUT fiirl <j <k und
—y =1 Xin1XoYe ... Xpyewe mit v; = B fiir X; € N und v; = X fir X; €T,
1<j<k.

Mit = bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschluss von =,
iii) Die von einer indizierten Grammatik G = (N, T, 1, P, S) erzeugte Sprache ist durch

LG)={z|S==zund z € T"}

definiert.

Die Elemente aus I werden Indices genannt. Wéhrend des Ableitens ist jedes Nicht-
terminal mit einem Wort iiber I, also einer Indexfolge versehen, die beim Ableiten wie ein
Keller bearbeitet wird, wobei der jeweilige erste Index der Folge dem obersten Element
im Keller entspricht. Die Indexfolge hinter einem Nichtterminal A speichert in gewisser
Weise die Ableitungsschritte, die zum Nichtterminal A fiithrten, da sie bei einem Ablei-
tungsschritt unter Anwendung einer Regel aus P an alle nachfolgenden Nichtterminale
iibergeben wird. Die Regeln aus P; dienen dazu, die Indices wieder abzubauen, denn bei
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Anwendung einer Regel aus P; wird der Index 7 gestrichen; allerdings kann dies nur erfol-
gen, wenn ¢ der erste Index in der Indexfolge ist.
Anstelle von Aiyiy . ..is € NI* werden wir zukiinftig Afiyis . .. 5] schreiben.

Mit L£(I) bezeichnen wir die Menge der Sprachen, die von indizierten Grammatiken
erzeugt werden.

Wir geben nun einige Beispiele fiir indizierte Grammatiken und die von ihnen erzeugten
Sprachen an.

Beispiel 1.22 Wir betrachten die indizierte Grammatik

G1=({S,A, B}, {a,b,c}, {1,2},{S — aA[l]c, A — aA[2]c, A — B}, S5)
mit den assoziierten Regelmengen

P ={B—b} und P,={B — Bb}.

Die Ableitungen bez. GG sind alle von der folgenden Form; sie varieren nur im Para-
meter n:

S = aA[l]c = aaA[21]cc = aaaA[221]ccc = - -+ = a" A[2" '1]c"
a"B[2" M]c" = a"B[2" 1|bc" => - = a"B[21]b" 2"
— a"B[1])" " = a"b"c".
Dabher gilt
L(Gy) ={a"V"" |n>1} = K.

Wir modifizieren die Grammatik GG, zur Grammatik G, indem wir zum Terminalal-
phabet noch den Buchstaben d hinzufiigen,

P, ={B —db} und P,={B — dBb}
setzen und die anderen Komponenten von (G nicht dndern. Es ist dann offensichtlich
L(Gsy) = {a"d"b"c" | n > 1},

d. h. wir haben nicht nur die gleiche Anzahl von drei sondern von vier Buchstaben.

Als néchstes betrachten wir die indizierte Grammatik
Gs = ({S,A,B,C},{a,b,c,d, e}, {1,2},{S — aA[lle, A — aA[2]e, A — BC},5)
mit
P, ={B —b,C — cd} und Py = {B — Bb,C — cCd}.

Die typische Form eines Ableitungsbaumes in (3 ist in Abbildung gegeben. Daran
sieht man sofort, dass

L(G3) = {a™b"c"d"e" | n > 1}
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Abbildung 1.6: Ableitungsbaum beziiglich der Grammatik G3 aus Beispiel

gilt.
Die indizierte Grammatik

G4 = ({S, A, Al, AQ, e 7An}7 {al, asg, . .. ,an}, {]_, 2}, P, S)
mit den Regelmengen

Rqsﬁm]AHM]AHA& An Y,

U{A — a; } und Py = U{A — Aja; }

erzeugt die Sprache

L(Gy) ={al"ad ...a) |m >1}.
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Im Folgenden wollen wir die Regelmengen P; mit ¢ € I in die Menge P integrieren; wir
schreiben fir A — w € P; dann einfach A[i] — w. Dadurch lassen sich alle Bestandteile
fiir Ableitungen innerhalb von G angeben.

Beispiel 1.23 Es sei die indizierte Grammatik
Gs = ({S,A,B,C}, {a,b,c,d}, {1,2}, P,S)
mit
P={S— A[lld, A— A]2ld, A— aBc, B— aBc, B— C, C[1] = b, C[2] — Cb}

gegeben. Die moglichen Ableitungen haben alle die folgende Form, wobei sie nur hinsicht-
lich der Parameter n und m variieren:

S = A[l]ld = A[21]dd = A[221)ddd = --- = A[2" *1]d"
= aB[2" '1]cd" = aaB[2" "]ccd” = - -+ = a™B[2" '1]"d"
— a"C2" 1]"d" = a™C[2" 1]bc"d" = - = a"C[21]b" 2" d"
= a"CO1p" md" = a"b" " d" .
Folglich ergibt sich
L(G5) ={a™b"c™d" |In>1, m>1} = Ky
Beispiel 1.24 Wir betrachten nun die indizierte Grammatik
Ges = ({S, A, B},{a,b},{a,b,da’, b}, P,S)
mit
P={A—B}u |J {S—zA[)], A— zAz], Bl'] -z, Blz] - Bz}.
ze{a,b}
In diesem Fall ergeben sich Ableitungen der folgenden Form

S = 1 A[r]] = mm At = - = 110w AT, - 20
= 1Ty ... Ty BlxnTp 1 ... 220} = 1109 ... 2, Blrn_ 1%, o ... 2271y
= = T1Ty... T, Blraxt w3y . 1 = 129 .. 2, By |z .. 1y

= T1To...TyT1T2 ... Ty
mit z; € {a,b} fiir 1 <i<n, woraus
L(Gg) = {ww | w € {a,b} "} = Kj
folgt.

Nach den vorstehenden Beispielen sind wir also in der Lage, jede der Sprachen K,
K5 und K3 zu erzeugen. Offensichtlich lasst sich aber auch jede kontextfreie Sprache
erzeugen, denn die kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) und die indizierte Grammatik
G = (N,T,{1},P,S) mit P, = ) erzeugen die gleiche Sprache, da die Indices nicht
wirklich benutzt werden. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich der folgende Satz.
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Satz 1.25 L(CF) C L(I). O

Wir geben nun eine Normalform fiir indizierte Grammatiken an. Sie besagt, dass mit
Ausnahme der Regeln, die Indices einfithren oder streichen, eine Grammatik in Chomsky-
Normalform vorliegt und die Regeln, die Indices einfithren bzw. streichen, linear sind.

Definition 1.26 Eine indizierte Grammatik G = (N,T,I,P,S) heifst in Normalform,
wenn die Regeln alle von der Form

A — BC, A— BJi], Ali] = B oder A—a mit AAB,CeN, acT,icl
sind.

Satz 1.27 Zu jeder indizierten Grammatik G gibt es eine indizierte Grammatik G' derart
in Normalform, dass L(G") = L(G) gilt.

Beweis. Es sei G = (N, T, I, P,S) eine indizierte Grammatik. Wir konstruieren zuerst eine
Grammatik G” = (N”,T,1, P",S) durch folgendes Vorgehen: Es sei

P={Ali| —w|A€N, iel, |w|>2}CP.

Fiir eine Regel p = Ali] — w € P konstruieren wir die Regeln p’ = Afi] — A, und
p" = A, — w, wobei A, ein zusétzliches Nichtterminal ist. Wir setzen nun

N"=NU{A,|pe€ P},
P’ = (P\?) U U{p/7p//} .
peP
Da auf jede Anwendung von A[i] — A, eine Anwendung von A, — w folgt (vielleicht erst

ein paar Ableitungsschritte spéter), ergibt sich zusammen die Ableitung Afi] == w mit
der richtigen Indexiibergabe. Folglich gilt offenbar L(G") = L(G).
Ausgehend von der Grammatik G” konstruieren wir nun eine indizierte Grammatik

G' = (N',T,1,P,S) wie folgt:

e Fiir jede Regel A — B in P” mit A, B € N” wird zu jeder Regel B — w € P”
die Regel A — w zu P” hinzugenommen. Die Regel A — B wird daraufhin aus der
Menge P” entfernt.

e Jede Regel A — a aus P" mit A € N” und a € T wird in die Menge P’ {ibernommen.

e Fiir jede Regel A — Xj|aq|Xalaw] ... Xi[ag] mit £ > 2 (und o; = A fiir X; € T)
aus P” nehmen wir zum einen in P’ die Regeln

A — B\Cy, Cy — By(y, ..., Cp_3 — By_9Cy_a, Ch_g — By_1By

auf, wobei B; = X gilt, falls X; ein Nichtterminal und der Index «; leer sind, und alle
anderen B; sowie C7, (Y, ..., Cy_s neue zusitzliche Nichtterminale sind, und fiigen
zum anderen die Regel B; — X;|oy] fiir jedes neue Nichtterminal B; # X; in eine
Menge P ein (die so gewonnenen Regeln simulieren nacheinander angewandt die
Anwendung der Ausgangsregel, und die Anwendung der Regel A — B;C} impliziert,
dass auch die anderen Regeln angewendet werden miissen).
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e Fiir eine Regel A — Bliqis . .. 4] aus P” oder P fiigen wir in P’ die Regeln
A — Dylig], Dk — Dy_1lig—1], Dy—1 — Dyg—s[ix—2],..., D3 — Dslis], Dy — Bli1]

mit neuen Nichtterminalen Dy, D3, ..., Dy ein (erneut wird durch das sukzessive
Anwenden dieser Regeln die Ausgangsregel simuliert, und die Anwendung der ersten
neuen Regel erfordert die vollstdndige Simulation).

Damit hat jede Regel aus P’ eine der in der Normalform zugelassenen Formen. Wir wih-
len als N’ die Vereinigung aus /N und der Menge aller bei der Konstruktion der Regeln
in P’ neu hinzu genommenen Nichtterminale. Auf Grund der obigen Bemerkungen zu
den einzelnen Schritten ergibt sich auch noch L(G') = L(G") = L(G), womit der Satz

bewiesen ist. O

Nach Satz und den Beispielen [1.22|—[1.24] sind die beiden ersten Forderungen an
eine schwach kontextabhéngige Grammatikklasse erfiillt. Fiir die Semi-Linearitét betrach-
ten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 1.28 Es sei die indizierte Grammatik
Gr ={{S, A, B},{a},{1,2},{S — A[l], A — A[2], A — B, B[l] — aa, B]2] — BB}, 5)
gegeben. Jede ihrer Ableitungen beginnt mit
S = A[l] = A21] = A]221] = --- = A[2" 1] = B[2"'1].

Beim Abbau der Indices 2 erfolgt stets eine Verdoppelung der Vorkommen von B. Diese
Verdoppelungen kann man sich als parallel ablaufend vorstellen, wenn man den zuge-
horigen Ableitungsbaum betrachtet. In der Schreibweise der Ableitung der Satzformen
erhalten wir

27171

B[2'1] = B2 1 B2 1] =5 (B2'*1)' = - = (B[1))

und haben nun jedes Vorkommen von B durch a® zu ersetzen, d.h. wir terminieren die

*

Ableitung mit (B[1])*""" == a*". Damit erhalten wir
L(G7)={a*" |n>1}.

Die in Beispiel erzeugte Sprache ist nicht semi-linear. Folglich ist die dritte For-
derung bei der schwachen Kontextabhéngigkeit (siehe Definition nicht erfiillt.

Bevor wir hierfiir einen Ausweg suchen, wollen wir noch die Komplexitidt des Mit-
gliedsproblems fiir indizierte Grammatiken untersuchen. Hier gilt folgender Satz.

Satz 1.29 Das Mitgliedsproblem fiir indizierte Grammatiken ist NP-vollstindig.

Wir geben hier nicht den vollstdndigen Beweis. Wir zeigen nur, dass jedes Problem aus
NP in polynomialer Zeit auf das Mitgliedsproblem fiir indizierte Grammatiken transfor-
miert werden kann, d. h. wir weisen damit nach, dass ein polynomialer (deterministischer)
Algorithmus fiir das Mitgliedsproblem nicht zu erwarten ist. Natiirlich reicht es, ein NPP-
vollstandiges Problem auf das Mitgliedsproblem fiir indizierte Grammatiken zu trans-
formieren. Wir geben eine Transformation vom 3-SAT-Problem an. Dieses ist wie folgt
definiert:
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Gegeben: aussagenlogischer Ausdruck A in konjunktiver Normalform,
bei dem jede Alternative genau drei Literale enthélt

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen so, dass A bei dieser
Belegung wahr wird?

Lemma 1.30 Das 3-SAT-Problem ist NIP-vollstindig.

Beweis. Aus der Vorlesung zur Theoretischen Informatik ist bekannt, dass das SAT-
Problem

Gegeben: aussagenlogischer Ausdruck A in konjunktiver Normalform,
Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen so, dass A bei dieser
Belegung wahr wird?

NP-vollstindig ist.

Da das 3-SAT-Problem eine Einschrankung des SAT-Problems darstellt, liegt es in der
Menge NPP. Wir haben also nur noch zu zeigen, dass jedes Problem aus der Menge NP
in polynomialer Zeit auf das 3-SAT-Problem transformiert werden kann. Hierfiir reicht es
wegen der NP-Vollstéandigkeit des SAT-Problems zu zeigen, dass es in polynomialer Zeit
auf das 3-SAT-Problem transformiert werden kann. Hierzu reicht es offenbar zu zeigen,
dass jede Alternative in polynomialer Zeit in eine semantisch dquivalente konjunktive
Normalform transformierbar ist, bei der jede Alternative genau drei Literale enthélt.

Fall 1. Die zu transformierende Alternative enthalte genau ein Literal p;. Dann ersetzen
wir sie durch den Ausdruck

Ar=@mVaVy) AprtVaeV-oy)AlprV oz Vy)A(pr Vs Vo)

mit neuen Variablen x und y. Fiir jede Belegung der Variablen x und y wird eine der
Alternativen nur dann wahr, wenn p; wahr wird. Daher wird A; genau dann wahr, wenn p;
wahr wird. Damit ist p; genau dann erfiillbar, wenn A; erfiillbar ist. Auflerdem hat A,
die gewiinschte Form.

Fall 2. Die Alternative bestehe aus zwei Literalen, d. h. sie habe die Form p; V p,. Dann
ersetzen wir sie durch den Ausdruck

Ay = (1 Vp2Vz)A(p1VpeV—z)

mit einer neuen Variablen z. Erneut ist As genau dann erfiillbar, wenn p; V ps erfiillbar ist,
denn fiir jede Belegung von z wird eine der Alternativen von As nur wahr, wenn p; V po
schon wahr wird.

Fall 3. Die Alternative habe die Form A = p; Vps V-V pp mit k£ > 4. Dann ersetzen
wir A durch

A3 =(p1 Vpe V1) A(ps V-1 Vag) A(paV —zaVag) A---
o AN (P2 V Tp—a V Tp—3) A (Pr—1 V Dr V " Tp—3)
mit neuen Variablen xy, o, ..., T _3.

Nehmen wir an, dass A erfiillbar ist. Bei einer erfiillenden Belegung wird ein Literal,
sagen wir p;, wahr. Belegen wir alle zusétzlichen Variablen z;, 1 < 57 < ¢ — 2 auch mit
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wahr und z,, i — 1 < r < k — 3, mit falsch, so nimmt jede Alternative von A3 den Wert
wahr an. Damit ist As erfiillbar.

Nehmen wir an, dass As erfiillbar ist, und es sei « eine erfiillende Belegung. Falls xj_3
bei a mit wahr belegt wird, so ist die letzte Alternative nur dann wahr, wenn p,_1 V pg
wahr ist. Folglich ist dann auch A unter a wahr, womit A als erfiillbar nachgewiesen ist. Es
sei daher x;_3 bei a mit falsch belegt. Falls x;_4 mit wahr belegt ist, so wird die vorletzte
Alternative von Az nur wahr, wenn p;_s und damit auch A wahr wird. Erneut erhalten
wir die Erfiillbarkeit von A. So fortfahrend ergibt sich aus der Erfiillbarkeit von As die
von A. O

Beweis von Satz[1.29. Wir betrachten nun die indizierte Grammatik
G - ({S’ A7 B7 W7 F}? {17 (7 )7 /\7 \/7 _‘}7 {w7 f}? P’ S)
mit
P={S— Aw|,S — A[f],A — Alw],A — A[f],A — B}
U{B— (aVBVY)AB|a«a,B,ve{W,-W,F ~F},
(0%5,7) 7& <_'W7 _'W7_'W)7 (Oé,ﬁ,")/) 7é (Fa FaF)}
U{B — (aVBVY)|apBye{W -W F-F},

(Oé,ﬁ,’}/) 7é <_'W7 _'W7_'W)7 (057677) 7£ (F7 F7 F)}
U{Ww] - 1, Ww] - W1, Flw| - F1,W|[f] - W1, F[f] — 1, F[f] — F1}.

Ohne Benutzung von Index streichenden Regeln ergeben sich Ableitungen der Form

S = A[’Ll] — A[Zgll] — s = A[itit_l .. 21] — B[itit_l .. 21]
— (Oél V ﬁl V "}/1) N B[itit,1 .. ’ll]
= (VA V) A (@ V BV ye) Ao Aas V B V)

wobei fir 1 <i <s
Oéi,ﬁi,’)/i € {W[Zt .. .2'1],_|W[’L't .. Zl],F[’Lt .. .il],_'F[it .. 7,1]}

gilt. Die Folge der Indices ist ein Wort iiber {w, f}. Beim Abbau dieser Folge wird aus
jedem W und jedem F eine Folge von Einsen produziert. Falls 1% erzeugt wird, so in-
terpretieren wir dies als Variable zj. Gehen wir davon aus, dass die Ausgangswerte W
und F' eine Belegung mit wahr bzw. falsch liefern, so sind alle Alternativen wahr. Wir
haben daher nur zu sichern, dass eine Folge 1¥ nicht sowohl von einem W als auch ei-
nem F' abgeleitet werden kann, da dann gesichert ist, dass die Variable xj; mit genau
einem Wahrheitswert bei allen ihren Vorkommen belegt wird. Dies ist aber gesichert, da
ein Terminieren nur moglich ist, wenn die Situation Wwu] oder F[fu] fiir ein u € {w, f}*
vorliegt, d.h. bei der Folge #;2;_1 ...7; kann die Variable z; nur dann mit wahr belegt
werden, wenn 4;_ . = w gilt.

Somit erzeugt G genau die Menge der erfiillbaren konjunktiven Normalformen, bei de-
nen jede Alternative genau drei Literale hat, wobei der Variablen z;, gerade 1* entspricht.
Daher ist eine gegebene konjunktive Normalform, die in jeder Alternative genau drei Lite-
rale enthélt genau dann erfiillbar, wenn das zugehorige Wort in L(G) liegt. Da G fest ist
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und aus der Normalform das zugehorige Wort w in quadratischer Zeit erzeugt werden kann
(21, wird durch 1* kodiert), haben wir damit 3-SAT polynomial auf das Mitgliedsproblem
indizierter Grammatiken transformiert. O

Zwar ist die Frage, ob fiir NP-vollstdndige Probleme ein (deterministischer) polyno-
mialer Algorithmus existiert, noch ungeklart, aber es wird heute davon ausgegangen, dass
dies nicht der Fall ist. Somit ist wegen Satz nicht zu erwarten, dass es einen poly-
nomialen Algorithmus fiir das Mitgliedsproblem indizierter Grammatiken gibt. Damit ist
wahrscheinlich auch eine weitere Forderung fiir eine schwach kontextabhéngige Gramma-
tikklasse nicht erfiillt.

1.3.2. Lineare indizierte Grammatiken

Wir betrachten nun unsere Beispiele und Beweise etwas niher. Die negativen Eigenschaf-
ten resultieren offenbar daraus, dass wir die Indexfolge an jedes Nichtterminal auf der
rechten Seite einer Regel iibergeben, wenn wir die Regel anwenden. In Beispiel wird
zuerst eine Indexfolge aufgebaut, deren Lange im Wesentlichen die Anzahl der nachfolgend
auszufithrenden Verdoppelungen angibt; anschlieSfend wird die Folge iiberall so abgebaut,
dass in jedem Zweig jeweils Verdopplungen erfolgen, d.h. alle Zweige weisen die gleiche
Anzahl von Verdopplungen auf. Beim Beweis von Satz wird zuerst eine Folge auf-
gebaut, die beim Abbau sichert, dass eine Variable nicht sowohl mit wahr als auch mit
falsch belegt werden kann.

Dies legt es nahe, hier eine schwéchere Forderung zu erheben. Auf den ersten Blick
kénnte man denken, dass es reicht, nur lineare Regeln, also Regeln der Form

A — uBlajv, A — w, Ali] = uBv, Ali] > wmit A,B € N, u,v,weT* i€l, a €I,

zu betrachten, da diese fiir die Erzeugung der drei Sprachen K;, K5 und K3 ausreichend
sind. Jedoch wird dann nicht zu garantieren sein, dass alle kontextfreien Sprachen erzeugt
werden kénnen.

Aus diesen beiden Betrachtungen resultiert die Idee der linearen indizierten Gram-
matik, bei der die Regeln wie bei einer indizierten Grammatik sind, aber die Indexfolge
wahrend des Ableitens jeweils nur an ein Nichtterminal der rechten Seite iibergeben wird.
Dieser Spezialfall indizierter Grammatiken wurde von GERALD GAZDAR in [5] eingefiihrt.

Definition 1.31
i) FEine lineare indizierte Grammatik ist ein 5-Tupel G = (N, T,I, P, S), wobei

- N, T und S wie bei einer Regelgrammatik bestimmt sind,
— I eine endliche Menge von Indices ist,

— P eine endliche Menge von Regeln der Form

A—uy Xq[anue Xo[as). . i1 X[ Jui Xs[ou|wi Xigpa [ ] - X [0 [t
mit A, X1 Xo,..., X, €N, uy,ug, ..., U1 €T, aq,a9,...,q, € ",
Ali] = i XquaXo o i1 Xy u X1 X - - U XU

mitA,Xng,...,Xn S N, U, Uy - - -, Upny1 erT”
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15t.

ii) Es seien G = (N, T,1,P,S) eine lineare indizierte Grammatik sowie x und y zwei
Warter aus (NI* U T)*. Wir sagen, dass y aus x durch einen Ableitungsschritt
entsteht (oder x erzeugt y in einem Ableitungsschritt, geschrieben als © = y),
wenn eine der beiden folgenden Situationen @ oder @ zutrifft:

® —xz=xAlflza mit A€ N, BeI*, x1,29 € (NI*UT)*,
- A— wlﬁ[ai]wg € P mit

wy = U1X1 [Oél]UQXQ [0[2] e ui—lXi—l[ai—l]ui und

wo = W1 Xig1[0ir1] - - un Xy [0t y1,

— y = n1w X; [0, flwats,
oder
@ — x=xAliflro mit A€ N, ie€l, Be€I* x1,20€ (NI*UT)*,
— Ali] = w1 Xque Xo . w1 X 1w X1 Xg - 4 Xpn g1 € P,
— y = XqueXo . w1 X 1w Xy [Bluii Xigr - un Xpp 122,
Mit == sei der reflexive und transitive Abschluss von = bezeichnet.

iii) Die von einer linearen indizierten Grammatik G = (N, T, I, P,S) erzeugte Sprache
st durch

LG)={z|S==zund z€T"}
definiert.

Falls in einer Regel auf der rechten Seite mindestens ein Nichtterminal existiert, so gibt
es unter den Nichtterminalen ein ausgezeichnetes Nichtterminal. Dieses kennzeichnen wir
durch Unterstreichen, falls noch ein anderes Nichtterminal vorkommt. Beim Anwenden
einer Regel wird im Fall @® die Indexfolge und im Fall @ die um 7 gekiirzte Indexfolge des
Nichtterminals auf der linken Seite nur an dieses ausgezeichnete Nichtterminal iibergeben.

Mit £(LI) bezeichnen wir die Menge der Sprachen, die von linearen indizierten Gram-
matiken erzeugt werden koénnen.

Da die indizierten Grammatiken G, G5 und G aus den Beispielen [I.22]-[1.24] auf
der rechten Seite hochstens ein Nichtterminal haben, kann man sie als lineare indizierte
Grammatiken auffassen, indem man das einzige Nichtterminal auf der rechten Seite jeweils
auszeichnet. Der Ableitungsprozess éndert sich damit nicht, und wir erhalten daher, dass
die nicht-kontextfreien Sprachen K, K> und K3 in £(LI) liegen.

Satz 1.32 L(CF) C L(LI) C L(I).

Beweis. Der Beweis fiir L(CF) C L(LI) kann vollig analog zu dem fir £(CF) C L(])
gefiihrt werden. Aus den Beispielen [1.22]-[I.24] und vorstehender Bemerkung folgt, dass

die Inklusion sogar echt ist.
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Es sei nun L € L(LI) und G = (N, T, I, P, S) eine lineare indizierte Grammatik, die
L(G) = L erfiillt. Dazu konstruieren wir die indizierte Grammatik

G =(NU{A|Ae N} T, IU{#},P,9),
wobei P’ durch

P ={A - wu Xi[an#] .. w1 X[ # i X [oglui o X [ #] o un X [on #E w1 |
A= wXqloa] . ouia X[ |wi Xa (ol X o] - un X o Jun g € P}
U{A[1] = w1 Xjuo Xy .t X ui X X g o un X U |
Ali] = wi XjuoXo oo i1 X ui Xoti1 X - un Xyt € P}
U{A = A | A€ N

definiert sei. Zwar erfolgt bei G’ eine Ubergabe der Indexfolge an alle Nichtterminale,
aber entsprechend der Konstruktion steht bei den nicht ausgezeichneten Symbolen die
iibergebene Folge hinter einem #. Da zum Abbau dieses zusétzlichen Indexelements keine
Regel vorhanden ist, kann daher auf die iibergebenen Indices nicht zugegriffen werden. Der
Abbau der iibergebenen Folge ist somit nur moglich, wenn ein terminales Wort erzeugt
wird. Somit verlaufen die Ableitungen in G und G’ gleichartig, nur dass bei G’ iiberfliissige,
hinter # stehende Indexfolgen auftauchen. Daher gilt L(G') = L(G) = L. Somit haben
wir L € £(I) und damit die Inklusion £(LI) C L(I).
Wir wissen aus Beispiel [1.22] dass

L(G3) ={a"b"c"d"e" |n>1} € L(I)

gilt. Wir geben hier die Idee des Beweises, dass L(G3) ¢ L(LI) ist, woraus folgt, dass die
Inklusion £(LI) C L(I) echt ist.

Wir haben zu sichern, dass an fiinf Stellen die gleiche Anzahl von Buchstaben erzeugt
wird. Mittels eines Nichtterminals konnen wir analog zur Erzeugung der linearen Sprache
{2"y™|n > 1} zwei Gleichheiten absichern. Durch Ubergabe einer Indexfolge, die die
Anzahl der erzeugten Buchstaben beschreibt, konnen wir auch fiir ein zweites Paar von
Buchstaben Gleichheit der Anzahl sichern. Hierbei erfolgt ein Abbau der Indexfolge. Die
Erzeugung des fiinften Buchstabens muss von einem weiteren Nichtterminal geschehen,
an das aber keine Indexfolge iibergeben wird. Damit ist jedoch die geforderte Anzahl des
fiinften Buchstaben nicht zu realisieren. O

Wir geben nun ein Normalformresultat fiir lineare indizierte Grammatiken an, wodurch
wir ein Analogon zur Chomsky-Normalform fiir kontextfreie Grammatiken erreichen.

Satz 1.33 Zu jeder linearen indizierten Grammatik G = (N, T, I, P, S) gibt es eine linea-
re indizierte Grammatik G' = (N',T,1, P',S) derart, dass
— alle Regeln in P" von der Form

A — BCJi], A — BJi]C, Ali] - BC, Ali] - BC oder A — a

mit A,B,C € N', i€ I und a €T sind und
- L(G") = L(G) gilt.
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Beweis. Wir beweisen nur eine schwéchere Aussage. Wir zeigen, dass es eine Grammatik
G' = (N',T,1,P' S) gibt, bei der alle Regeln in P’ von der Form

A — BC[a|, A— Bla|C, A — Bla], Ali| — BC, Ali| — BC, Ali]| — B,
A— BC, A— BC, A—a

mit A, B,C € N', i €I, a € I* und a € T sind (d. h. wir zeigen nicht, dass Kettenregeln
und Regeln ohne Indexénderung entbehrlich sind, und geben auch keine Reduktion der
Indexfolge o auf die Lange 1, die analog zum Beweis von Satz durchgefiihrt werden
kann).

Wir konstruieren zuerst eine Grammatik G” = (N”, T, 1, P",S). Dazu sei ein Homo-
morphismus h: (NUT)* — (NU{d'|a € T })* durch h(a) = d' fiir a € T und h(A) = A
fir A € N gegeben. Dann nehmen wir anstelle einer jeden Regel A — w € P oder
Ali] — w € P die Regel A — h(w) bzw. A[i] — h(w) in P” auf, wobei die (vielleicht
vorhandene) Auszeichnung eines Nichtterminals erhalten bleibt. Aulerdem fiigen wir zu
den konstruierten Regeln noch die Regeln a’ — a in P” ein. Es ist leicht zu sehen, dass
alle Regeln von P” nun von der Form

A— Cl [&1]02 [012] e C’i_l[ai_l]g[ai]Cﬁl[aiﬂ] Ce C’n[an] mit n 2 1, (11)
A[l] — 0102 Ce C’i_lgCiH Ce Cn mit n Z ]_,
a —a

sind und die erzeugte Sprache bei diesen Anderungen erhalten bleibt. Jede Regel der
Form (|1.1)) ersetzen wir nun durch die Regeln

A—CYCy...CY L Cil]CYyy ... Cy und CF — Cjloy] fiir 1 < j <, j#1,

wobei die C7, 1 < j <n, j # i, neue Nichtterminale sind. Diese Transformation veréndert
die erzeugte Sprache ebenfalls nicht. Wir haben damit G” erhalten, wobei P” nur Regeln
der Form

A — CCy...Cio1Ci[a]Cigq ... Cyy mit n > 1, (1.2)
Ali] = C1Cy ... Ci1CiCiyq ... C, mit n > 1,

A — Cla],

a —a

enthélt. Um zu G’ iiberzugehen, ersetzen wir jede Regel der Form ([1.2]) durch die Regeln
A— 01&, Dy — 02&7 Dy — 03&, ceey Di_g — Ci—lDi—laDi—l - Q[Q]Dm
D; — Ciy1Diy1, Diy1y — CipoDigo, ..., D3 = Cp 9Dy, Dyp_o — Cnflg

mit neuen Nichtterminalen D;, 1 < j < n — 2. Wenn wir beachten, dass an das Nichtter-
minal D;y; und damit auch an die Nichtterminale D;, ¢ +2 < j < n — 2 keine Indexfolge
iibergeben werden kann, ist leicht zu beweisen, dass diese Transformation die Sprache
nicht veréndert. Analog transformieren die Regeln der Form (1.3). Die so entstandene
Grammatik G’ hat dann nur Regeln der gewiinschten Form und erfiillt L(G') = L(G). O

Die Chomsky-Normalform ist der Ausgangspunkt fiir den Cocke-Younger-Kasami-
Algorithmus. In Satz[I.33|haben wir diese Normalform auf lineare indizierte Grammatiken
verallgemeinert. Nun verallgemeinern wir entsprechend [26] den Cocke-Younger-Kasami-
Algorithmus auf lineare indizierte Grammatiken.
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Satz 1.34 Das Mitgliedsproblem, ob ein Wort w von einer (festen) linearen indizierten
Grammatik erzeugt wird, ist in der Zeit O(Jw|") lésbar.

Beweis. Es seien eine lineare indizierte Grammatik G = (N, T, I, P,S) und ein Wort w =
ajas ...a, € TT der Lange n gegeben. Wegen Satz kénnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass in P alle Regeln von der Form

A — BClv|, A— B[v|C, Aly] — BC, Aly] — BC oder A — a

mit A, B,C € N, y € I und a € T sind.

Erneut konstruieren wir Mengen L; ;, 1 < ¢ < j < n, deren Elemente fiir die Erzeugung
von ;@11 - .. a; verantwortlich sein sollen. Um aber auch die angehéngten Indexfolgen
beriicksichtigen zu konnen, verwenden wir (anstelle der Nichtterminale im kontextfreien
Fall) Sechstupel. Genauer gesagt, betrachten wir in L; ; die Tupel

o (A7, A p,q) mit A A€ N, v,y €lundi<p<q<jund(i,j)# (p,q)
(wobei wir annehmen, dass Ableitungen

Aly] == aiaiz1 - ap 1A ag10440 - .. a; und A'[Ya] = aya,11 - .- a,
fiir gewisse o € I* existieren, woraus auch
Alyy'a] = aiaiyy - - ap 1 A[Y Alagagss - - a;
=*> ;i1 - - Qp—1CQplp41 - - - Qglgy1 - - - Aj
resultiert),

b (A,'Y,A/,_,p,Q) mit A7A, S Na v e I und ¢ Sp S q S] und (Z,]) 7& (p,q)
(wobei wir annehmen, dass Ableitungen

Aly] = aiais1 - .. ap1Aagi1ag42 - .. a; und A'la] = apapi1 ... a4
. . . * .
existieren, woraus sich erneut A[ya] = a;a;41 ... a; ergibt),

o (A — — — — —)mit Ae N

(wobei wir annehmen, dass eine Ableitung
*
A— AiQiqq - .- Ay

existiert).

beschrieben.

Wir wollen nun zeigen, wie die Mengen L; ; (unter Beachtung der Bedingungen an die
Tupel) schrittweise konstruiert werden konnen, wobei wir mit den Mengen L;; beginnen
und dann bei jedem Schritt die Differenz zwischen den Indices von L; ; erhohen.

Induktionsanfang: Fur 1 <i <n setzen wir L;; = {(A,—, —, —, —,—)}, falls A — a; in P
liegt. Hierfiir gilt dann — wie gewiinscht — A == q;.

Induktionsschritt: Wir konstruieren L, ; aus L;; und Lyyq 5, @ < k < j in Abhéngigkeit
von der angewendeten Regel.
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A[’}/] - Alé? <A17 T Ty Ty T _) € Li,k und <A27/727A37/737p7 Q> € Lk—l—l,j

A[/}/] - Al&v (Ab T Ty Ty T _) € Li,k und <A27727A37 - D, q) € Lk—i—l,j

gelten, so nehmen wir (A,v, A2, 72,k + 1,j) in L;; auf. In diesem Fall haben wir
nach Voraussetzung

Al == a0y - .., As[V20] == apiiarys .. .a; firein a € I
und erhalten daraus wie gewiinscht
*
Alyyea] = A1 Ag[vea] = @041 - . . apAs[20] = @iGi41 - apagy .. a;

Die Modifikation fiir Regeln der Form A[y] — A; A, {iberlassen wir dem Leser.
Falls

A— Al&[’y]v (Ab T Ty T T _) S Li,k7 (A2777A37737p7 Q) € Lk+1,j
und (A3773a A4774a r S) € Lp,q mit V3 7& -
gelten, so fiigen wir (A, s, A4, 74,7, s) zu L; j; hinzu. Diesmal haben wir die Relatio-
nen
Al :*> Ay ... Ak,
Aylvsa] == a,a,41 . .. as, (1.4)
As[ysya0] = Aplpi1 - - Gr_1 Ag[VaQ) a5 110542 - . . aq
= Aplpi1 - Qp_1Qyp . .. Qslgy] - .. Gy,
As[y137140] == py1Grta - - - Ay 1 A3[V3740]Gg 1yt - - - a;

*
= Qp10k+42 - - - Ap—1Qp . . . QgQgt1 - - - Qj
als Voraussetzung und erhalten daraus

Alysyaa] = A1 As[yy370]
= 4041 - - agAs[yy3740
= Qi1 - . Qplpsq - - - ap—1A3[v3740ag110012 - . - G,
= it - - Qs - - Ay 1Ay . . Q1 Aa[VaQ)As1Gsp2 - - gt - .. G
Zusammen mit liefert dies gerade die durch (A,~s, Ay, 74,7, s) beschriebene

Situation.
Falls
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gelten, so fiigen wir (A, —, —, —, —, —) zu L, ; hinzu. In diesem Fall haben wir nach
Voraussetzung

*
A1 = A;Qjt+1 - . - Ak,
*
As = apapyr ... aq,
*
AQ[”}/] = Qk+10k+2 - - - ap,1A3Gq+1aq+2 oGy

*
= Qp410k42 - .- Ap_1Gp . . . Qglgy] - - - G
woraus
* *
A— AlAQ[’y] = AiGjt+1 - - - akAgh] = A;Qi41 - - - AAf41 - - - Q5

resultiert.
Bei A — A[y]A, wird analog verfahren.

Wir untersuchen nun die Komplexitéit dieses Vorgehens. Offensichtlich benétigen wir
w Mengen L; ;, 1 <7 < j < n. Die Berechnung beim Induktionsanfang erfordert zur
Konstruktion jeder Menge L;; einen Schritt. Der Fall a) im Induktionsschritt erfordert
die Beriicksichtigung der Parameter k,p,q mit 1 < i < k < p < ¢ < j. Daher gibt es
fiir jeden dieser Parameter hochstens n Moglichkeiten. Daraus ergibt sich hochstens der
Aufwand O(n?). Im Fall b) sind noch zusétzlich die Parameter 7 und s zu erfassen, womit
sich hochstens der Aufwand O(n®) ergibt. Damit ergibt sich fiir die Berechnung aller L; ;
hochstens der Aufwand O(n7). O

Durch eine etwas genauere Analyse des oben beschriebenen Algorithmus kann man
zeigen, dass sogar die Zeitschranke O(|w|%) fiir das Mitgliedsproblem fiir lineare indizierte
Grammatiken gilt. Wir geben uns mit der unschérferen Variante zufrieden, da wir fiir die
schwache Kontextabhingigkeit nur die Existenz eines polynomialen Verfahrens benétigen.

Um nachzuweisen, dass die linearen indizierten Grammatiken eine Klasse schwach
kontextabhéngiger Grammatiken bilden, bleibt zu zeigen, dass jede Sprache aus L(LI)
semi-linear ist. Wir werden dies im Abschnitt nachtragen.

1.4. Baum einfiigende Grammatiken

1.4.1. Definition, Beispiele und Eigenschaften

Entsprechend Definition erhalten wir die kontextfreien Sprachen als die von links nach
rechts gelesen Markierungen der Bléatter von Ableitungsbdumen, und die Ableitungsbaume
erhalten wir durch Substitution eines Knotens durch den zu einer Regel gehérenden Baum.
Wir verallgemeinern zuerst die Operation zur Substitution von Baumen.

Definition 1.35 FEs seien B; und By zwei Bdume, so dass ein Blatt b von By und die
Wurzel von By die gleiche Markierung A besitzen. Ein Baum Bs entsteht aus By und Bs
durch Substitution, indem wir das Blatt b von By und die Wurzel von By identifizieren.
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A
A
AN AN
B B 63

Abbildung 1.7: Substitution von Baumen

Anschaulich ist die Substitution in Abbildung gezeigt.

Im Beweis der Semi-Linearitédt kontextfreier Sprachen haben wir noch eine weitere
Operation benutzt (siehe Abbildung . Wir wollen nun auch noch diese als Operation
auf Baumen einfiihren.

Definition 1.36 FEs seien By und By zwei Baume, so dass ein innerer Knoten u von By,
die Wurzel w von By und ein Blatt b von By die gleiche Markierung A haben. Dann
entsteht ein Baum Bz aus By durch Einfiigen von Bs, indem wir zuerst aus By jenen
Teilbaum B, dessen Wurzel u ist, ausschneiden und an seiner Stelle den Baum By einfiigen
(wir ersetzen also die Kante (x,u) aus By durch (x,w)) und dann b mit der Wurzel von B
identifizieren.

Das Blatt b in By heifit Fu8 oder Fulknoten von By; um ihn schon an der Markierung
erkennen zu kénnen, werden wir ihn mit einem Stern % kennzeichnen.
Anschaulich ist das Einfiigen in Abbildung [1.8] gezeigt.

Bl 82
B;

Abbildung 1.8: Einfiigen von Bdumen

Wir wollen nun zeigen, dass wir unter Ausnutzung des Einfiigens auch Sprachen erzeu-
gen kénnen, die nicht kontextfrei sind. Dazu verwenden wir die Baume aus Abbildung[1.9

Wir erhalten dann die in Abbildung gezeigten Baume 7; durch Einfiigen von 75
in 7, 75 durch Einfiigen von 75 in 7; und 74 durch Einfiigen von 73 in 7;.

Wenn wir — wie auch bei den Ableitungsbdumen kontextfreier Grammatiken — als
erzeugte Worter die von links nach rechts gelesenen Markierungen der Blédtter nehmen,
so erhalten wir aus 7;, 7y, 75 und 7g die Worter abe, aabbee, aababbece und a®b3c®. Als
erzeugte Sprache ergibt sich

L ={wc" |w e {a,b}", #.(w) =#(w) =n,
#a(u) > #4(u) fir jedes Anfangsstiick v von w}.
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Abbildung 1.9: Badume 77, 75 und 73
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Abbildung 1.10: Erzeugung einiger Baume aus 77, 7o und 73 durch Einfiigen

Dies folgt daraus, dass jeder Baum 77, 75 und 73 genau ein Vorkommen von a, b und ¢
als Blattmarkierung hat und sie auch in dieser Reihenfolge auftreten. Offenbar gilt

Ln{a}™{b} H{c}T ={a""" | n>1} = K;.

Da der Durchschnitt von L mit einer reguliren Sprache eine Sprache liefert, die nicht
kontextfrei ist, ist L wegen Satz [[.1§ auch keine kontextfreie Sprache.

Allerdings konnen wir K7 nicht auf diese Weise erzeugen. Die Badume, in die wir ein-
fiigen, miissen stets eine Blattfolge haben, die zu K; gehort. Gleiches muss fiir die unter
Auslassung des Fufles gegebene Folge der Blattmarkierungen der eingefiigten Baume gel-
ten. Nun kann eine Folge von Einfiigungen konstruiert werden, die einen Baum ergibt,
dessen Blattmarkierungen beim Lesen von links nach rechts einen Wechsel von b nach a
haben; folglich gehort das hiervon induzierte Wort nicht zu K.

Wir miissen also eine Einschrankung hinsichtlich der Anwendbarkeit des Baum-Ein-
fiigens vornehmen. Um dies zu erreichen, werden wir zusétzlich zu dem Nichtterminal
in der Markierung noch eine Teilmenge von B&dumen angeben, die bei diesem Knoten
eingefiigt werden diirfen. Insbesondere kénnen wir durch die Zusatzmarkierung mit der
leeren Menge also erreichen, dass keine Baum-FEinfiigung bei diesem Knoten erfolgen darf.
Auflerdem werden wir noch eine weitere Komponente bei der Markierung verwenden,
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durch die wir erreichen wollen, dass bei diesem Knoten eine Einfiigung stattfinden muss;
dafiir verwenden wir den Wert 1, wiahrend der Wert 0 angibt, dass eine Einfiigung erfolgen
kann aber nicht muss.

Definition 1.37
i) Eine Baum einfiigende Grammatik ist ein 5-Tupel G = (N, T, Init, Auz, S), wobei

e N und T Alphabete von Nichtterminalen bzw. Terminalen sind,
e Se€ N gilt,
e [nit eine endliche, nicht-leere Menge von Bdumen ist,

— deren innere Knoten mit Tripeln (A,U,a) mit A € N, U C Auz und
a € {0,1} markiert sind und

— deren Bldtter mit Elementen aus T'U {\} oder Paaren (A,|) fir A € N
markiert sind, und

e Auzx eine endliche Menge von Bdumen ist,

— zu denen es A € N, U, U" C Auzx sowie a,a’ € {0,1} und ein Blatt b derart
gibt, dass die Wurzel mit (A, U, a) und das Blatt b mit (A,U’,a’) markiert
sind (dieses Blatt ist der Fuf$ des Baumes),

— deren weitere Bldtter (die vom Fufl b verschieden sind) mit Elementen aus
T U{\} oder Paaren (A,]) fir A € N markiert sind, und

— deren innere Knoten mit Tripeln (B,U,a) fir B € N, U C Auz und
a € {0,1} markiert sind.

ii) Die Menge T(G) der von G erzeugten Béaume wird induktiv durch folgende Bedin-
gungen definiert:

e Alle Bidume aus Init gehioren zu T(G).

e Sind By und By Biume aus T(G), ist (A, U, a) die Markierung der Wurzel von
By und gibt es in By ein Blatt x mit der Markierung (A, |), so gehort zu T'(G)
auch jener Baum Bs, der durch Substitution von By in x entsteht, wobei x in
By mit (A, U, a) markiert wird.

e Zu einem Baum By aus T(G), der einen Knoteny mit der Markierung (A, U, a)
enthdlt, und einem Baum By aus U, dessen Wurzel mit (A,U’,a’) markiert ist,
gehort jener Baum Bs zu T(G), der aus By durch Baum-Einfiigen von By im
Knoten y entsteht, wobei y in Bz durch (A,U’,d") markiert wird.

e Zu jedem Baum B in T'(G) gibt es eine natirliche Zahl n derart, dass B durch
n-maliges Substituieren oder Finfiigen von Bdumen aus Aux in einen Baum
aus Init entsteht.

ili) Die von G erzeugte Sprache L(G) besteht aus allen Wortern tber T, die als von
links nach rechts gelesene Folge der Blattmarkierungen von Bdumen entstehen, deren
Wurzel mit einem Tripel (S,U,0) fir eine gewisse Menge U C Aux markiert ist und
deren innere Knoten alle durch Elemente der Form (A,U’,0), A€ N und U" C Aux
markiert sind.
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Eine Variante Baum einfiigender Grammatiken wurde erstmals in [11] eingefiihrt. Die
dortige Definition weicht jedoch von unserer Definition leicht ab, und in der Folgezeit
wurden mehrere Modifikationen der Definition vorgenommen. Wir folgen hier der Defi-
nition aus [27]. Erste wichtige Resultate zu formalen Eigenschaften Baum einfiigender
Grammatiken wurden in [25] und [24] angegeben.

Mit £(TA) bezeichnen wir die Menge der Sprachen, die von Baum einfiigenden Gram-
matiken erzeugt werden ]

Wir betrachten drei Beispiele.
Beispiel 1.38 Es sei die Baum einfiigende Grammatik
G1=({S,T},{a,b,c}, Inity, Auz,,S) mit Inity = {B1} und Auz, = {Bs, Bs}

gegeben, wobei die Bdume By, By und Bs aus Abbildung[I.11] zu ersehen sind. Wir erhalten

(S,0,0) (T,0,0) (S,0,0)
4 Ailﬁl, 0) 4 Aijixl, 0) 4 Azjix
/ (l: /T,j(}),O\c /S, %0\

B B Bs

Abbildung 1.11: Badume der Baum einfiigenden Grammatik G aus Beispiel

dann der Reihe nach die in Abbildung[I.12 gegebenen Biume B, aus By durch Einfiigen
von By und Bs durch Einfiigen von Bs in By. Wir sehen, dass wir durch By € Init; und
die beiden eben konstruierten Bdume By und Bs nachgewiesen haben, dass abe, a?b*c?
und a*b*c® Worter der von G erzeugten Sprache sind.

Wir zeigen nun durch vollstdndige Induktion, dass L(G1) = K; gilt. Dazu behaupten
wir, dass die erzeugten Baume stets die folgenden drei Bedingungen erfiillen:

e Es gibt einen Pfad, der in der Wurzel (S, (),0) beginnt, dann abwechselnd die Knoten
(T,0,0) und (S,0,0) hat und in einem Knoten (A, Auzq,0) mit A € {S,T} endet.
Es sei n die Anzahl der Kanten in diesem Pfad.

e An jedem Knoten des Pfades, der die leere Menge in der zweiten Komponente ent-
hélt, hidngt ein Blatt a. Diese Blétter ergeben das Wort a”.

e Die Blitter des Teilbaums mit der Wurzel (A, Auz,,0) bilden das Wort b"c™. Alle
von der Wurzel und den Blattern verschiedenen Knoten dieses Teilbaumes haben
eine Markierung (B, 0,0) mit B € {S,T}.

!Die Abkiirzung entstammt der englischen Wortgruppe tree adjoining fiir Baum einfigend.
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b‘/(T, @,0)\
~

b \c b‘/(S,@,O)\c
By b‘/(T,Q),O)\‘c
b/ \C

Bs
Abbildung 1.12: Badume aus T'(G1) fiir die Baum einfiigende Grammatik G aus Beispiel
Der Baum B aus Init; erfiillt diese Eigenschaften (mit n = 1).
Es sei ein Baum solcher Struktur gegeben. Wir kénnen nun nur beim Knoten mit
der Markierung (A, Auzy,0) den Baum By oder Bs einfiigen (in Abhéngigkeit davon, ob

A =T oder A = S gilt). Es ergibt sich dann erneut ein Baum dieser Struktur, jedoch
wird durch By bzw. By jeweils ein weiteres Vorkommen von a, b und ¢ hinzugefiigt.

Beispiel 1.39 Wir betrachten die Baum einfiigende Grammatik
Gy = ({S,T,U},{a,b,c,d}, Inity, Auxs, S) mit Inity = {B,} und Auze = {Bsy, B3, B4}

mit den Biaumen By, By, Bs und By aus Abbildung [I.13, Man tiberzeugt sich leicht, dass

durch wiederholtes Einfiigen von By Baume mit folgenden Eigenschaften entstehen:
e Es gibt einen (mittleren) Pfad (S,0,0)(T,0,0)™(T, Auzs,0)(T,0,0)™ mit m > 1.
e An (S,0,0) hidngt nach links ein Blatt a und nach rechts ein Blatt d.
e An den folgenden m Knoten (T,(,0) hingt jeweils nach links ein Blatt a.

e An (T, Auzs,0) und den folgenden m — 1 Knoten (T,(,0) hingt jeweils ein Blatt c
nach links.

e Am verbleibenden letzten Knoten (T,0,0) hingen nach links ein b und nach rechts
ein c.
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Abbildung 1.13: Badume der Baum einfiigenden Grammatik G5 aus Beispiel

Die Blitter ergeben folglich ein Wort der Form a™"*bc™*1d.

Nach einer gewissen Anzahl von Schritten wird einmal Bs eingefiigt und anschliefSend
wird noch beliebig oft B, eingefiigt. Hierdurch werden jeweils ein Vorkommen von b hinter
den as und ein Vorkommen von ¢ vor dem d aus dem initialen Baum B, erzeugt.

Damit ergibt sich

L(Gy) = {aPbcPd? | p,qg > 1} = K.
Beispiel 1.40 Die Baum einfiigende Grammatik
Gs = ({S,T},{a,b}, Inits, Auzs, S)
mit
Inity = {B, | € {a,b}} und Auzz = {B, | z € {a,b}}

sowie den Baumen

B, = (S,0,0) und Bl = (T,0,0)
:174 Azlmg,O) x% A;LLSU:;,O)
\5’3 (T,%,O)\x

erzeugt die Sprache L(G3) = {ww | w € {a,b}*} = K3. Der Nachweis hierfiir bleibt dem
Leser tiberlassen.
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Das néchste Resultat ist eine erste Aussage iiber die Erzeugungskraft Baum einfiigen-
der Grammatiken. Wir werden spéter noch eine Prézisierung vornehmen.

Satz 1.41 L(CF) C L(TA).

Beweis. Es sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik
G = (N,T,P,S) in Chomsky-Normalform (d.h. alle Regeln aus P sind von der Form
A — BC oder A — amit A,B,C € N und a € T) mit L(G) = L. Wir konstuieren nun
eine Baum einfiigende Grammatik G' = (N, T, Init, (), S), wobei die Menge Init wie folgt
erhalten wird: Fiir jede Regel p= A — BC € P und ¢ = A — a € P nehmen wir in Init
den Baum

B, = (A,0,0) bzw. B, = (A,0,0)

AN |

(B,1) (@)

auf. Es ist offensichtlich, dass jeder Anwendung einer Regel p (bzw. ¢) eine Substitution des
Baumes B, (bzw. B,) entspricht und umgekehrt. Folglich erzeugt G’ ebenfalls die Sprache
L(G), womit bewiesen ist, dass L € L£(TA) gilt. Somit haben wir L(CF) C L(TA).

Dass diese Inklusion echt ist, folgt aus den Beispielen —[1.40, O

In den Beispielen haben wir keine Substitutionen benutzt, um die Sprachen zu erzeu-
gen. Wir wollen nun zeigen, dass dies auch allgemein gilt, d. h. es reicht, bei der Erzeugung
nur Baum-FEinfiigungen vorzunehmen.

Satz 1.42 Zu jeder Baum einfiigenden Grammatik G = (N, T, Init, Auz,S) gibt es ei-
ne Baum einfiigende Grammatik G' = (N',T, Init', Aux’, S) derart, dass die Biume in
Init" und Auz’ keine Knoten mit einer Markierung (A,]), A € N’ enthalten (also keine
Substitutionen maglich sind) und L(G") = L(G) gilt.

Beweis. Es sei die Baum einfiigende Grammatik G = (N, T, Init, Auzx, S) gegeben. Wir
definieren zuerst

N' =NU{A | A€ N}.

Dann konstruieren wir zu jedem Baum B aus Init und Auz einen Baum B’; indem wir
jedes Blatt mit einer Markierung (A, |) durch einen Baum

(A", Auz" 1)

!

A

ersetzen. Falls B kein solches Blatt enthélt, gilt B/ = B. Wir bemerken, dass die Blatter
eines Baumes B’ von links nach rechts gelesen ein terminales Wort ergeben. Der Baum B’
triagt aber nur bei B’ = B zur erzeugten Sprache bei, da B’ sonst einen Knoten mit einer
Markierung (A’, Auz™, 1) enthélt. Des Weiteren ersetzen wir in jedem Baum B’ jeden in
der zweiten Komponente einer Markierung auftretenden Baum 7 durch 77 (falls in der
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(A’,0,0)
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AN <
(A,0,0) A
B/ B///

Abbildung 1.14: Ubergang von B’ € Init' zu B" € Auz™

zweiten Komponente Auz steht, nehmen wir Auz”). Die so zu Init und Auz entstehenden
Mengen seien Init’ bzw. Auz”.

AuBlerdem definieren wir zu jedem Baum B’ € Init’ einen Baum B"” € Aux” entspre-
chend Abbildung [I.14] Offensichtlich wird die Substitution von By € Init in By, € Init
durch das Einfiigen von By € Auz™ in B} € Init’ simuliert (siehe dazu Abbildung [1.15),
und fiir jede Substitution muss auch eine Einfiigung erfolgen, da die Substitutionsmarkie-
rung (A, |) durch die eine Einfiigung erfordernde Markierung (A’, Auz™, 1) ersetzt wurde.

A
Substitution A A

Einfiigen

Abbildung 1.15: Simulation der Substitution durch Einfiigen

Damit erzeugt die Baum einfiigende Grammatik G’ = (N', T, Init', Auz" U Auz", S) die
gleiche Sprache wie GG, jedoch gibt es keine Markierungen mit | in zweiter Komponente,
so dass keine Substitutionen moglich sind. O

Satz 1.43 Jede Sprache in L(TA) ist semi-linear.

Beweis. Es sei G = (N, T, Init, Auzx, S) eine Baum einfiigende Grammatik. Wir betrachten
die Mengen 77 und 7T aller Baume, die aus den Bédumen aus Init bzw. Aux durch iteriertes
Einfiigen von Baumen aus Aux entstehen. Man beachte, dass alle Baume aus T genau
ein Blatt haben, dass mit einem Nichtterminal markiert ist, und dass diese Markierung
auch die der Wurzel des Baumes ist.

Wir kénnen nun wie beim Beweis der Semi-Linearitéit kontextfreier Sprachen vorgehen,
indem wir statt der Ableitungsbaume Biume aus T} fiir H; bzw. aus T5 fiir Hy heranziehen.
Der Beweis der Semi-Linearitét fiir Sprachen aus £(TA) verlduft dann vollig analog. O

Zum Nachweis der schwachen Kontextabhingigkeit der Klasse der Baum einfiigenden
Grammatiken, haben wir noch zu zeigen, dass ein polynomialer Algorithmus fiir das Mit-
gliedsproblem fiir Baum einfiigende Grammatiken existiert. Wir werden die Existenz eines
solchen Algorithmus in Abschnitt nachtragen.
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1.4.2. Lexikalische Grammatiken

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass durch Baum einfiigende Grammatiken nicht
nur die Erzeugungskraft gegeniiber kontextfreien Grammatiken erhoht wird. Wir wollen
nachweisen, dass auch in anderer Hinsicht Vorteile durch die Benutzung Baum einfiigender
Grammatiken entstehen. Wir werden zeigen, dass fiir jede kontextfreie Grammatik eine
Baum einfiigende Grammatik mit einer speziellen Eigenschaft gefunden werden kann, die
die gleichen ,,Ableitungsbiume* wie die gegebene kontextfreie Grammatik hat, wiahrend
eine derartige Transformation innerhalb der Menge der kontextfreien Grammatiken un-
moglich ist.
Wir geben dafiir zwei Definitionen.

Definition 1.44 FEine kontextfreie Grammatik heifit endlich mehrdeutig, falls es fiir jedes
Wort der erzeugten Sprache nur endlich viele verschiedene Ableitungen bez. der Gram-
matik gibt.

Die Grammatik G = ({S}, {a,b},{S — aSbh, S — ab}, S) ist endlich mehrdeutig, denn
fiir jedes Wort a"b" der erzeugten Sprache gibt es genau eine Ableitung. Andererseits ist
jede Grammatik mit einer Ableitung A == A fiir ein Nichtterminal A, zu dem auch eine
Ableitung S = Ay = zzy in G existiert, nicht endlich mehrdeutig, denn das Wort zzy
hat unendlich viele verschiedene Ableitungen der Form

S = zAy = 1Ay = 1Ay = - = Ay = 129

Definition 1.45
i) Fine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) heif$t lexikalisch, wenn auf der rech-
ten Seite einer jeden Regel aus P mindestens ein Terminal aus T vorkommdt.
ii) Fine Baum einfigende Grammatik G = (N, T, Init, Aux,S) heif$t lexikalisch, falls
jeder Baum aus Init U Auz mindestens ein Blatt enthdlt, das mit einem Terminal
markiert ist.

Eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform ist nicht lexikalisch, da die
Regeln der Form A — BC auf der rechten Seite nur Nichtterminale haben. In den Grund-
vorlesungen zur Theoretischen Informatik wurde die Greibach-Normalform fiir kontext-
freie Sprachen behandelt, bei der jede Regel die Form A — aB{Bsy... B, mit n > 0,
A,By,Bs,...,B, € N und a € T hat. Daher gibt es fiir jede kontextfreie Sprache L eine
lexikalische Grammatik G mit L(G) = L.

Die Baum einfiigenden Grammatiken aus den Beispielen [1.38] [1.39 und [1.40] sind alle
lexikalisch.

Satz 1.46 Jede lezikalische kontextfreie und jede lexikalische Baum einfiigende Gramma-
tik ist endlich mehrdeutig.

Beweis. Nach Definition wird bei jeder Anwendung einer Regel bzw. jedem Baum-Einfiigen
mindestens ein Terminal erzeugt. Damit ist die Lange einer jeden Ableitung eines termi-
nalen Wortes w aus n Buchstaben durch n beschrankt. Da es aber nur endlich viele
Ableitungen der Lange k < n gibt, gibt es auch nur endlich viele Ableitungen fiir w. O
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Definition 1.47 FEin grammatikalischer Formalismueﬂ F'" heifit Lexikalisierung eines (an-
deren) grammatikalischen Formalismus F', wenn zu jeder endlich mehrdeutigen Gramma-
tik G aus I eine Grammatik G' aus F' derart existiert, dass G’ lexikalisch ist sowie G
und G die gleichen Mengen von Ableitungsbdumen haben.

Man beachte, dass aus der Gleichheit der Mengen der Ableitungsbdume selbstver-
standlich auch die Gleichheit der Sprachen L(G) und L(G") folgt.

Im Sinne der Definition ist die Menge F’ der kontextfreien Grammatiken in
Greibach-Normalform aber keine Lexikalisierung der Menge F' der kontextfreien Gramma-
tiken, weil wir die Gleichheit der Ableitungsbdume nicht sichern kénnen. Dazu betrachten
wir als Beispiel die kontextfreie Grammatik

G = ({S},{a},{S — SS,S — a},9).
Offensichtlich gilt
L(G)={a" |n>1}.

Die Grammatik G ist nicht lexikalisch aber endlich mehrdeutig (was analog zum Beweis
von Satz gezeigt werden kann, da die Erzeugung von " genau n — 1 Anwendungen
der Regel S — SS und genau n Anwendungen von S — a erfordert). Jede lexikalische
kontextfreie Grammatik erzeugt mit jeder Anwendung einer Regel mindestens ein Termi-
nal. Fiir den Ableitungsbaum bedeutet dies, dass im ersten Ableitungsschritt ein Terminal
mit der Tiefe 1 erzeugt wird. Damit gibt es kein Aquivalent zum Ableitungsbaum

SN
N

Es kann in gleicher Weise gezeigt werden, dass auch Baum einfiigende Grammatiken,
bei denen nur Substitutionen erlaubt sind, keine Lexikalisierung endlich mehrdeutiger kon-
textfreier Grammatiken gestatten, da auch hier in fester Tiefe £ mindestens ein Terminal
im Ableitungsbaum erscheinen muss, wiahrend dies bei GG aber nicht der Fall ist, weil es
fiir n > k einen Ableitungsbaum von a?" gibt, dessen Terminale alle die Tiefe n haben.

In der Definition wird davon Gebrauch gemacht, dass es zu einer Grammatik
Ableitungsbaume gibt. Fiir kontextfreie Grammatiken ist ein solcher Baum definiert. Im
Wesentlichen ist es der Baum, der zu einem terminalen Wort gehort. Dies kann auch auf
Baum einfiigende Grammatiken iibertragen werden. Ein Ableitungsbaum einer Baum ein-
figenden Grammatik G = (N, T, Init, Aux, S) ist ein Baum B aus T'(G) mit folgendenden
Eigenschaften:

e

a

2<—WU

e die Wurzel von B ist mit (S, U, 0) fiir ein U C Auz markiert,
e 3 enthélt keine Knoten mit einer Markierung (X,U’, 1), X € N, U’ C Auzx, und

e die Blétter von B sind alle mit Markierungen aus 7'U {\} versehen.

2eine Menge von Grammatiken mit gewissen Eigenschaften
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Durch die Bedingungen an einen Ableitungsbaum wird abgesichert, dass Ableitungsbaume
gerade die Baume sind, deren Blétter als Wort gelesen zur erzeugten Sprache beitragen.

Wir zeigen nun, dass es eine Lexikalisierung fiir obige Grammatik G durch Baum einfii-
gende Grammatiken (mit Substitutionen und Baum-Einfiigungen) gibt. Dazu betrachten
wir die Baum einfiigende Grammatik

G = ({5}7 {CL}, {Bl}7 {32}7 S)

mit
Bl = (S, {BQ}, 0) und BQ = (S, {BQ}, 0)
a <S> {82}70) (57 {82}70)

a
Daraus konnen durch sukzessives Baum-Einfiigen u.a. die in Abbildung gezeigten

Béume erzeugt werden, wobei wir der Einfachheit halber statt des Tripels nur die erste
Komponente angeben. Wir iiberlassen es der Leserin / dem Leser zu beweisen, dass bei

S S

S S S S

e

s S S a S S S S

n
n

S
s

a a a a a a a

Abbildung 1.16: Erzeugte Ableitungsbiume

Beschriankung auf die erste Komponente der Tripel tatsdchlich alle und nur die Ablei-
tungsbaume der urspriinglichen Grammatik G erhalten werden.

Jetzt zeigen wir, dass dieser Sachverhalt nicht nur fiir die Beispielgrammatik G gilt.
Vielmehr ldsst sich zu jeder endlich mehrdeutigen kontextfreien Grammatik eine Baum
einfiigende Grammatik so konstruieren, dass die Ableitungsbdume beider Grammatiken
iibereinstimmen, d. h. Baum einfiigende Grammatiken sind eine Lexikalisierung kontext-
freier Grammatiken.

Satz 1.48 Zu jeder endlich mehrdeutigen kontextfreien Grammatik G gibt es eine lexika-
lische Baum einfiigende Grammatik G' = (N, T, Init, Auz, S) derart, dass die Menge der
Ableitungsbaume von G mit der Menge der Ableitungsbdaume von G bei Beschrdnkung auf
die Nichtterminale in den mit Tripeln markierten Knoten tbereinstimmdt.

Beweis. Eine endlich mehrdeutige kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) sei gegeben.
Wir nennen ein Nichtterminal A € N rekursiv, falls es eine Ableitung A == uAv mit
gewissen Wortern w,v € (N UT)* gibt. Eine Regel A — w € P heifit nicht-rekursiv, falls
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A nicht rekursiv ist. Es sei P’ die Menge der nicht-rekursiven Regeln. (Um festzustellen,
ob ein Nichtterminal rekursiv ist, kann man den gerichteten Graphen H = (N, E) bilden,
wobei (A, B) € E genau dann gilt, wenn es eine Regel A — xBy mit z,y € (N UT)*
gibt. Fin Nichtterminal A ist genau dann rekursiv, wenn es in H einen Kreis gibt, der A
enthélt. Die Graphentheorie stellt viele Methoden, z. B. Breitensuche oder Tiefensuche,
zur Verfiigung, mit denen man testen kann, ob A in einem Kreis liegt.)

Wir konstruieren nun zuerst die Menge aller Ableitungen von terminalen Woértern, in
denen nur nicht-rekursive Regeln benutzt werden. Diese Menge ist offenbar endlich. Wir
definieren Init als die Menge der Ableitungsbdume dieser Ableitungen. Da nach unserer
Definition A\ ¢ L(G) wegen des Fehlens 16schender Regeln gilt, erzeugt jede der Ableitun-
gen ein nichtleeres Wort und folglich enthélt jeder Baum aus Init mindestens ein Blatt,
das mit einem Terminal markiert ist.

Mittels graphentheoretischer Methoden — angewandt auf den oben angegebenen Gra-
phen H — ermitteln wir die minimalen Kreise in H, d. h. solche Kreise, die keinen echten
Teilgraphen enthalten, der Kreis ist.

Wir konstruieren nun iterativ die Menge Auz. Zuerst setzen wir Auz = (). Dann
durchlaufen wir den folgenden Zyklus so lange, bis sich keine Anderung von Auz mehr
ergibt.

Fiir jeden minimalen Kreis ¢ und jeden Knoten B aus ¢, der in einem Baum aus
Init U Auz vorkommt und fiir den B == 2By die entsprechend ¢ vorhandene Ableitung
ist, und alle Ableitungen x = 2’ € T* und y = v € T*, die nur nicht-rekursive Regeln
verwenden, nehmen wir in Auz den Ableitungsbaum von B = zBy == /By’ auf.
Falls 2'y’ das leere Wort ist, so gibt es in G die Ableitung B == B, was der endlichen
Mehrdeutigkeit von G widerspricht; somit gibt es im Ableitungsbaum von B = zBy =
2’ By’ mindestens ein Blatt, das mit einem Terminal markiert sind.

Folglich ist die Baum einfiigende Grammatik G' = (N, T, Init, Auz, S) lexikalisch. Die
Aussage iiber die Gleichheit der Baummengen kann nun leicht mit vollstéandiger Induktion
wie beim Nachweis der Semi-Linearitéat kontextfreier Sprachen erbracht werden. O

Wir erwiahnen hier ohne Beweis den folgenden Satz, der das vorstehende Ergebnis auf
Baum einfiigende Grammatiken erweitert; fiir einen Beweis verweisen wir auf [21].

Satz 1.49 Baum einfiigende Grammatiken sind eine Lexikalisierung Baum einfiigender
Grammatiken. O

Wir wollen abschlieBend noch an einem Beispiel zeigen, dass das Einfiigen von Béu-
men auch einen linguistischen Gewinn geben kann, wenn eine Lexikalisierung ohne Baum-
Einfligungen moglich ist. Dazu betrachten wir die Grammatik

G = ({S,NP,VP}, {Adv, V,Sub}, P, 5)

(wobei wieder NP fiir Nominalphrase, VP fiir Verbphrase, V fiir Verb, Adv fiir Adverb
und Sub fiir Substantiv verwendet wird) mit den folgenden als Baume gegebenen Regeln:

S VP VP NP
7 N } }

NP VP Adv VP \Y Sub
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Die erzeugte Sprache besteht aus allen Wortern der Form Sub Adv™ V; die zugehérigen
Ableitungsbéume sind eindeutig bestimmt und haben die Form

NP VP
| I

Sub Adv VP
| .
Adv .
\
VP
N
Adv V$P
Vv

Offensichtlich ist die gegebene Grammatik nicht lexikalisch, denn die erste Regel enthélt
auf der rechten Seite bzw. in den Blattern kein Terminal. Wir kénnen durch eine leichte
Modifikation aber eine lexikalische Baum einfiigende Grammatik mit der gleichen Menge
von Ableitungsbédumen angeben, z. B. unter Verwendung der Baume

S : VP : VP.
/N | >~ ¢
Nf (VP,]) Adv (VP,]) \
Sub

Jede Lexikalisierung von G durch eine ,reine Baum anhéngende Grammatik (wobei nur
Substitutionen erlaubt sind) enthélt einen Baum mit S in der Wurzel und kein Blatt ist
mit V markiert. Wére dies nicht der Fall, wére also V Blatt eines jeden Baumes, der S
in der Wurzel hat, so kénnte nur noch Sub an die Baume angefiigt werden, womit die
Anzahl der erhaltenen Béaume endlich wére (Adv konnte nicht eingefiigt werden). Damit
hat V eine Sonderrolle. Dagegen hat die Grammatik G auch eine Lexikalisierung durch die
Baum einfiigende Grammatik G’ = ({S,NP, VP}, {Adv, V,Sub},{Z,,Z,},{A}, S) mit

Il = S s 1-2 = NP und A = VP y
7\ ’ N
(NP, |) VP Sub Adv VP
\Y%

bei der die oben erwédhnte Sonderrolle von V nicht vorliegt.

1.5. Kopf-Grammatiken

Unter einem Kopf-Wort iiber einem Alphabet V' verstehen wir einen Wort u T v mit u € V*
und v € V*. Diese Bezeichnung kommt von der Vorstellung, dass ein Lese- oder Schreib-
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kopf iiber dem Wort an der Position steht, die durch das Symbol T angegeben wird.
Mit K (V') bezeichnen wir die Menge aller Kopf-Woérter iiber V.
Wir erkléaren zuerst die Operationen

Cin: (K(V)" > KV)firn>1,1<i<n, und
W (K(V))? — K(V)

iiber K (V') durch

Oz‘,n(ul To,ug Twg, ..o un T Un) = UV UV - . . Uim1 Vi—1 U | Vi1 Vig1 - - - UpVp Und

W(Ul Tor,ug TU2) = uuy T vavy .

Die Operationen Cj,, n > 1, 1 < i < n, sind der Konkatenation &hnlich; W heif3t
Wickeloperation. Thre Idee entstammt der Situation, dass die kontextfreien Ableitungen
A == u; Bv; und B == u,C'v, die Ableitung A == u usCvov; ergeben. Ersetzt man das
Nichtterminal durch T, so ergibt sich gerade die Wickeloperation.

Wie man leicht nachrechnet, gelten die folgenden Gleichheiten

Cin(ur Tor, .. un Ton) = Cro(Cipa1(ur Tor, .oy tn—1 TUn—1), Crai(un Ton))
firl<i:<n-1,
On,n(ul Ty, un T Un) = 02,2(Oi,n—1(U1 Tor, .., Up—1 TUn—1)7 01,1(Un T Un))
firl<i<mn-1, (1.5)
Cip(ur Tvr) = Cro(ug To, ATA),

01,2(U1 T o1, C'1,2(162 Tv,ug T U3)) = 01,2(01,2(u1 T o1, ug Tvz), ug | U3) = Uy T V1UV2U3V3 .

Durch wiederholtes Einsetzen kann jede Operation Cj,, n > 1, 1 < i < n, durch die
Operationen C 5 und Cy 5 ausgedriickt werden.

Wir definieren sogenannte Kopf-Grammatiken, die von CARL POLLARD in seiner Dis-
sertation ([I7]) eingefiihrt wurden. Sie sind im Wesentlichen kontextfreie Grammatiken,
bei denen anstelle der Konkatenation obige Operationen benutzt werden. Wesentliche,
frith erzielte Resultate sind in [19] zu finden.

Definition 1.50
i) Eine Kopf-Grammatik ist ein Quadrupel G = (N, T, P,S), wobei
o N, T und S wie bei einer Regelgrammatik definiert sind, und

e P eine endliche Menge von Regeln der Form

A— f(Ay,...,A,) mit A N, n>1, A,...,A, € NUK(T),
fe{Win=2}u{C,|1<i<n}

15t.

ii) Wir definieren die Relation = induktiv wie folgt:

o Fiir alle u,v € T* giltuTvéuTw.
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o Fulls A — f(A1, Ay, ..., A,) € PundA; N u; Ty fiir gewisse u;, v; € T* und
1 <@ < n, dann gilt

A:k>f(u1TU17u2TU2,...7unT'Un) mit/{:zl—l—Zki.

i=1
iii) Die von G erzeugte Sprache L(G) ist durch
L(G) ={w | w=uwv, S=k>uva11remk20}

definiert.
Mit £(H) bezeichnen wir die Menge aller von Kopf-Grammatiken erzeugten Sprachen ]

Man hétte auch eine Relation = wie folgt definieren konnen: Es gelte ©+ = y genau

dann, wenn

— x = uAv fiir gewisse u,v € (NUTU{W,(,),T, ,}U{Cin|n>1,1<1i<n})" und
A€EN,

- A— f(Al,AQ,...,An) S P,

—y=uf(Ay,Ag, ..., Ap)v

gelten (d.h. wir nehmen iibliche kontextfreie Ersetzungen vor). Wie man durch vollstan-

dige Induktion iiber k leicht nachweist, gilt A LN Tv mit u,v € T* genau dann, wenn
A durch £ kontextfreie Ersetzungen in einen Term iiberfithrt wird, der durch Auswertung

zu u v fiihrt.
Bei der Kopf-Grammatik

Go = ({4, A} {a, ¢} {p1, p2, p3}, A)
mit

pr=A—Cos(al\A), pp=A — Ci1(A¢c), ps=A" = W(A, \c)
erhalten wir unter anderem die folgende kontextfreie Ableitung:

A= Cya(aT\A) = Cos(aT A\, W(A,A10))

- 02’2(61 T )\, W(CZQ(G/ T )\, Al), A T C))
— 0272(61 T /\, W(CQQ(CL T )\, 0171()\ T C)), A T C))

Der letzte erhaltene Ausdruck ldsst sich nun auswerten, wodurch wir

A =5 Cos(aT A, W(Caz(alA Cri(ATc)),ATc))
= Coa(aTAW(Coa(aTAAT¢),AT0))
= Cha(aTAW(aAATe,AT¢)) = Con(aT A\, W(aTe,AT¢))
= Cha(aT A arTec) = Cos(aT A alcc)

= alaTcc=aaTcc

3Die Abkiirzung entstammt dem englischen Wort head fiir Kopf.
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erhalten. Damit gehért das Wort a?c? zur erzeugten Sprache.
Nach Definition [L50] erhalten wir der Reihe nach

Ae== ATc,
A= C (ATc)=ATc (mit po),
A= ChplatMATe)=alc (mit py),
A':3>W(aTc,)\Tc):ach (mit p3),
A== Coa(aT A alec) =aalce (mit py),

womit auch auf diese Weise a®c* € L(Gy) nachgewiesen ist.
Bei Verwendung der kontextfreien Ableitungen kann die Auswertung im Wesentlichen
erst erfolgen, wenn die Ableitung terminiert hat. Dabei entstehen uniibersichtliche Aus-

driicke, so dass es schwierig ist, die erzeugte Sprache zu bestimmen. Dies ist mittels LN
aus Definition [L50 meist einfacher.

Wir behandeln nun drei Beispiele, bei denen erneut die Sprachen K;, Ky und Kj
erzeugt werden.

Beispiel 1.51 Wir betrachten die Kopf-Grammatik
Gl - ({57 Slﬁ A7 Al}? {(I, b7 c, d}> {p17p27p37p47p57p6}7 S)

mit
p=A4-— 02,2(GT)\7A/)> pp=A— Cii(AT¢c), p3= A= W(A X ¢),
Ps = S — W(A, bT/\), D5 = S — 0172(3/, /\Td), DPe = S — W(S,bT)\)
Die Regeln py, py und ps sind die gleichen Regeln wie in der oben betrachteten Kopft-
Grammatik Gy. Von den dortigen Betrachtungen kennen wir
A= \Te, A== ate, A == alc® und A== a®1c>.
Mittels vollstdndiger Induktion ist nun leicht zu zeigen, dass
AL g e und A2 a" et

gelten, da ps ein ¢ im zweiten Teil und p; ein a im ersten Teil des Kopf-Wortes einfiigen.
Damit erhalten wir

S 2L W@ 1" bTA) =ab T,
S 2L Oy T ATd) = a1
S W@ T, b T A) = a"b? 1 ¢,
S 2L Cro(a™? 1 d AT d) = a"b? 1 "d?
und allgemein
S L W (@™ 1 A, b1 A) = a”b™ ] nd

§ 2L Oy (a"b™ ! T A A T d) = a"b ]
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Hieraus resultiert
L(Gy) = {a"b™""d™ | n,m > 1} = Ks.
Beispiel 1.52 Es sei die Kopf-Grammatik
Ga = ({5, 54, Sp},{a, b}, P, 5)
mit
P= |J {S— Ciala1a),8, = W(S,21X),5 = Cr2(Ss, AT2)}
z€{a,b}

gegeben. Wir zeigen mittels vollstidndiger Induktion
L(Gs) = {ww | w € {a,b}*} = K3.

Aus S — Cyy(zT2) folgt S == x 1z fiir z € {a,b}.

Es sei nun schon S = x1xy ...y T X129 . .. &y, fiir alle x; € {a,b}, 1 < i < m, gezeigt.
Dann erhalten wir

kt1
Sx:+>W(:clxg...:vaxle...xm,xT)\):xlxg...:cmxTxlxg...mm und

k+2
S = Cra2(x129...2px T 2100 . .. T, AT T) = 2122 .. . T [ 122 . .. T,

fiir x € {a,b}, woraus die Behauptung resultiert.
Beispiel 1.53 Die Kopf-Grammatik
Gs = ({5, A}, {a,b,c},{S — Ci1(abTc), S — Caa(aTA A), A—W(S,07¢)},S)
erzeugt die Sprache
L(G3) ={a"V"c" |n>1} = Ky,
wie man in Analogie zu den vorstehenden Beispielen leicht beweist.

Der nachfolgende Satz gibt ein erstes Resultat zur Erzeugungskraft von Kopf-Gram-
matiken an. Im folgenden Abschnitt werden wir dazu weitere Aussagen treffen.

Satz 1.54 L(CF) C L(H).

Beweis. Es sei L € L(CF). Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S)
in Chomsky-Normalform, die L erzeugt und deren Regeln alle von der Form A — BC
oder A — a mit A,B,C' € N und a € T sind. Wir konstruieren die Kopf-Grammatik
G' = (N,T, P, S), wobei

P'={A— C12(B,C)|A— BCeP}U{A—Ci1(A\Na)| A—a€ P}

gesetzt wird. Dann ergibt sich durch kontextfreies Gebrauchen von Regeln aus P’ ein
Term, der nur die Operatoren Ci5 und C;; enthélt und diese werden nur auf Terme
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der Form A Ta angewandt. Ferner ist die Reihenfolge der Buchstaben aus N U T in ei-
nem mittels Regeln aus P’ abgeleitetem Wort die gleiche wie bei dem Wort, das durch
die entsprechenden Regeln in P abgeleitet wird. Insbesondere gilt S :;> a1as . .. 0y

. k . . N
mit a; € T genau dann, wenn S = ugA T u1a1U2as . . . U AUy, 1 flir gewisse Worter
G/

u € {C12,C11,1,(,), , }*, 0 <i < m+ 1 gilt, wobei ug kein T enthélt. Mittels der letzten
Gleichheiten aus 1) ist leicht nachzuweisen, dass S :;> aias . .. a,, genau dann gilt,

wenn S % ATayas ... apn giltig ist. Damit erhalten wir L(G’) = L(G) und die Inklusion

L(CF) C L(H) ist gezeigt.
Aus den Beispielen - folgt, dass die Inklusion echt ist. O

Wir geben nun ein Analogon zur Chomsky-Normalform fiir Kopf-Grammatiken an.

Satz 1.55 Zu jeder Kopf-Grammatik G = (N, T, P, S) gibt es eine Kopf-Grammatik
G'=(N', T, P', S) derart, dass
— P’ nur Regeln der Form

A — 0172(37 O), A — 0272(B, C), A — W(B7 O), A — 0171(7“01 ng)
mit A,B,C € N', wy,w, € T*

enthdlt, und
- L(G") = L(G) gilt.

Beweis. Zuerst sei A — f(uy vy, us Tv1,...,u, Tv,) eine terminierende Regel in G, d. h.
u;,v; € T* fiir 1 <4 < n, und es gelte f(uy Tvy,us Tvg,...,u, T v,) = wy T we. Wegen

C1,1(w1Tw2) :wlTwZ:f(ulTU17u2TU17~--aunTUn>

koénnen wir ohne Anderung der Sprache die Regel A — f(u; T vy, us T vy, . .., up 1 v,) durch
die Regel A — C}1(w;y Twsy) ersetzen. Damit haben wir nur noch terminierende Regeln
der gewiinschten Form, die wir in die Menge P’ aufnehmen.

Es sei nun p = A — f(01,09,...,0,) € P mit 0; € NUK(T) fiir 1 <i < n eine
nicht-terminierende Regel. Wir fithren dafiir eine Regel p' = A — f(o,0%,...,0,) in P’
ein, wobei fir 1 <7 <mn

’ ag; falls o; € N,
. =
' B, fallso; € K(T)

mit neuen zusétzlichen Nichtterminalen B; gesetzt wird. Fiir jedes neue Nichtterminal B;
fithren wir noch in P’ als einzige Regel B; — C}1(0;) ein. Offensichtlich gilt dann nach
Anwenden von p’ und Ersetzen der B; entsprechend ihrer Regeln A % flor,09,...,04),
d. h. wir konnen die Anwendung von p in G mittels G’ simulieren. Damit sind alle Regeln
in P’ von der Form A — f(Ay, Ay, ..., A,) oder A — Cy1(wy Twe) mit A; € N' und
wy, Wy € T,

Falls f eine n-stellige Operation C;,, mit n > 3 und ¢ < n— 1 ist, so ersetzen wir in P’
die Regel A — f(Ay, As, ..., A,) durch zwei Regeln

A— 01,2(14/, An) und A" — i,n—l(Ala A2, .. 7An—1) )
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wobei A" ein neues Nichtterminal ist. Es ergibt sich

A= 01,2(14/, An) — Cl,Q(Ci,nfl(Ala Ay, ... ,Anfl), An) .

Haben wir A; N u; Tv;, so erhalten wir durch Anwenden von A — f(A;, As, ..., A,)
in G
A:k> Cim(ulTvl,ugTvg,...,unTvn) (16)

und analog in G’

AL == C12(Cin—1(ur Tvr, ug T2, o U1 T V1), Un T V,) - (1.7)

Nach Definiton stimmen aber die entsprechend . ) und ( . von A erzeugten Kopf-
Worter iiberein. Daher liefert dieser Ubergang keine Anderung der Sprache.

Falls f eine n-stellige Operation C,,, mit n > 3 ist, so ersetzen wir in P’ die Regel
A — f(A1, Ay, ... A,) durch zwei Regeln

A — 0272(141, A/> llIld AI — Cnfl,nfl(A% A3, e ;An) s
wobei A’ ein neues Nichtterminal ist. Es ergibt sich
A= Cyp(A1, A') = Coo(A1,Crin-1(A2, A5, .. Ay)),

was erneut die Sprache nicht veréndert.
Jede Regel A — C1(B) wird durch zwei Regeln

A — C15(B,B") und B" — C11 (AT A)
ersetzt, wobei B’ ein neues Nichtterminal ist. Es ergibt sich
A — CLQ<B, BI> — Clvg(B, Cl,l()\ T )\)) 5

was ebenfalls die Sprache nicht veréndert.

Wir verfahren so fiir jede Regel aus P’, die nicht die gewiinschte Form hat. Da jede
Regel mit einer n—stelligen Funktion (n > 3) durch eine Regel mit einer (n — 1)-stelligen
Funktion und eine Regel mit einer zweistelligen Funktion ersetzt wird, fithren wir schlief3-
lich alle Operationen C; ,, auf C o und Cy 9 zuriick. O

1.6. Beziehungen zwischen den Grammatikklassen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Erzeugungskraft der in den vorhergehenden Ab-
schnitten eingefiithrten drei Typen von Grammatiken genauer. Wir werden die zugehorigen
Sprachfamilien miteinander vergleichen und zeigen, dass sie iibereinstimmen. Dabei folgen
wir im Wesentlichen [27]. Dieses Resultat gestattet uns dann auch, Ergebnisse, die bisher
nur fiir einen Typ gezeigt wurden, einfach auf die anderen Typen zu iibertragen.
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Lemma 1.56 Zu jeder linearen indizierten Grammatik G kann in polynomialer Zeit (in
der Grifie von G) eine Kopf-Grammatik G' so konstruiert werden, dass L(G') = L(G)
gilt und die Grifie von G' polynomial in der Grofle von G ist.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die gegebene
Grammatik G = (N, T, 1, P, S) in P nur Regeln der Form
—A— AAy A AA A A,
- A[l] — AlAQ . Ai—léAi—l-l . Am,
- A—w
enthélt (falls dies nicht der Fall ist, so iiberfithren wir G in die Normalform entsprechend
Satz , bei der alle Regeln die gewiinschte Form haben).
Wir konstruieren nun eine Kopf-Grammatik G’ = (N, T, P’, S), indem wir

N/ = NU{<A1,A2,77> ‘ Al,AQ € N, n elU {)\}}
setzen und die Regeln aus P’ wie folgt ermitteln:

e Wenn A — AyAy.. A1 Aill]Ai 1 Aiyo ... Ay € P ist, so nehmen wir in P’ alle
Regeln

(A, B,\) = Cin(A1, Agy oo (A B, Airy Aigay oo An)
mit B € N auf.
o Wenn A[l] = A1Ay.. . A1 AjAiq ... Ay € P ist, so nehmen wir in P’ alle Regeln
(A, B,l) — C;n(A1, Agy oo (A, BoA), A, Aigay oo Ay)
mit B € N auf.
e Wenn A — w € P ist, so nehmen wir in P’ die Regel A — C}1(A T w) auf.
e Fiir alle A, B,C € N und n € I U{A} nehmen wir in P’ alle Regeln
(A,B,n) — WA, C,N),(C,B,n)), (A, A\ — C11(ATA), A—W((A,B,\),B)
auf.

Im Rahmen dieses Beweises werden wir einfach auch fiir die Kopf-Grammatik G’ die
Ableitungsrelation % benutzen (und G’ fortlassen, falls dies aus dem Kontext klar ist),

wobei w % wy T we genau dann gilt, wenn w % wy T wy fiir ein k gilt. Fiir beide Typen

von Grammatiken bezeichnen wir mit == eine Ableitung der Lénge k.
Wir beweisen nun mittels vollstdndiger Induktion {iber die Anzahl der Ableitungs-
schritte simultan die folgenden Aussagen:

i) Fir alle A,B € N, ne€ lU{\} und wy,ws € T* gilt
Aln] =;> w1 Bwy genau dann, wenn (A, B,n) % wy T we

qgilt.
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ii) Fir alle A€ N und w € T* gilt A :;> w genau dann, wenn w = wiwsy fir gewisse
Worter wy,we € T ist und A % wy Twy gilt.
Aus ii) folgt mit A = S sofort L(G) = L(G").
Induktionsanfang fir i). Es sei Aln] :;> wy Bws eine Ableitung der Lénge 0. Dann gelten
A = B und wy = wy = A. In P’ ist nach Konstruktion die Regel (A4, A, \) — Ci1(\,A)
vorhanden, womit (A, A, \) % AT A gezeigt ist.

Es sei nun umgekehrt eine Ableitung in G’ der Linge 1 gegeben. Dann muss es eine
Ableitung (A, A, \) ? AT A sein, bei der die Regel (A, A, \) — C11(ATA) angewendet

wird (alle anderen Regeln fiir ein Symbol (A, B,n) liefern kein terminales Wort). In G
haben wir wegen der Reflexivitit von :;> aber auch die Ableitung A :;> A der Lénge 0.

Induktionsanfang fir ii). Eine Ableitung A :;> w der Lange 1 mit w € T™ ist genau dann
moglich, wenn es die Regel A — w in P gibt. Damit gilt A =G> w genau dann, wenn es
die Regel A — Cy1(ATw) in P’ gibt, was mit A = AT w gleichbedeutend ist.

Induktionsschritt fir i). Es sei A[n] :Z> wy Bw, eine Ableitung der Lénge k in G.

Fall 1. Als erste Regel wenden wir eine Regel der Form
A — A1A2 .o Ai—lé[l]Ai+1Ai+2 [P An
an. Dann gibt es eine Ableitung

A[n] ? A1A2 . Aiflé[ln}Ai+1Ai+2 A An
% ulAz’ [lT]]'Ul

L2, uyug B [n]vavy (1.8)

Q

k
:3> UIUQU3BU3U2U1 (].9)

Q

mit ky, ko, ks < k, terminierenden Ableitungen A, =;> z;j fir 1 <j <mn, j#1, und

UL = 2122+ .. Zi1, V1 = Zi41%is2 - - - Zn Und W1 = UgUsUs, Wy = V3VaV1. (1.10)
Nach Induktionsannahme (von ii)) haben wir daher Ableitungen

A; %pquj mit pjq; = 2z; fir 1<j5<n, j#i. (1.11)

Aus den Ableitungen aus ((1.8) und (1.9) ergeben sich nach Induktionsvoraussetzung
(von i)) die Ableitungen

(A;, B, 1) % us Tve und (B, B,n) % uz T vs (1.12)

AuBlerdem haben wir nach Konstruktion von G’ die Regeln

<A, B/, )\> — Ci,n(Ala AQ, . 7Ai—17 <A“ B/, l>, Ai—‘rl) Ai+27 e 7An)> (113)
(A,B,n) — W({A,B',\),(B',B,n)). (1.14)
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Damit ergeben sich die Ableitungen

<A; Bl, )\> % Oi,n(pl Tq,p21q2, -, pic1 T Gim1, U2 TV2, i1 T Git15 Div2 T Gig2s - Pn | Qn)

(wegen (L13), (L11) und (L12))
= PIq1P2G2 - - - Pi—1Gi—1U2 T V2Pit1it1Pi+2Gi+2 - - - Pnln
= 2122... 21U [ V22i11%i42 - - - Zn

= wuyuy T v9vy (wegen (1.10])
und

(A, B,n) % W (uyug Tvgvy, ug Tvs) (wegen ([1.14)), vorstehender Ableitung und ((1.12))

= ujugug | v3v20;

= w; Tws (wegen ((1.10))).
Fall 2. Die erste angewendete Regel sei von der Form
A[l] — A1A2 e Ai—léAi—&-l N Am .
Dann gilt n = [, und unsere Ableitung ergibt sich als
A[l] :G> A1A2 . e Ai—lAiAi—i-l e Am
é} UlAi’Ul
€]
% U1UQBU2U1

mit Ky, ky < k, terminierenden Ableitungen A; % zj fir 1 <j <mn, j#1, und

Uy = 2129 ... Zio1, V1 = Ziy1%i42 ... 2 UNd W1 = UjUg, We = V1.
Nach Induktionsvoraussetzung haben wir daher in G’ die Ableitungen
(Ai, B, ) % us T vg und
Aj=>p;1q;mit pig; =z fir 1<j<n, j#i
und nach Konstruktion von G’ die Regel
(A,B,l) — Cin(A1, A, ... A1, (A, BOA), A, Aiga, -1 Ay,
woraus die Existenz der Ableitung

(A, B,1) % Cin(1Tq1,02Tq2, -, Pic1 T Qiz1, u2 T2, Div1 T Git1y - -5 Pn T Q)
= DiqiP2q2 - - - Pi—1i—1U2 T V2Dit1Gi+1Pi+2Gi+2 - - - Pnln

= Z1R2...%;—1U2 T V223112442 -+ - Zn
= wuz T vy

= w; Tws
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resultiert.
Es sei nun umgekehrt (A, B, n) —%—/> wy T wq eine Ableitung der Linge k in G'.

Fall 1. Es sei n = A. Dann beginnt die Ableitung mit der Anwendung einer Regel der
Form

(A, B,\) = Ci (A1, Aoy oo Ay, (A, B, Ay, Aiga, -2 Ay)
und es gibt Ableitungen
(A;, B, 1) %uﬁ) und A; %pquj firl<j<n, j#i
mit k; < k fir 1 < j < n so, dass
wy Twa = prgipaqe - - - Pi—1¢i—1U T VPit1Gi+1Pi+20i+2 - - - Pnln
gilt. Nach Induktionsannahme haben wir daher in G die Ableitungen
Al :;> uBv und A, :;>pj% firl<j<n, j#i
und aufgrund der Konstruktion von G’ in P die Regel
A— AAy . A ANA A . Ay,
womit es in G die gewiinschte Ableitung
A = AjAg . A AlJA 1 Avs A,

:;> P1q1P2q2 - - - Pi—1Gi—1UBUP; 11qiv1Piv2Giv2 - - - Pnln
= wleg
gibt.

Fall 2. Es sein € 1.
Fall 2.1. Die zuerst angewendete Regel sei

<A, B,T]) — Ci,n(A17A27 Ce ,Aifl, <A17 B, )\>7Ai+1a Ai+27 e ,An>
Dann gibt es Ableitungen

(A;, B, \) %}UT’U und A, %pquj firl<j<n, j#i
mit k; < k fir 1 < j < n so, dass

wy T w2 = p1qiP2qe - - - Pi—1¢i—1U T UPi+1Git1Pi+2qi+2 - - - Dnln

gilt. Nach Induktionsannahme haben wir daher in G' die Ableitungen

Ai:;>uBUundAj:;>qujffll“lﬁjfny JFi
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und aufgrund der Konstruktion von G’ in P die Regel
All] = AjAy A AAia Ais L Ay,

womit es in G die gewiinschte Ableitung
All] = A1Ay A AA A A,

% P1q1P2G2 - - - Pi—14i—1UBUD;i 1151 1Dir2Giv2 - - - Pl

= U)lB’LUQ

gibt.
Fall 2.2. Die Ableitung beginne mit der Anwendung einer Regel der Form

(4, B,n) — W((A,C, A),(C, B,n)).
Dann gibt es Ableitungen

(A, C,\) % upTvy und (C,B,n) % Uy T 0o

mit k1, ko < k so, dass
wy Twe = ugug T vavy
gilt. Nach Induktionsannahme haben wir daher in G die Ableitungen

A :;> u;Cv; und  Cln :;> Uy Bg,

woraus die Ableitung

Aln] :;> uClnjvy :;> U1 Ue Brov; = wy Bws

resultiert.
Induktionsschritt fir ii). Es sei A :;> w eine Ableitung der Lange k. Diese Ableitung

kann in Teilschritte
A :G> AlAQ o Ai—lAi[Z]Ai+1Ai+2 ce An

k1
:G> ulAZ- [l]?)l

% uyus Buguy (1.15)
%} Uy U UV (1.16)

mit k1, ko, k3 < k, terminierenden Ableitungen A; :;> zj fir 1 <j <mn,j#1, und

Uy = 2122 ... 2i—1, V1 = Zj4+1%i4+2---%n und w = U1U2UV2V1
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zerlegt werden. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir in G’ die Ableitungen

Aj%pjTQjmitijj:Zj fir 1 <j<mn, j#i,
(A, B, 1) % U T vy (wegen ([1.15)),
B % uz T vs mit ugvs = u (wegen (|1.16)))

und in P’ haben wir nach Konstruktion die Regeln

<A7 B7)‘> - Ci,n(A17A27 e 7Ai—17 <AivBJ l>7Ai+17Ai+27 s 7ATL)7
A = W((A, B, \), B).

Damit ergeben sich die Ableitungen

<A; B, )\> % Ci,n(pl Tq,p2 T2, pic1 T qim1, U2 TV2, i1 T Gir15 Piv2 T Gig2s -0 | Qn)

= P1q1P2G2 - - - Pi—1Gi—1U2 T V2Pit1i+1Di+2Gi+2 - - - Pnln
= 2122...2i1U2 | V2Zi41%i42 - - - Zn

= ujug | vav;
und

*
A ? W(U1U2 T vovy, ug 1 U3) = U3 T U321,

womit wegen uiusuzvzvat; = ujusuvov; = w die Behauptung gezeigt ist.
Ist A %> wy Twy eine Ableitung der Liange k > 2 in G’, so beginnt diese Ableitung

mit der Anwendung der Regel A — W ((A, B, \), B) fiir ein B € N (da dies die einzigen
nicht terminierenden Regeln fiir ein A € N sind). Daher gibt es auch noch Ableitungen

(A, B, \) %uﬁvl und B%UQT'UQ

mit ki, ke < k, w; = ujue und wy = vyv;. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher
in G die Ableitungen A :;> u; Bv; und B :;> UoV9, womit auch die Ableitung

* *
A ? u1 By ? U1U2V2V1 = W1W2

besteht, die nachzuweisen war.

Die Aussage zur Komplexitiat der Konstruktionen ergibt sich sofort. O

Folgerung 1.57 L(LI) C L(H).

Beweis. Es sei L € L(LI). Folglich gibt es eine lineare indizierte Grammatik G mit L =
L(G). Nach Lemma [1.56] gibt es dann eine Kopf-Grammatik G’ mit L(G") = L(G) = L.
Damit gilt L € L(H). O
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Lemma 1.58 Zu jeder Kopf-Grammatik G kann man in polynomialer Zeit (in der Grife
von G) eine Baum einfiigende Grammatik G' so konstruieren, dass L(G') = L(G) gilt und
die Grofse von G’ polynomial in der Gréfie von G ist.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass G = (N, T, P, S) in
der Normalform aus Satz [L.55] vorliegt, d.h. P enthélt nur Regeln der Form

A — 0172(B,C), A — ng(B,O), A — W(B,C), A — 0171(’[111 T’LUQ)

mit A, B,C € N, wy,wy € T*. Wir konstruieren nun eine Baum einfiigende Grammatik
G' = (N, T,{B}, Auz, S) mit

B= (S, Auz,1)

J

A

als initialem Baum. Die Menge Auz entsteht aus Bdumen, die in Abbildung [1.17] gezeigt
sind, indem wir fiir eine Regel

- p=A— C2(B,C) den Baum B,

— qg=A — C35(B,C) den Baum B5,,

- r=A— W(B,(C) den Baum B, und

~- s=A— C11(w; Twy) den Baum B;

nehmen.
B, = (A, Auz,0) B, = (A, Auz,0)
N N
(B, Auz, 1) (C, Auz, 1) (B, Auz, 1) (C, Auz, 1)
! ! ! /
(A, Auz,0) A A (A, Auz,0)
B, = (S, Auz,0) Bs = (A, Auz,0)
: :
(B, Auz, 1) wy 44, Aum,} wa
:
(C, Auz, 1)
J
(A, Auz,0)

Abbildung 1.17: Baume aus Aux

Wir zeigen nun zuerst mittels vollsténdiger Induktion iiber die Anzahl der Schritte
beim Ableiten bzw. Baum-Einfiigen, dass fir alle A € N und wy,wy € T* die Ableitung
A =;> w1 Twe genau dann besteht, wenn Bdume By und By so existieren, dass folgende

Bedingungen erfillt sind:

o 3y liegt in Aux und die Wurzel von By ist mit A markiert,
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e B, entsteht aus By durch iteriertes Baum-Einfiigen,

e By hat keinen Knoten, der noch ersetzt werden muss (kein Knoten hat eine Mar-
kierung (X,U, 1)), und die Bldtter von By ergeben von links nach rechts gelesen das
Wort wi Aw,.

Induktionsanfang: Wird bei A = w; T wy nur ein Ableitungsschritt ausgefiihrt, so ist
s = A — Cy1(w; ] wy) eine Regel in P. Somit gibt es in Auz den zugehérigen Baum B;.
Mit der Festlegung B, = By = B, sind alle Aussagen erfiillt.

Entsteht umgekehrt By aus B; durch 0 Baum-Einfiigungen, so ist B; ein Baum der
Form B, und die Anwendung der zugehorigen Regel s liefert A :G> wy T ws.

Induktionsschritt: Es sei A :];> wy Tws eine Ableitung der Linge k£ > 2. Wir diskutieren

nun die drei Moglichkeiten fiir die zuerst angewendete Regel (der vierte Typ entfillt, da
ihm eine terminierende Regel zugrunde liegt).
Fall 1. Es seip = A — C2(B, C) die zuerst angewendete Regel. Dann gibt es Ableitungen

B%ulTuz und C’%vle
mit kq, ks < k derart, dass

01,2(U1 T w2, vy Tvz) =y T ugv1v2 = wq | wo

gilt. Damit existieren nach Induktionsvorraussetzung Baume B;, By, C; und C, mit fol-
genden Eigenschaften:

e 3; und C; liegen in Auz und die Wurzeln sind mit B bzw. C' markiert,
e 35 entsteht aus By und C, entsteht aus C; jeweils durch iteriertes Baum-Einfiigen,

e 35 und C; haben keine Knoten mit einer Markierung (X, U, 1), und die Blétter von
By bzw. Cy ergeben von links nach rechts gelesen die Worter uy Bus bzw. v1Cv,.

Folglich haben B, und Cy auch die Wurzeln B bzw. C'. Wir fiigen nun By und Cs in den
Baum B, ein, der zur zuerst angewendeten Regel gehort. Dies liefert den Baum B’ aus
Abbildung [1.18] der die Wurzel A hat, der keine mit (X, U, 1) markierten Knoten enthélt
und dessen Blatter von links nach rechts gelesen das Wort u; Ausvv9 = wy Awy ergeben.
Folglich erfiillen B, und B’ die geforderten Bedingungen.

Fall 2. Die erste angewendete Regel sei ¢ = A — Cy (B, C'). Dann konnen wir eine analoge
Konstruktion zum Fall 1 geben.

Fall 3. Die erste angewendete Regel sei r = A — W (B, (). Dann gibt es Ableitungen

k k
B:G1>u1Tu2 und C:G2>U1T'UQ

mit ki, ky < k derart, dass

W (uy Tug,v1 Tve) = ugvy Tvgug = wy Tws
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B
A
B
B C A
C
U U2 (%1 V2 ﬁ
A A U1 V2
B’ A
B//

Abbildung 1.18: Béume B’ und B” aus dem Beweis von Lemma [L.58]

gilt. Damit existieren nach Induktionsvorraussetzung Baume By, By, C; und Cy mit den in
Fall 1 genannten Eigenschaften. Analog zu Fall 1 erhalten wir unter Verwendung von B,
den Baum B” aus Abbildung [1.18, die beide den gewiinschten Bedingungen geniigen.

Fiir die Umkehrung der Aussage sei ein Baum Bs aus einem Baum B; durch k-maliges
Baum-Einfiigen entstanden und die Baume B; und B, mogen die in der Aussage genannten
Bedingungen erfiillen. Wir diskutieren die Moglichkeiten fiir B;.

Fall 1. Der Baum B; habe die Form B, fiir eine Regel p = A — C;2(B,C). Da im Baum
B, keine Knoten mehr zu ersetzen sind, ist By aus B; entstanden, indem an die Knoten
mit den Markierungen B und C' zwei Baume B und C eingefiigt wurden. Damit entspricht
der Baum B, dem Baum B’ aus Abbildung [I.18] Zu den eingefiigten Béumen B und C
gehoren nach Induktionsvoraussetzung zwei Ableitungen B :;> uq Tug und C :;> v1 T vs.

Dies liefert die Existenz der gewiinschten Ableitung

A :;> C1,2(“1 T ug, v1 TU2) = Uy T UV V2.

Fall 2. Der Baum B; habe die Form B, fiir eine Regel ¢ = A — Cs5(B, C'). Durch analoge
Betrachtungen wie in Fall 1 kann der Beweis erbracht werden.
Fall 3. Der Baum B; habe die Form B, fiir eine Regel r = A — W(B, C). Auch hier kann

die Aussage analog zu Fall 1 bewiesen werden.
Es sei w € L(G). Dann gibt es in der Kopf-Grammatik G eine Ableitung S :;> wy T ws

mit w = wyws. Nach der gerade bewiesenen Aussage gibt es einen Baum B, dessen Wurzel
mit S markiert ist, der aus Bdumen in Aux durch Einfiigen entstanden ist, der keinen
Knoten mit einer Markierung (X, U, 1) enthélt und dessen Blétter von links nach rechts
gelesen wySwy ergeben. Fiigen wir diesen Baum B in den einzigen Baum in Init ein, so
erhalten wir einen Baum mit Wurzel S, ohne Knoten mit einer Markierung (X, U, 1) und
dessen Blétter von links nach rechts gelesen wjwy ergeben. Damit gilt w € L(G’) und
folglich L(G) C L(G').

Die umgekehrte Inklusion kann durch Umkehren der Schliisse bewiesen werden. O
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Die folgende Aussage kénnen wir analog zur Folgerung beweisen.
Folgerung 1.59 L(H) C L(TA). O

Lemma 1.60 Zu jeder Baum einfiigenden Grammatik G kann in polynomialer Zeit (in
der Grifle von G) eine lineare indizierte Grammatik G' so konstruiert werden, dass
L(G") = L(G) gilt und die Grifle von G polynomial in der Grifle von G ist.

Beweis. Es sei G = (N, T, Init, Auz,S) eine Baum einfiigende Grammatik. Ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit haben die Baume in Init und Auz die folgenden Eigen-
schaften:

1. Es gibt keine Substitutionsknoten (Knoten mit einer Markierung (A, |)). Dies ist
nach Satz moglich.

2. Alle Blatter — mit Ausnahme der Fulknoten von den Biumen in Auzr — sind mit
einem Terminal oder A markiert. Dies folgt aus der Definition [I.37] unter der Bedin-
gung, dass es keine Substitutionsknoten gibt.

3. Jede Wurzel hat die Markierung (.S, 0,0). Dies kann gewihrleistet werden, indem
ein Baum mit einer Wurzelmarkierung (S, U, a) eine neue Wurzel ,vorgehéingt“ be-
kommt, die die Markierung (5,0, 0) erhélt. Der gesamte urspriingliche Baum héngt
danach an diesem Knoten. Diese Anderung hat keinen Einfluss auf die Terminal-
symbole des betreffenden Baumes und verdndert somit die erzeugte Sprache nicht.
Da Substitutionen nicht méglich sind, tragen nur Baume zur erzeugten Sprache bei,

in deren Wurzelmarkierung S steht.

4. Jeder Fufl eines Baumes in Auz hat eine Markierung (A, (), 0). Dies kann analog zur
Wurzel erreicht werden, indem an einen Fulknoten mit einer Markierung (A, U, a)
ein Knoten mit der Markierung (A4, ®,0) angehingt wird. Der angehéingte Knoten
ist der neue FuB; der ehemalige Ful wird zu einem inneren Knoten. Auch diese
Modifikation verdndert die erzeugte Sprache nicht.

Es seien By, Bs,..., B, die Biume aus Init U Auz. In jedem Baum B;, 1 < i < n,
versehen wir die Nichtterminal-Knoten (und deren Markierungen) mit dem Baumindex i
und einer beziiglich des Baumes fortlaufenden Nummer j. Dabei wird j = 1 an die Wurzel
vergeben und j = 0 an den Fuf, falls vorhanden; in einem Baum aus Init tritt j = 0 nicht
auf. In einem Baum B; sei n; die Anzahl der Nichtterminalknoten ohne den Fuflknoten;
die Knoten seien Ko, K; 1, ..., K;,,, deren Markierungen seien M, o, M, 1,..., M;,,. Mit
N(i,j) fir 1 <i<nund 1 < j < n; sei jenes Wort bezeichnet, das die Markierungen
der Nachfolger des Knotens K; ; (von links nach rechts gelesen) ergeben (fiir FuBlknoten
K, ist N(i,0) nicht definiert, da es keine Nachfolger gibt). Dariiber hinaus gelte fiir jedes
Wort N (3, j) folgendes: Falls B; ein Baum aus Auz ist und eine der in N (4, j) auftretenden
Nichtterminalmarkierungen auf dem Pfad von der Wurzel zum Fuf} liegt, so betrachten
wir diese Markierung in N (7, j) als unterstrichen. Die Abbildung zeigt ein Beispiel fiir
einen Baum B; € Auz. Darin gilt u.a. N(¢,5) = t(F,Y, f);7 und N(i,6) = (G, Z, g); su.
Wir werden nun eine lineare indizierte Grammatik G' = (N', T, I, P, S) konstruieren,
deren Ableitungsbéume in gewisser Weise den Baumen entsprechen, die die Grammatik G
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(A,0,0); 1
|
(A, T,a);2
/ \
(B, U, b)13 (C, V, C)i4
/ \
r/ £ (D, W,d); 5 (E,X,e)s
™~ |
t/ EY, fis (G, Z, g)l\g* u

! !
(A, @, 0)2‘,0 A

Abbildung 1.19: Beispiel fiir einen Baum B; € Aux

erzeugt. Als Nichtterminale nehmen wir alle vorkommenden Knotenmarkierungen sowie
das Symbol S:

N ={S}U{M;;|1<i<n,B;€nit,1 <j<n;}

Die Indices werden die Paare (i, j), die als Knotenindices auftreten:
I={@,)|1<i<n, 1<j<n M;; €N}
Auflerdem nehmen wir die folgenden Regeln auf:
e Startregeln
S — M;,

fir 1 <i <nund B; € Init. Jedes Wort, das von der Baum einfiigenden Gramma-
tik G erzeugt wird, ergibt sich aus den Blattmarkierungen eines Baumes, der aus
einem initialen Baum B; durch Einfiigen von Bdumen aus Aux entsteht.

e Regeln, die einen Baum ,, durchlaufen*
Mi,j - N(Zv ])

fir 1 <i<mn,1<j <mn,;, wobei der Knoten K;; nicht ersetzt werden muss (die
Markierung ist M, ; = (A, U, 0);; fiir ein Nichtterminal A € N und eine Menge U C
Auz). Durch diese Regeln entstehen Ableitungsbidume, die auch von der Grammatik
G erzeugt werden.

e Regeln, um zu einem einzufiigenden Baum ,,zu springen®

M; 5 — My,1[(3, 5)]
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firl1 <i<mn,2<j<n; 1<k<n,wobeil M;; =(A,U,a),; fir ein Nichtterminal
A € N, eine Menge U C Auz und a € {0,1} gilt sowie By in U liegt. Durch diese
Regeln wird simuliert, dass ein Baum Bj, an einem Knoten Kj;; in den Baum B;
eingefiigt wird. Das Paar (i, ) wird als Index gespeichert, damit an den Fufl von
By, die Nachfolger des Knotens Kj ; ,,angehéngt”® werden (und nicht die Nachfolger
irgend eines anderen Knotens). Fiir j = 0 oder j = 1 gibt es solche Regeln nicht,
da aufgrund der Eigenschaften der Baume an den Wurzeln und Fiilen keine Badume
eingefiigt werden konnen.

e Regeln, um von einem eingefiigten Baum ,,zuriick zu springen*
Mk,O[(iu j)] - N(% .])

fir 1 <i<n 2<j<mundl <k < n. Wegen j # 0 ist N(i,j) stets
definiert. Diese Regeln ,,beenden® das Einfiigen des Baumes By, in den Baum B; (an
den Knoten K;;), indem an den Fuknoten Ky, die Nachfolger des Knotens K ;
yangehiangt* werden. Fiir j = 0 oder j = 1 gibt es solche Regeln nicht, da es dafiir
auch keine Index aufbauenden Regeln gibt (da an den Wurzeln und Fu3knoten keine
Baume eingefiigt werden).

Alle diese genannten Regeln fassen wir zur Menge P zusammen. Wir werden nun zeigen,
dass die lineare indizierte Grammatik G’ = (N', T, I, P, S) die gleiche Sprache erzeugt wie
die Baum einfiigende Grammatik G. Dazu beweisen wir die folgenden beiden Behauptun-

gen mittels vollstéandiger Induktion iiber die ,,Schachtelungstiefe®:
1. Fiir alle natiirlichen Zahlen 7 mit 1 < ¢ < n und B; € Auz sowie Worter wq, wy € T
gilt M;, % w1 M; pwy genau dann, wenn es einen Baum 7' mit folgenden Eigen-

schaften gibt:
— T entsteht aus dem Baum B; € Aux durch Einfiigen von Bdumen aus Auz,
— T enthilt keinen Knoten der ersetzt werden muss (bei keiner Markierung ist die
dritte Komponente gleich Eins) und
— die Blétter von T' ergeben von links nach rechts gelesen das Wort w; M; gws.
2. Fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ mit 1 < ¢ < n und B; € Init sowie Worter w € T gilt
M; 1 % w genau dann, wenn es einen Baum 7" mit folgenden Eigenschaften gibt:

— T entsteht aus dem Baum B; € Init durch Einfiigen von Bidumen aus Auzx,
— T enthélt keinen Knoten der ersetzt werden muss (bei keiner Markierung ist die
dritte Komponente gleich Eins) und
— die Blatter von T ergeben von links nach rechts gelesen das Wort w.
Zu 1. Induktionsanfang: Es sei M, 4 % wy M; gws eine Ableitung beziiglich G’, bei der zu

keiner Zeit Indices auftreten. Damit sind nur Baum durchlaufende Regeln M; ; — N(4, j)
angewendet worden. Dann ist jedes in der Ableitung auftretende Nichtterminal von der
Form (A,U,0);; (es ist Markierung im Baum B;; die dritte Komponente ist 0, da an-
derweitig eine Index aufbauende Regel angewendet werden miisste, um das Nichtterminal
abzuleiten). Aufgrund der vorhandenen Nichtterminale und der Regeln der Grammatik G’
hat die Ableitung als Ableitungsbaum B;. Der Baum B; erfiillt die genannten Bedingungen
fiir 7.
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Es sei nun B; € Auz ein Baum, dessen Blédtter von links nach rechts gelesen ein Wort
w1 M; ywo ergeben und dessen Knoten nicht ersetzt werden miissen. Wegen der Konstruk-

tion von G’ ist B; Ableitungsbaum fiir die Ableitung M, ; % w1 M; gws, bei der nur Baum
durchlaufende Regeln M; ; — N(i, j) angewendet werden.
Induktionsschritt: Es sei D = (M;; % wy M; gws) eine Ableitung beziiglich G’, bei der

zu jeder Zeit an jedem Nichtterminal hochstens n > 0 Indices vorkommen. Damit sind
nicht nur Baum durchlaufende Regeln M, ; — N (4, j) angewendet worden. Folglich wurde
eine Index aufbauende Regel p, = (M; ), — M,,1[(i, k)]) verwendet. In der Ableitung D
tritt kein Nichtterminal erneut auf, wenn es einmal mittels einer Regel ersetzt worden
ist. Also wird jede Regel hochstens einmal verwendet. Da der Index (i, k) auch wieder
abgebaut werden muss, gibt es eine ,, Unterableitung* M,, ; % v1 M, ov2, inder zu jeder

Zeit an jedem Nichtterminal hochstens n — 1 Indices auftreten. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es einen Baum T}, der aus dem Baum B,, € Auz ensteht, dessen Knoten
nicht ersetzt werden miissen und dessen Blédtter von links nach rechts gelesen das Wort
V1M, V2 ergeben. Es sei 7" ein Baum, der aus dem Baum B; € Aux entsteht, in dem an
jedem Knoten K, ; der Baum T, eingefiigt wird, falls auf die Markierung M; . die Index
aufbauende Regel p, angewendet wird. Da auf eine Markierung mit einer 1 in der drit-
ten Komponente nur eine Index aufbauende Regel angewendet werden kann, wird jeder
Knoten mit einer 1 in der Markierung durch einen Baum ersetzt. Folglich enthalt der
Baum 7" keine zu ersetzenden Knoten mehr (bei jeder Markierung steht in der dritten
Komponente 0). Der Baum 7" entspricht im Wesentlichen dem Ableitungsbaum zu der
Ableitung D mit dem Unterschied, dass in 7" die Nichtterminale nicht mit Indexfolgen
versehen sind und die Knoten, an denen Baume eingefiigt wurden, nicht mehr vorhanden
sind, wogegen im Ableitungsbaum die betreffenden Nichtterminale noch auftreten. Dies
hat jedoch keinen Einfluss auf die Blatter, so dass die Blatter in 7" von links nach rechts
gelesen das Wort wy M, gws ergeben. Der Baum 7" erfiillt also die in der Behauptung
genannten Bedingungen.

Es sei nun T ein Baum, der aus einem Baum B; € Aux durch Einfiigen von Béu-
men aus Auz entsteht, der keine zu ersetzenden Knoten enthélt und dessen Blatter von
links nach rechts gelesen ein Wort w; M; gws ergeben. Aufgrund der Konstruktion von G’

gibt es die Ableitung M, 4 % w1 M; gwy. Ausgehend von der Wurzelmarkierung M1 im

Baum 7T werden zunéchst Baum durchlaufende Regeln der Form M, ; — N (i, j) angewen-
det. Wurde an einem Knoten K ; ein Baum 7" eingefiigt, der wiederum aus einem Baum
B,, € Auz durch Einfiigen enstand, der keine zu ersetzenden Knoten enthélt und dessen
Blatter ein Wort vy M,, 1v2 ergeben, so wird das Nichtterminal M ; in mehreren Schritten
zu v N (i, j)vg abgeleitet. Dies ist moglich, da es wegen der vorhandenen Regeln und nach
Induktionsvoraussetzung folgende Ableitung gibt:

Mij = M [, )] = 01 Mo 1[(3, 5)Jva == 01N (i, j)va.

Zu 2. Diese Behauptung kann analog zur ersten bewiesen werden. Aus der zweiten
Behauptung folgt wegen der vorhandenen Startregeln S — M;;, dass eine Ableitung

* . . . . .
S ? M, ? w genau dann existiert, wenn w von der Baum einfiigenden Grammatik G
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erzeugt wird. Damit gilt L(G') = L(G). Die Grofie der Grammatik G sei k. Dann gilt

k=|N|+|T|+ |{ K| K ist Knoten eines Baumes B; € Init U Auz }|
+ [{ £ | £ ist Kante eines Baumes B; € Init U Auz }|.

Fiir die GroBe k" der linearen indizierten Grammatik G’ gilt &' = |N'|+|T| + |I| + | P| mit
IN'| +|T) <k, |I] < k und |P| < 2k* + 2k und folglich k' < 2k* + 4k. Somit erzeugt die
konstruierte lineare indizierte Grammatik G’ nicht nur die gleiche Sprache wie die Baum
einfiigende Grammatik G, sondern ihre Grofle ist auch polynomial in der Grofie von G. O

Erneut folgt aus Lemma [1.60| die zugehorige Inklusion.

Folgerung 1.61 £(TA) C L(LI). O

Durch Kombination der vorstehenden Folgerungen [1.57] [1.59] und [1.61] erhalten wir
sofort die folgende Aussage.

Satz 1.62 L(LI) = L(H) = L(TA). O

Da die Sprachfamilien {ibereinstimmen, lassen sich die Ergebnisse, die wir bisher nur
fiir eine Familie haben, auf die anderen Sprachfamilien {ibertragen.

Folgerung 1.63
i) Jede Sprache in L(LI) ist semi-linear.
ii) Jede Sprache in L(H) ist semi-linear.

Beweis. Nach Satz ist jede Sprache in L£(TA) semi-linear. Folglich gilt das wegen
Satz auch fiir die Sprachen, die von linearen indizierten Grammatiken bzw. Kopf-
Grammatiken erzeugt werden. O

Folgerung 1.64
i) Das Mitgliedsproblem fiir Baum einfigende Grammatiken ist in polynomialer Zeit
entscheidbar.
ii) Das Mitgliedsproblem fiir Kopf-Grammatiken ist in polynomialer Zeit entscheidbar.

Beweis.

i) Es seien eine (feste) Baum einfiigende Grammatik G' und ein Wort w gegeben. Wir
konstruieren zuerst entsprechend Lemma [1.60| eine lineare indizierte Grammatik G’
mit L(G') = L(G). Folglich gilt w € L(G) genau dann, wenn w € L(G') gilt.
Letztere Aussage ist nach Satz in polynomialer Zeit entscheidbar. Folglich ist
auch w € L(G) in polynomialer Zeit entscheidbar. (Man beachte, dass der Aufwand
fiir Transformation von G zu G’ und die Grofle von G’ polynomial nur von der
GroBle von G abhédngen; bei einer festen Grammatiken also durch eine Konstante
beschrénkt sind.)

ii) Die Aussage beweist man analog unter Verwendung von i) und Lemma m O

Folgerung 1.65 Die Mengen der linearen indizierten Grammatiken, der Baum einfiigen-
den Grammatiken und der Kopf-Grammatiken sind jeweils schwach kontextabhdingig.
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Beweis. Wir haben fiir alle drei Grammatikklassen gezeigt, dass die Sprachen K, K,
und K3 erzeugbar sind, alle kontextfreien Sprachen erzeugt werden, jede erzeugte Sprache
semi-linear ist und das Mitgliedsproblem in polynomialer Zeit entscheidbar ist.

Die Tabelle gibt eine Ubersicht.

Ky, Ky, K3 L(CF)  semi-linear Mitgliedsproblem
Lineare indizierte G. Beispiele [1.22H1.24| Satz|(1.32] Folg. [1.63 Satz|1.34
Baum einfiigende G. Beispiele |1.38{1.40, Satz[1.41] Satz|1.43 Folg. |1.64
Kopt-G. Beispiele [1.51H1.53| Satz|1.54] Folg. [1.63 Folg. |1.64

Tabelle 1.1: Ubersicht iiber den Nachweis der schwachen Kontextabhingigkeit

Somit haben wir alle Eigenschaften, die eine schwach kontextabhéngige Grammatik-
klasse haben soll, fiir die Mengen der linearen indizierten Grammatiken, der Baum einfii-
genden Grammatiken und der Kopf-Grammatiken jeweils nachgewiesen. O

Damit haben wir unser Ziel, die Klasse der kontextfreien Grammatiken so zu erwei-
tern, dass eine schwach kontextabhéingige Grammatikklasse entsteht, in drei Féllen er-
reicht. Allerdings liefern die drei schwach kontextabhéngigen Grammatikklassen nur eine
Sprachfamilie, da die Erzeugungskraft gleich ist.






Kapitel 2

Einfiigende Grammatiken und
streichende Automaten

2.1. Kontextuale Grammatiken

2.1.1. Allgemeine kontextuale Grammatiken

Wir erinnern zuerst an die Idee, aus Sétzen neue Sétze zu konstruieren, indem Worter
eingefiigt werden. Als Ausgangspunkt wahlen wir den Satz

Der Mann geht.

der deutschen Sprache. Hieraus gewinnen wir durch Einschieben des Adjektivs alt vor das
Substantiv den Satz

Der alte Mann geht.
Hieraus konnen wir durch Anfiigen des Adverbs langsam den Satz
Der alte Mann geht langsam.

generieren.
Wir geben nun die formale Definition einiger grundlegender Typen von kontextualen
Grammatiken.

Definition 2.1

i) Fine kontextuale Grammatik ist ein Tripel G = (V, B,C'), wobei

— V ein (endliches) Alphabet ist,
— B eine endliche Teilmenge von V* ist,
— C eine endliche Menge von Paaren (u,v) mit u,v € V* und uv # \ ist.

ii) Fir zwei Worter x € V* und y € V* sagen wir, dassy durch dufleres Ableiten aus
entsteht, falls y = uzv fir ein Paar (u,v) € C gilt. Wir schreiben dies als v = y.
Wir sagen, dass y durch inneres Ableiten aus x entsteht, und schreiben x ; Y,
falls x = xyx9w3 und y = x1uxques fir gewisse Worter xy, xo,x3 € V* und emlr})aar
(u,v) € C gelten.

Mit == und == bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschluss der Rela-

m

ex
tion = bzw. =—.
ex m

73
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iii) Die von einer kontextualen Grammatik G erzeugten Sprachen definieren wir als
Lex(G) = {w|z == w fiir ein 2 € B} und
ex

Lin(G) = {w| 2z == w fiir ein € B} .

Die Menge B heifit Basis von GG, und die Elemente von C' werden Kontexte genannt.

Beim dufleren Ableiten werden die Kontexte jeweils um das ganze Wort geschrieben,
wéhrend sie beim inneren Ableiten um ein (beliebiges) Teilwort geschrieben werden. Wir
werden auch abkiirzend von einer dufleren oder inneren kontextualen Grammatik spre-
chen, wenn wir eine kontextuale Grammatik im dufleren bzw. inneren Ableitungsmodus
arbeitend meinen.

Wir geben nun einige Beispiele.

Beispiel 2.2 Fiir jede kontextuale Grammatik Gy = (V, B, ) gilt offenbar
Lex<G1) - Lin(Gl) = B7

da wegen der fehlenden Kontexte keine Ableitungsschritte durchgefiihrt werden kénnen,

und daher wegen der Reflexivitit von = und == nur (und alle) Woérter aus B in der
ex m

erzeugten Sprache liegen.
Analog erhélt man fiir eine beliebige kontextuale Grammatik G = (V, B,C) die Be-
ziehungen

B C Lx(G) und B C Liy(G).
Beispiel 2.3 Wir betrachten die kontextuale Grammatik

Gy = ({CZ, b}7 {ab}7 {(aa b)}) :
Im &auflere Ableitungsmodus ergibt sich die eindeutige Ableitung

ab = aabb = aaabbl = --- = "V = --- |
ex ex ex ex

ex

woraus
Lex(Go) ={a™"|n>1}

resultiert.

Durch inneres Ableiten hingegen ergibt sich unter anderem die folgende Ableitung:

ab = aabb = aababb = aabaabbb = aaabababbb ,

wobei wir als Wort, um das der Kontext gesetzt wird, der Reihe nach b, das zweite b, das
dritte a und das erste Vorkommen von ba verwendet haben. Im inneren Ableitungsmodus
wird die Dyck-Sprache D, , erzeugt, d. h. die Menge aller korrekt geklammerten Ausdriicke
iiber {a,b} (wobei a fiir die éffnende und b fiir die schliefende Klammer steht). Dies ist
wie folgt zu sehen.
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D.y C Lin(Gs). Wir beweisen diese Aussage durch vollstdndige Induktion iiber die
Lénge n der Wérter aus D, . Fiir den Induktionsanfang n = 2 ist ab das einzige Wort aus
D, . Wegen ab € B gilt auch ab € L;,,(Gs). Es sei nun y ein korrekt geklammertes Wort
der Lange n > 4. Dann beginnt y mit einem a und es gibt korrekt geklammerte Worter xs
und z3 derart, dass y = axsbrs gilt. Damit ist auch x = xqx3 korrekt geklammert. Nach

Induktionsannahme gilt damit z == z fiir ein z € B. Da aber x = 2973 = arsbxs =y
m m

(mit 2, = \) gilt, erhalten wir auch z == y, womit y € Li,(G3) gezeigt ist.

Liy(G3) € D, . Offensichtlich ist das einzige Wort in B (das durch 0 Ableitungsschritte
erzeugt wird) korrekt geklammert. Mittels vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl der
Ableitungsschritte kann die gewiinschte Aussage nun gezeigt werden (wir verzichten auf
einen detaillierten Beweis, der eine umfangreiche Fallunterscheidung erfordert).

Beispiel 2.4 Wir betrachten die kontextuale Grammatik
Gz = ({a,,c}, {aBy[{a, 8,7} = {a,b,c} }, { (aB,7) [{e, B,7} = {a, b, ¢} }).

Es sei

H = {wlw € {a,b,c}", #a(w) = #y(w) = #.(w) }

Wir zeigen, dass Li,(G3) = H gilt.

Da in jedem Wort aus der Basismenge { afv|{«, 3,7} = {a,b,c}} jeder Buchstabe
genau einmal vorkommt und durch jeden Kontext genau ein weiteres Vorkommen eines je-
den Buchstaben zu einem Wort hinzugefiigt wird, ergibt sich durch vollstdndige Induktion
iiber die Anzahl der Ableitungsschritte sofort, dass jedes Wort w € L;,(G3) die Bedingun-
genw € {a,b,c}" und #,(w) = #p(w) = #.(w) erfiillt, womit die Inklusion L;,(G3) C H
gezeigt ist.

Wir zeigen nun H C L;,(G3) durch vollstdndige Induktion iiber die Wortlédnge. Die
Worter der Lénge 3 aus H liegen alle in B und folglich in Li,(G3). Es sei nun w € H
ein Wort der Lédnge n > 6. Der erste Buchstabe von w sei . Dann gilt w = o*pw’ fiir
ein k > 1, ein § € {a,b,c} mit § # « und ein Wort w' € {a,b,c}*. AuBerdem gibt es
in w' ein Vorkommen von v € {a,b,c} mit v # « und v # 3, d.-h. w = o* LaBw;yw,
fiir gewisse Wérter wy und w,. Offensichtlich liegt * = o* 'wyw, in H und damit nach

Induktionsannahme in Li,(G3). Somit gibt es eine Ableitung z == x mit z aus der Basis
m

der Grammatik. Da offensichtlich durch Setzen des Kontextes (af3,7) um wy das Wort w
entsteht, haben wir die Ableitung z == r = w, womit w € L;,(G3) gezeigt ist.

Beispiel 2.5 Die (&duBere) kontextuale Grammatik G4 = ({a,b}, {aa,bb},{(a,a), (b,b)})
erzeugt die Sprache

Lex(Ga) = { ww® } w € {a,b}" } |

wobei w? das Spiegelwort von w ist ((a1as .. .a,)"® = an,a,_1...a;1), denn es gibt nur die
Ableitungen

T1T1 == ToX1X1T9 = T3L2L1T1L2X3 — **+ —> TpTp—1...L2T1L1T2 ... Tp_1Tp
ex ex ex

ex

mit x; € {a,b} fir 1 <i <n.
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Beispiel 2.6 Die Grammatik G5 = ({a,b}, {bb},{(a,\), (\,a)}) erzeugt die Sprachen
Lin(G5) = {a"ba™ba" | n,m,k > 0} und Le(Gs) = {a"bba™ |n,m >0},

da an jeder Stelle bzw. nur am Anfang oder Ende Vorkommen von a hinzugetiigt werden.

Diese Grammatiken sind zum Erzeugen natiirlicher Sprachen jedoch kaum geeignet,
da die Kontexte relativ beliebig eingefiigt werden diirfen, also nicht wirklich ein Kontext
vom gesamten Wort im Fall &uflerer Grammatiken bzw. von einem Teilwort bei inneren
Grammatiken sind. So konnen wir im einleitenden Beispiel die Einfiigung des Adjektivs
durch den Kontext (A, alte) realisieren, aber dies erlaubt auch die Ableitungen

Der Mann geht. = Der Mann alte geht.

und

Der Mann geht. = Der Mann geht alte.

Beide sind grammatikalisch keine korrekten Sétze der deutschen Sprache. Wir miissen also
fordern, dass die Kontexte nur an gewissen Stellen eingefiigt werden diirfen. Im Beispiel
wire zu fordern, dass der gegebene Kontext nur um einen Artikel gesetzt werden darf.
Dieser Gedanke wird durch die folgende Definition realisiert.

Definition 2.7
i) Eine kontextuale Grammatik mit Auswahl ist ein Quadrupel G = (V, B, C, @), wobei
(V,B,C) eine kontextuale Grammatik darstellt und ¢ : V* — 2° eine berechenbare
Funktion von der Menge der Warter iiber V' in die Potenzmenge von C' ist.
ii) Fir zwei Worter x € V* und y € V* sagen wir, dass y in einem Schritt durch
duBeres Ableiten aus x entsteht, falls y = uxv fir ein Paar (u,v) € @(x) gilt. Wir
schreiben dies als x == y. Wir sagen, dass y durch inneres Ableiten aus x ent-

ex,c

steht, und schreiben v ==y, falls v = r1x973 und y = x1uxvx3 fiir gewisse Worter
in,c

x1,x9, 3 € V* und ein Paar (u,v) € ¢(x3) gelten.

Mit == und == bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschluss der Re-

ex,c in,c

lation = bzw. =—.

ex,c in,c
iii) Die von einer kontextualen Grammatik G mit Auswahl erzeugten Sprachen definie-
ren wir als

Lexo(G) = {w|z == w fiir ein z € B} und

Lino(G) = {w|z == w fir ein z € B}.

Definition 2.8
i) Fine totale kontextuale Grammatik ist ein Quadrupel G = (V,B,C,¢), wobei

(V,B,C) eine kontextuale Grammatik darstellt und ¢ eine berechenbare Funktion
von V* x V* x V* in 2¢ ist.
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i) Fir zwei Worter x € V* und y € V* sagen wir, dass y aus x abgeleitet wird
(in Zeichen x = y), falls * = xywows und y = myuzqvrs fir gewisse Worter
x1, 2, x3 € V* und ein Paar (u,v) € o(x1,x9,x3) gelten.

Mit =:> bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschluss von =t>

ili) Die von einer totalen kontestualen Grammatik G erzeugte Sprache Li(G) definieren
wir als

Lt(G):{w|z=:>wﬁiremz€B}.

Beispiel 2.9 Wir betrachten die kontextuale Grammatik

GG = ({CL}, {a:}}’ {()‘7 CL), (Av az)}v 906)

mit Auswahl und

(a') {(\a)} falls i+ 12" fiir alle k > 0,
a =
i {(\,a®)} sonst.

Im Falle des dufieren Ableitens haben wir

o3 a5 — b ol — 0 S 10 Sl

ex,c ex ex,c ex ex,c ex,c

und offensichtlich gilt allgemein

at =—

ex,c

{MH falls i+ 1 # 2 fiir alle k > 0,

a’t?  sonst,

woraus
Lexo(Gg) = {a"|n >3, n# ok fiir alle k > 0}

resultiert.
Betrachten wir dagegen das innere Ableiten, so ergibt sich

at = a2az—2 _ a2aaz—2 — az+1

in,c

durch Einfiigen des Kontextes (), a) um a®. Folglich lassen sich alle a* mit i > 3 erzeugen,
womit wir

Lin.(Gg) ={a" |n>3}
erhalten.

Beispiel 2.10 Fiir die totale Grammatik G; = ({a, b, ¢}, {abc}, {(ab, c)}, p7) mit

{(ab,c)} falls x; =a", xy=0b", x3=c" fiir gewisse n,m, k > 1,
7(w1, 20, T3) =

0 sonst
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ergibt sich
Li(G7) = K; ={a™"c"In>1},

da

abc = aabbce = a*V*? = d*abb’c® = a’bPP = Pabb’cc® = a*bvret = - --
t t t t

die einzige Ableitung ist.

Wir wollen nun zeigen, dass sich K; nicht durch &uflere oder innere kontextuale Gram-
matiken mit Auswahl erzeugen lasst.

Angenommen, K; wird von einer kontextualen Grammatik G = ({a,b,c}, B,C,p)
erzeugt. Wir betrachten ein Wort y = a™b"c", wobei n > max{|z||z € B} gelte Da y
aufgrund seiner Lénge nicht zur Menge B gehort, gibt es eine Ableitung z :> T =y

fiir ein Wort z € B und einen Modus m € { ex, in }. Offensichtlich gilt auch « E LmC(G)
Folglich haben wir x = aPbPcP fiir eine natiirliche Zahl p < n. Jedoch gilt fiir jeden Kontext
(u,v) € @(x) sicher a"b"c" = y # urv = uaPbPcPv. Damit kann y also nicht durch dufleres

Ableiten entstanden sein. Die innere Ableitung a?bPc? == a"b"c" ist nur moglich, wenn
in,c

(@"PY"P c"TP) € po(bP) oder (a™TP, 0" TPEP) € o(DP) gilt. Das Wort aPTIHPTIP ! liegt
in K und wegen unserer Annahme auch in L, .(G). Daher gibt es auch die Ableitung

Z :> ap+1bp+lcp+1 ap+1bbpcp+1 _— ap+1ban pbn n— pcp—l-l ap+1ban—pbncn+1

IHC lIIC

mit 2/ € B, die zu einem Wort fiihrt, dass nicht in K liegt. Somit kann y auch nicht
durch inneres Ableiten entstanden sein. Die Sprache K; wird also weder durch dufleres
noch durch inneres Ableiten von einer kontextualen Grammatik erzeugt.

Beispiel 2.11 Es sei Gy = ({a,b, ¢, d}, {abed}, {(a,c), (b,d)}, ps) eine innere kontextuale
Grammatik mit Auswahl, wobei g durch

{(a,c)} falls w = abc fiir ein i € N,
ws(w) = < {(b,d)} falls w = bc'd fiir ein i € N,

0 sonst

definiert sei. Aus einem Wort a™b™c"d™ entsteht durch Einfiigen des Kontextes (a,c) um

das Teilwort ab™c das Wort a" ™0™ ¢ d™ und durch Einfiigen des Kontextes (b,d) um

das Teilwort bc™d das Wort a"b™ 1 c"d™ 1. Somit ist die erzeugte Sprache Ly, o(Gg) = K.
Andern wir die Auswahlfunktion zu

{(a,c)} falls zy € {a}*, w9 = abic fiir ein i € N, x3 € {c}*{d*},
g1, 22, 23) = < {(b,d)} falls 1 € {a}*{b}*, xy = bcld fiir eini € N, x3 € {d*},

1] sonst

ab, so erhalten wir eine totale kontextuale Grammatik G§, die ebenfalls die Sprache Ko
erzeugt.
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Mittels innerer Ableitung ohne Auswahl ist die Sprache K, nicht erzeugbar. Ange-
nommen, sie wire es. Dann miissen in einem Kontext (u,v) mindestens ein a und ein ¢
auftreten. Fiigen wir so einen Kontext (u,v) das Wort abbbeddd ein, erhalten wir beispiels-
weise das Wort abubvbeddd, was jedoch nicht zur Sprache Ky gehort.

Beispiel 2.12 Es sei Gy = ({a,b}, {aa,bb},{(a,a),(b,b)},p9) eine totale kontextuale
Grammatik, wobei pg durch

{(a,a),(b,b)} falls z1 = X und x5 = w3,

1) sonst

@9(-%'17 T2, m?)) = {

definiert sei. Wie man mittels vollstandiger Induktion leicht nachweist, wird die Sprache
K3 ={ww|w € {a,b}" } von dieser Grammatik erzeugt.

In den letzten drei Beispielen haben wir gezeigt, dass die Sprachen Ki, Ky und K3
von totalen kontextualen Grammatiken erzeugbar sind.

Mit L(EC), L(ECC), L(IC), L(ICC) und L(TC) bezeichnen wir die Mengen von
Sprachen, die von dufleren kontextualen Grammatiken ohne bzw. mit Auswahl, inneren
kontextualen Grammatiken ohne bzw. mit Auswahl und totalen kontextualen Grammati-
ken erzeugt werden.

Wir geben nun einige Figenschaften kontextualer Sprachen an.
Satz 2.13 Fir jede Sprache L aus L(X) mit X € {EC,ECC,IC,ICC,TC} gibt es

Konstanten k und k' derart, dass zu jedem Wort w € L mit |w| > k ein Wort w' € L
ezistiert, so dass 0 < |w| — |w'| < k' gilt.

Beweis. Es seien X € {EC, ECC,IC,ICC,TC} und L € L£(X). Dann gibt es eine kon-
textuale Grammatik G = (V| B, C, ) (moglicherweise mit Auswahl oder total), die die
Sprache L erzeugt. Wir setzen

k=1+4+max{|z|]|z€ B} und k =1+ max{|uv||(u,v) € C}.

Es sei w ein Wort in L mit |w| > k. Nach Definition von k liegt w nicht in B. Folglich
gibt es eine Ableitung z =;> T1X9X3 =;> rurovry = w fiir Worter z € B, x1, 29,23 € V*
und einen Kontext (u,v) € C. Offenbar gilt auch zyz923 € L. AuBlerdem haben wir noch
0 < |w| = |zxazs| = (Jr1zems] + |uv|) — |T12025] = JUV| < K

wegen uv # A und der Definition von &' O

Damit ist die Forderung von JOSHI hinsichtlich der ,Wortabstéinde® fiir die schwache
Kontextabhéngigkeit einer Familie von Sprachen fiir jede der von uns bisher eingefiihrten
Klassen kontextualer Sprachen erfiillt. Wir diskutieren nun die stiarkere Forderung nach

der Semi-Linearitdt der Sprachen.

Satz 2.14 Jede Sprache aus L(X) mit X € {EC,IC} ist semi-linear.
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Beweis. Wir geben den Beweis nur fiir L(EC); der Beweis fiir £(/C') kann analog gefiihrt
werden.
Es sei L € L(EC). Dann gibt es eine duflere kontextuale Grammatik

G = (‘/a {w17w27 s 7w7‘}7 {(ula vl)? (UQ,’UQ)7 ceey (U’Sa US)})
mit L = Le (G). Wir setzen

pi =my(w;) fir 1<qi<n,

g =mv(uv;) fir 1<j<s,

H:{&—l—z%ﬁ

1<i<r, @jEN,lﬁjgs}.
j=1

Wir beweisen 7y (L) = H, womit dann die Behauptung gezeigt ist.
H C 7my(L). Wir beweisen diese Inklusion durch vollstindige Induktion iiber ¢ =

> -1 aj. Ist £ =0, so haben wir nur p; fiir ein 4, 1 < i < r. Wegen p; = 7y (w;) und

w; € B C Lex(G) = L gilt p; € my(L). Es sei nun

S S
Zzﬁ—kz%ﬁ mit Zaj>0
j=1 j=1

ein Element aus H. Wegen Z;Zl a;j > 0 gibt es ein £ mit o, > 0, 1 < k < s. Wir
betrachten

k— s
Z ]qJ k—l)q_k+ Z OéjﬂEH.
= =kt 1

Da offenbar

s

Zozj (o, — 1) + Za]<2a]

j=k+1

gilt, ist nach Induktionsannahme z’ auch in my(L). Somit gibt es ein Wort w € L mit
my(w) = 2. Wegen L = Lo (G) gibt es eine Ableitung z == w in G. Damit haben wir

auch die Ableitung z = w = upwWvE, womit ugpwug € Lex(G) = L gilt. Wegen
ex ex
v (upwoy) = my(w) 4+ my (ugpv)

=pit D (= Dae+ Y g+ a

j=k-+1
=nt) o
j=1

=Z

ist z € my (L) gezeigt.
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mv(L) C H. Wir beweisen diese Inklusion durch vollsténdige Induktion iiber die An-
zahl t der Ableitungsschritte. Fiir ¢ = 0 erhalten wir nur die Worter w;, 1 < i < r, aus
B. Wegen 7y (w;) = p; ergibt sich 7y (w;) € H. Es sei nun 2 == w = uwuv, mit z € B

ex ex

eine Ableitung in ¢ + 1 Schritten. Dann haben wir

Wv(ukka) = 7Tv(’LU) + Fv(uk’l}k> = 7Tv(UJ) +%

Da nach Induktionsannahme 7y (w) in H liegt, da w durch ¢ Schritte erzeugt wird, ergibt
sich auch 7y (upwvy) € H. O

Auflere und innere kontextuale Grammatiken mit Auswahl sowie totale kontextuale
Grammatiken hingegen erzeugen auch Sprachen, die nicht semi-linear sind.

Beispiel 2.15 Wir betrachten die duflere kontextuale Grammatik

GIO = ({a’v b}’ {CL}, {(/\7 (l), ()‘7 b)}v 9010)

mit Auswahl, wobei @19 durch

{(\,a)} falls w = a', i # 2% fiir alle k > 0,
wi0(w) = { {(\,a),(\,b)} falls w=a® fiir eink >0,
0 sonst

definiert sei. An ein Wort a™ darf stets ein a angefiigt werden, wahrend ein b nur hinzu-
gefiigt werden darf, wenn n eine Potenz von 2 ist. Nach dem Hinzufiigen von b bricht der
Ableitungsprozess ab. Daher ergibt sich

Lexo(Gro) = {a"|n>1}U{a®b|k>0}.
Wir betrachten wir die Sprache

Lexo(Gro) = {a"|n>1}U{a®b|k >0}
aus Beispiel 2.15 Offensichtlich ist

T(Lexc(Gro)) = {(n,0)[n = 1}U{ (2" 1) [k > 0}.
Wir schneiden nun 7(Lex (G1o)) mit der semi-linearen Menge

H={(n1)n=1}={(L1)+@m—1)(1,0)[n=1}
und erhalten

T(Lexe(Ge)) N H = { (2%, 1) |k > 1}.

Da semi-lineare Mengen unter Durchschnitt abgeschlossen sind, aber { (2% 1)k > 1}
offensichtlich keine semi-lineare Menge ist, ist auch m(Lexo(G1o)) nicht semi-linear.

Fiir den Beweis, dass es auch eine innere kontextuale Grammatik mit Auswahl gibt,
die keine semi-lineare Sprache erzeugt, verweisen wir auf [16].

Wir geben nun zwei Pumping-Lemmata fiir kontextuale Sprachen.
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Satz 2.16 Fir jede Sprache L € L(ICC) gibt es Konstanten k und k' derart, dass sich
jedes Wort z € L mit |z| > k als z = zyuxqurs mit 0 < |uv| < k' schreiben lisst und
riuizovizs € L fiir jedes i > 0 gilt.

Beweis. Es sei L € L(ICC). Dann gibt es eine kontextuale Grammatik G = (V, B, C, ¢)
mit Auswahl derart, dass Li, .(G) = L gilt. Wir setzen

k=1+4+max{|z|]|z€ B} und k =1+ max{|uwv||(u,v) € C}.

Es sei w ein Wort in L mit |w| > k. Nach Definition von k, kann dann w nicht in B liegen.
Folglich gibt es eine Ableitung z == z 1913 === T urovr; = w fiir einen Kontext

in,c

(u,v) € p(xq). Offenbar gilt auch x;2923 € L. Dann gibt es aber auch die Ableitung

. S
2 —= T1T2T3 — T1UT2VT3 — T1UUT2VVT3 — ZL‘1U3ZL‘2’03$3 e xlu’xgv’xg,
in,c in,c in,c in,c in,c in,c
womit ziu'zyvies € L fiir alle i > 0 gezeigt ist. AuBerdem gilt |uv| < &' nach Definition
von k. O

Die folgende Aussage wird analog bewiesen.

Satz 2.17 Fir jede Sprache L € L(EC) gibt es Konstanten k und k' derart, dass sich
jedes Wort z € L mit |z| > k als z = uzv mit 0 < |uv| < k' schreiben lisst und u'zv' € L
fiir jedes i > 0 gilt. O

Aus Satz[2.16]erhalten wir K; ¢ L(ICC'), jedoch weder die Aussage K> ¢ L(ICC) noch
K3 ¢ L(ICC), da im Gegensatz zum Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen die Lénge
von x hier nicht beschrénkt ist. Insbesondere haben wir im Beispiel nachgewiesen,
dass Ky € L(ICC) gilt.

Aus Satz folgt
K\ ¢ L(EC), K» ¢ L(EC) und K ¢ L(EC).

Man beachte, dass wir bereits Ky ¢ L(ECC') gezeigt haben (siehe Beispiel [2.10)).
Wir vergleichen nun die Erzeugungskraft der verschiedenen Typen kontextualer Gram-
matiken untereinander und mit der der Grammatiken der Chomsky-Hierarchie.

Satz 2.18 Es gilt das Diagramm aus Abbildung [2.1. Dabei bedeutet die Existenz eines
gerichteten Pfades von X nachY, dass X CY gilt. Sind zwei Mengen nicht durch einen
gerichteten Pfad verbunden, so sind sie unvergleichbar.

Beweis.

a) Die (echten) Inklusionen zwischen den Familien der Chomsky-Hierarchie sind be-
kannt (siehe Satz [1.9)). Die Inklusionen zwischen den Familien der kontextualen
Sprachen ergeben sich wie folgt.

L(IC) C L(ICC).

Es sei L € L(IC). Dann gibt es eine kontextuale Grammatik G = (V, B,C) mit
L = L;,(G). Die innere kontextuale Grammatik G’ = (V, B, C, ) mit Auswahl und
o(w) = C fir alle w € V* erzeugt ebenfalls die Sprache L.
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L(RE

T

£(cs L(TC)

L(CF) 5(100/ \(ECO)

L(LIN)

L(REG) L(IC) L(EC)
\(F[N/

Abbildung 2.1: Hierarchie der Familien kontextualer Sprachen

L(EC) C L(ECC) kann analog bewiesen werden.

L(ICC) C L(TC).

Es sei L € L(ICC). Dann gibt es eine kontextuale Grammatik G = (V, B, C, ¢) mit
Auswahl, die L = L, .(G) erfiillt. Offenbar erzeugt die totale kontextuale Gramma-
tik G’ = (V, B, C,¢') mit ¢ (1, x2,23) = @(x9) fiir alle xq, 29, 23 € V* ebenfalls die
Sprache L.

L(ECC) C L(TC).

Essei L € L(ECC). Dann gibt es eine kontextuale Grammatik G = (V, B, C, ) mit
Auswahl und L = L (G). Die totale kontextuale Grammatik G’ = (V, B, C, ¢')
mit ¢’ (A, 2, \) = p(x2) fiir alle o € V* und ¢’ (1, 2, x3) = 0 fiir 2123 # A erzeugt
ebenfalls die Sprache L.

L(ICC) ist unvergleichbar mit L(LIN), L(CF) und L(C'S).

Hierzu reicht es, Sprachen L; und L, anzugeben, fiir die
L1 € E(L[N) und L1 ¢ £<[CC> bzw. L2 € E(ICC) und L2 ¢ ﬁ(CS)

gelten.
Wir betrachten die Sprache

Ly = {zz® |z € {a,b} T }.
Die Sprache L; wird von der linearen Grammatik
Hy = ({5}, {a,b},{S — aSa,S — bSb, S — aa,S — bb},S)

erzeugt, womit Ly € L(LIN) gezeigt ist.

Wir nehmen nun an, dass L; € L(ICC) gilt. Dann gibt es eine innere kontextuale
Grammatik Hy = ({a, b}, B, C, ¢) mit Auswahl, fur die Ly = L, .(H2) erfillt ist. Es
sei (u,v) € ¢(x) fur ein = € {a,b}*. Wir unterscheiden die Moglichkeiten fiir (u, v).
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Fall 1. #4(v) > 0.
Dann betrachten wir ein Wort w = zb*b* 2" mit k > 2|uv|. Da w € L, gilt, liegt w
auch in L, .(H3) und daher gibt es eine Ableitung z == w mit z € B. Wir fiigen

in,c

nun um z zweimal den Kontext (u,v) € ¢(x) hinzu. Dies liefert die Ableitung

2 == w = bt = uzvb*bF !’ = wuzvvd*F 2 = ',

in,c in,c in,c
Wegen w' € L, o(Hs) ist auch w’ € L;. Da
|w'| = 2|u| + |=| + 2|v| + 2k + |z| = 2(Juvz| + k)

gilt, ist w’ = yy® fiir ein Wort y der Linge |uvz| + k. Damit ergibt sich

y = wuzvob® W und  yft = pleltkg R

und daraus
y = wuzvob® ™ und oy =zl

Hieraus folgt wegen der Wahl von k, dass v nur den Buchstaben b enthélt, was der
Annahme dieses Falles #,(v) > 0 widerspricht.

Fall 2. #,(v) > 0.

Wir erhalten analog einen Widerspruch, wenn wir statt des Teilwortes b* das Teil-
wort a¥ verwenden.

Fall 3. v = X und #,(u) > 0.

Wir betrachten diesmal ein Wort w = zfb*bFx mit & > 2|u| und erhalten die
Ableitung
2 == w = 2y = 20V ur = 2P0V uur = o'
in,c in,c in,c

fiir ein 2 € B und weisen analog zu Fall 1 nach, dass u nur den Buchstaben b enthélt,
womit erneut ein Widerspruch vorliegt.

Fall 4. v = X und #,(u) > 0.
Erneut weisen wir einen Widerspruch nach — analog zum Fall 3.

Da die Fallunterscheidung alle Moglichkeiten fiir den Kontext (u,v) erfasst, aber
jeweils ein Widerspruch hergeleitet wurde, ist die Annahme L, € L(ICC) zu ver-
werfen. Folglich gilt Ly € L(LIN) \ L(ICC).

Essei L C V™ eine beliebige rekursive, aber nicht kontextabhéngige Sprache. Ferner
seien ¢ und d zwei Buchstaben, die nicht in V' enthalten sind. Die innere kontextuale
Grammatik

Gr=VU{cd} {cch,{(\a)lacViU{(dd)} )
mit
{(\a)|aeV}falls w=cec
p(w) = é{)(d’d)} falls w € {c}L

sonst
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erzeugt die Sprache

Lino(Gr) = {cc YW U { ed™rnrttRiep dirpod™ . ayy d 22, d" |

Txy...x; €L, ki >1, 1 <i<n}.

Wir setzen Ly = Liy o(G1L).
Somit gilt nach Konstruktion L, € L(ICC).
Angenommen, Ly, € £(CS). Dann gelten wegen der Abgeschlossenheit von £(C'S)

unter Durchschnitt und unter den Operationen D? und D!,, die fiir ein Wort w
durch

DI (L) ={z|zwe L} und D.(L)={z|wrecL}
definiert sind,

Ly N {cde}V*{d} = {cdc}L{d} € L(CS),
Dige(Lz N {ede}V*{d}) = L{d} € L(CS),
Dy(Dgge(Lz N {cdc}V*{d})) = L € L(CS),

was im Widerspruch zur Wahl von L steht. Damit gilt Lo ¢ L(CS).

L(TC) und L(CS) sind unvergleichbar.

Die Sprache {a* |n > 0} liegt in £L(CS), sie liegt aber wegen Satz nicht in
der Menge L(TC).

Die Sprache L aus dem vorhergehenden Teil b) dieses Beweises liegt nicht in £(C'S),
aber in L(ICC) also nach Teil a) auch in £(TC).

L(IC) ist unvergleichbar mit L(REG), L(LIN) und L(CF).
Es reicht, Sprachen U; und U, anzugeben, fiir die

Uy € L(REG) und Uy ¢ L(IC) bzw. Uy € L(IC) und Uy ¢ L(CF)

gelten.

Wir wihlen als U; die Sprache {a}™ U {b}*. Da U; durch einen reguldren Ausdruck
definiert ist, ist U; eine regulidre Sprache. Angenommen, U liegt in £(/C'). Dann
gibt es eine innere kontextuale Grammatik G = ({a, b}, B,C) mit U; = Li,(G).
Fiir die Erzeugung von a* mit k > |z| fiir alle 2 € B benétigen wir einen Kontext
(u,v) € C mit #,(uv) > 0. Damit gibt es wegen b* € L = Ly, (G) fiir ein 2z € B die
Ableitung 2 —T*? v — ubvb*~1. Folglich liegt ubvb* 1 in Ly, (G). Wegen #,(uv) > 0
enthilt ubvb*~! aber sowohl mindestens ein Vorkommen von a als auch Vorkommen

von b. Damit liegt ubvb*~! nicht in U; im Widerspruch zu U; = Li,(G). Daher ist
unsere obige Annahme falsch, also gilt U; ¢ L(1C).

Fiir U, verwenden wir die in Beispiel betrachtete Sprache Li,(G3). Damit gilt
Uy € L(IC). Da aber

Uyn{a"v"c"|n>1, m>1, k>1}={a"b"c"|n>1}

ist und £(C'F) unter Durchschnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen ist, erhal-
ten wir auch Uy ¢ L(CF).
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e) L(ECC) ist unvergleichbar mit L(REG), L(LIN), L(CF) und L(CS).

Es reicht, Sprachen Wy und Wy anzugeben, fiir die
Wy € L(REG) und Wy ¢ L(ECC) bzw. Wy € L(ECC) und Wy ¢ L(CS)

gelten.

Die Menge W, = {a}*{b}{a}*{b}{a}* ist regulér.

Zu einer Menge L definieren wir die Menge ps(L) als die Menge aller Worter aus L,
deren echte Teilworter nicht in L liegen. Dann gilt ps(W;) = {b}{a}*{b}, da ei-
nerseits die echten Teilworter eines Wortes dieser Menge hochstens ein b enthal-
ten und damit nicht in W) liegen, und andererseits jedes Wort aus der Restmenge
{a}t{b}H{a}*{b}Ha}* U{a}*{b}{a}*{b}{a}" mindestens ein echtes Teilwort enthélt,
das in W liegt. Die Menge ps(W;) ist also unendlich.

Es sei nun G = (V, B, C, ¢) eine duflere kontextuale Grammatik mit Auswahl. Dann
haben alle Ableitungen die Form

2 == U12V] == UU1RV1Vs —= U3U2U1ZV1VV3 —— - - *
ex,c ex,c ex,c ex,c

— UpUp—1 ... UULRVIVY . .. Up_1VUp = W
ex,c

mit
z € Bund (Ui,/l}i) € go(ui,lui,g L UUL RV . . vi,gvi,l) fir 1 < 1 <n.

Daher gibt es zu jedem Wort w € Lex(G) ein Wort z € B, das Teilwort von w
ist. Da auflerdem ujv; # A ist und jedes Wort aus B auch in Le o(G) liegt, enthélt
jedes Wort w € Lexo(G) mit w ¢ B ein echtes Teilwort aus Le(G). Daher gilt
p$(Lexc(G)) € B.

Damit ist fiir jede Sprache L € L(ECC') die Menge ps(L) endlich. Folglich kann W)
nicht in L(ECC) liegen.

Es seien nun L C V* eine beliebige rekursive Sprache mit L ¢ L£(CS) und c ein
Symbol mit ¢ ¢ V. Dazu konstruieren wir die dufiere kontextuale Grammatik

Hy = (VU{ch, {AL{(Xa)[ae VU{c}} p)
mit Auswahl, bei der ¢ durch

{(\a)|laeV} falls we V*\ L,
pw)=<{(\a)|lacVU{c}} falls welL,
0 sonst

gegeben sei. Es ist leicht zu sehen, dass
Lex.(Hp) =V*U L{c}

gilt. Wegen der Abgeschlossenheit von £(C'S) unter Durchschnitt und D! und der
Wahl von L als nicht kontextabhéngiger Sprache folgt aus

Di(Lexc(Hr) NV*{c}) = D;(L{c}) = L,

dass Lexo(Hp) keine kontextabhéngige Sprache ist. Damit erfiillt Loy .(H) als Spra-
che Wy die oben geforderten Bedingungen .
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f)

L(EC) ist unvergleichbar mit L(REG).

Nach e) liegt die regulére Sprache Wy = {a}*{b}{a}*{b}{a}* nicht in L(ECC).
Daher ist nach a) auch Wy ¢ L(EC') gegeben.

Andererseits liegt die Sprache Lo, (G4) = {ww®|w € {a,b}* } aus Beispiel in
der Menge L(EC) aber nicht in L(REG), wie mittels Satz|1.7|a) einfach zu beweisen
ist.

L(ECC) und L(EC) sind unvergleichbar mit £(/CC) und L(IC).

Es ist ausreichend, Sprachen Vi und V5 mit
VieL(IC)und Vi ¢ L(ECC) bzw. Vye L(EC) und V3 ¢ L(ICC)

anzugeben.

Wir wihlen V) = Wy = {a}*{b}{a}*{b}{a}*. Nach e) gilt V; ¢ L(ECC). Anderer-
seits gilt V) = Li,(G5) nach Beispiel , womit V) € L(IC') nachgewiesen ist.

Wir withlen Vo = L; = {ww®|x € {a,b}T }. In b) haben wir V5 ¢ L(ICC) gezeigt.
Andererseits gilt Vi = Lex(G4) € L(EC) nach Beispiel 2.5

L(IC) C L(CS).

Es sei L € L(IC). Dann gibt es eine innere kontextuale Grammatik G = (V, B, C')
mit L = Li(G). Wir konstruieren einen linear beschrinkten Automaten A, der
Liy(G) und damit L akzeptiert. Wir verzichten auf eine detaillierte Angabe von A
und geben nur eine nicht-formale Beschreibung. Der Automat arbeitet folgenden
Zyklus iteriert ab. Zuerst liest A das Wort w auf dem Band und testet, ob w € B
gilt. Ist dies der Fall, akzeptiert A. Anderenfalls zerlegt A das Wort w nichtde-
terministisch in fiinf Teilworter w = zjuzrqvzs (z.B. indem es die Teile u und v
durch gestrichene Buchstaben ersetzt) und iiberpriift, ob (u,v) in C' liegt. Wenn
diese Bedingung erfiillt ist, streicht A die Teilworter v und v und durchléauft den
Zyklus erneut; anderenfalls stoppt A, ohne zu akzeptieren. Offenbar wird in jedem
Zyklus ein Kontext gestrichen und akzeptiert, falls nach mehrfachem Streichen von
Kontexten ein Wort aus B vorliegt; der Automat A simuliert also in umgekehrter
Reihenfolge eine Ableitung in G. Da nur Streichungen erfolgen, wird das Wort auf
dem Band stets kiirzer, und daher ist A linear beschréinkt.

Die Inklusion ist echt, da die Sprache {a®"|n > 0} in L£(CS) liegt, aber wegen
Satz nicht in L£(IC) liegt.

L(TC) C L(RE).

Die Inklusion kann analog zu L£(IC) C L(CS) bewiesen werden, wobei man nur
innerhalb des Zyklus anstelle von (u,v) € C zu iiberpriifen hat, ob die Bedingung

(u,v) € p(x1,x9,23) erfiillt ist. Die Echtheit der Inklusion kann ebenfalls wie un-
ter h) gezeigt werden.

L(EC) C L(LIN).

Es sei die dulere kontextuale Grammatik G = (V, B, C') gegeben. Die zugehorigen
Ableitungen haben alle die Form

2 == U12V1 == U2U1RV1Vy — -+ = UpUp—1 ... U2ULZV1V2 ... Up—_1Up
ex ex ex ex
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mit

n>0,z€B, (u,v;) € Cfirl <i<n.
Daher gilt

Lex(G) = { uptp_1 ... uszv109 ... 0, |n >0, z € B, (u;,v;) € C fiir 1 <i<n}.
Wir konstruieren nun die lineare Grammatik

G ={S}HLV,{S —uSv|(u,v) eC}U{S —z2]|z€ B},9).
Da die terminierenden Ableitungen bez. G’ alle die Form

S = w151 = uu SV = -+ = UUy . . . Up Sy, . . . VU

= ULUQ . . . UpZVUp, . .. VU]
mit
n>0,z€B, (u,v) eCtirl<i<n
haben, erhalten wir
L(G") = {ugug .. . up2v, ... 0201 |0 >0, 2 € B, (u;,v;) € C fiir 1 <i<n}.

Hieraus folgt unmittelbar Lo (G) = L(G").

(Entsprechend dem Beweis reicht es, fiir die Erzeugung von Sprachen aus L(EC)
lineare Grammatiken mit genau einem Nichtterminal zu verwenden. Man kann um-
gekehrt leicht analog zeigen, dass jede lineare Sprache, die von einer linearen Gram-
matik mit genau einem Nichtterminal erzeugt wird, in £L(EC) liegt. Dadurch erhélt
man eine Charakterisierung einer kontextualen Sprachfamilie durch eine Einschran-
kung einer Familie der Chomsky-Hierarchie.)

Die Sprache K = {a"b"c" |n > 1,m > 1} ist linear, denn sie wird von der Gram-
matik Gx = ({5,95'},{a,b,c},{S — aSe, S — 5, S — bS",S" — b},S) erzeugt.
Angenommen, es gelte K € L(EC). Dann gibt es eine kontextuale Grammatik
G = ({a,b,¢}, B,C) mit K = Lo (G ). Jedes Wort aus der Basis B hat die Form
a™™c™ mit n > 1 und m > 1. Folglich hat jeder Kontext die Form (a*,c*) fiir
k > 1. Damit gibt es aber nicht zu jeder beliebigen Zahl m (sondern nur fiir endlich
viele) das Wort ab™c in der Sprache Lo (G ). Also gilt K ¢ L(EC). Damit ist die
Echtheit der Inklusion nachgewiesen.

L(REG) C L(ICCO).

Es seien L C V* eine reguldre Sprache und A = (V, Z, 2y, F, §) ein deterministischer
endlicher Automat, der die Sprache L akzeptiert. Zu jedem Wort w € V* definieren
wir eine Abbildung g, : Z — Z durch g,(2) = §*(z,w), wobei 6* die Erweiterung
von ¢ auf V* ist. Da jede derartige Abbildung die endliche Menge Z in die endliche
Menge Z abbildet, gibt es nur endliche viele verschiedene Funktionen o,,. Es sei ng
die Anzahl dieser (verschiedenen) Abbildungen.
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Falls fiir vier Worter xy, o3, y1,y2 € V* die Bedingungen o, = ¢y, und z1y123 € L
gelten, so haben wir auch zyy,x3 € L, denn es gilt

0" (20, 1y223) = 0"(6" (6" (20, 1), Y2), ¥3) = 6" (04, (6" (20, 71)), ¥3)
= (5*(Qy1(5*(20,$1)) ) ( ( (Zval)’y1)7$3)
= 0"(z0, T1y123) € F.

Wir konstruieren nun die innere kontextuale Grammatik G = (V, B, C, ) mit

B={wlwel, |lw<ny—1},
C={(u,v)[1 < uv] <np},

U, V) | 0w = Owww fiir jw| < mng — 1,
w(w)z{é( )| b fiir ful < no
sonst.

Nach Definition von G haben wir B C L. Es sei nun schon x € L, und es sei
T = 10973 => xuxevry = y eine Ableitung beziiglich G. Dann gilt 0., = Ous,w

nach Konstrullgtion von GG, und nach Obigem erhalten wir aus z € L auch y € L.
Dabher folgt Li, .(G) C L.

Wir nehmen nun an, dass die umgekehrte Inklusion nicht gilt. Dann gibt es ein
Wort © € L\ Liy(G) mit minimaler Linge unter allen Wortern in L \ Li, o(G).
Da x € B nicht moglich ist, hat = mindestens die Liange ng. Es sei z = 2’2" mit
¥ =x1x9 ... Ty, x; € V fiir 1 <i < ng. Da 2’ genau ng + 1 verschiedene Préfixe A,

T1, T1Ta, ..., T1T2 ... Ty, hat, gibt es zwei Préfixe u; und uy mit

/ /
ug = wu', w # A und gy, = 0Oy,-

Es sei ' = uyu'u” = ugu” und damit x = uyu'u" 2" = ugu”x”. Dann gilt

5* (207 ulu”:p") _ 5*(5*(20’ u1> u//x//) _ 5*(Qu1 (ZO)a u":p”)
— 5*(Qu2 (ZO) " //) _ (5* ((5* (207 u2)7 u//x”)
= 6" (20, ugu"2") = 6" (29, z) € F

wegen r € L. Damit gilt auch u;u”z” € L. Da x aber mit minimaler Linge in der

Menge L\ Li, .(G) gewdhlt ist, liegt uyu”z" in Ly, (G). Wegen 9,, = 0u, = 0Oy und

[v'| < mg, ist (A, ') € ¢(ug). Damit liegt Auju'v"2"” = o in Li, o(G) im Gegensatz

zur Wahl von z. Dieser Widerspruch beweist L C L, o(G).

Folglich haben wir L = L;, .(G). Somit gehort jede reguldre Sprache auch zur Men-

ge L(ICC). Die Echtheit der Inklusion folgt daraus, dass die Sprache K5 in der

Menge L(ICC) liegt (Beispiel , aber nicht regular ist.

L(CF) C L(TC).

Der entscheidende Schritt im vorhergehenden Beweis ist, dass mit u;u/'u”"2" € L

auch uju”z” € L gilt. Dies entspricht dem Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen

(siehe Satz|1.7] D Unter Verwendung des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen

kann man daher einen analogen Beweis geben. Man hat als Kontexte die Paare (v, x)

zu wihlen, zu denen ein Nichtterminal A mit A == vAz und |uv| < k existiert, und



90 KAPITEL 2. EINFUGENDE GRAMM. UND STREICHENDE AUTOM.

durch ¢ zu testen, dass zu einem hinreichend langen Wort wvwzy ein Nichtterminal
A so existiert, dass S = uAy und A == w gelten. Dies kann eine totale kontextuale
Grammatik leisten. Die Echtheit der Inklusion zeigt wiederum die Sprache K5, die
in der Menge L(TC) liegt, aber nicht kontextfrei ist.

m) L(ICC) C L(TC) und L(ECC) C L(TC).
Wegen a) haben wir nur die Echtheit der Inklusionen zu zeigen. Nach b) gibt es eine
kontextfreie (sogar lineare) Sprache L, die nicht in L(/CC') liegt. Wegen 1) gehort Ly
aber zu L(TC'). Unter Verwendung von e) kann die zweite Echtheit analog bewiesen
werden.

n) L(IC) C L(ICC).
Wegen a) haben wir nur die Echtheit der Inklusion zu zeigen. Nach d) gibt es eine
regulére Sprache Uy mit U; ¢ L(IC). Wegen k) gilt aber U; € L(ICC).

o) L(EC) C L(ECC).
Wegen a) haben wir nur die Echtheit der Inklusion zu zeigen. Nach e) enthélt
L(ECC) eine Sprache Wy, die nicht kontextabhéngig und damit auch nicht line-
ar ist. Folglich liegt W5 wegen j) auch nicht in L(EC).

p) L(FIN) C L(IC) und L(FIN) C L(EC).
Die Inklusionen folgen aus Beispiel wo eine beliebige endliche Sprache B als
Element von £(IC) und £(EC) nachgewiesen wurde. Die Echtheit der Inklusionen

folgt aus Beispiel [2.3] wo sowohl im &duBeren als auch inneren Ableitungsmodus
unendliche Sprachen erzeugt werden. O

Abschlieflend diskutieren wir Entscheidbarkeitsprobleme bei kontextualen Sprachen.

Satz 2.19 Das Mitgliedsproblem ist fiir duflere und innere kontextuale Grammatiken mit
und ohne Auswahl und totale kontextuale Grammatiken entscheidbar.

Beweis. Es seien G = (V, B,C) bzw. G = (V, B, C, ¢) eine kontextuale Grammatik und
m ein Ableitungsmodus. Wir setzen

L2(G)=B und L (G)={u|v= ufiireinve L (G)} firi>1

Offensichtlich sind alle Mengen L!, (G) endlich und lassen sich der Reihe nach konstruie-
ren. Da bei jedem Ableitungsschritt eine Verlangerung des Wortes um mindestens einen
Buchstaben gesichert ist, gilt w € L,,(G) genau dann, wenn es eine Stufe i < |w/| so gibt,
dass w in L! (G) liegt. Da letztere Bedingung algorithmisch entscheidbar ist, ist auch
w € L,,,(G) algorithmisch entscheidbar. 0

Wir merken aber an, dass die Komplexitiat des angegebenen Algorithmus fiir die Mit-
gliedsprobleme sehr hoch, insbesondere exponentiell sein kann. Das liegt zum einen daran,
dass die Vereinigung der Mengen L (G) mit 7 < |w| alle (oder zumindest sehr viele) Wor-
ter aus V* der Lange hochstens |w| und damit in der Lange von w exponentiell viele Worter
enthalten kann, und zum anderen erfordert die Gewinnung von v mit v = u aus v die

Berechnung von ¢(z) fir die Teilworter = von v, was groflen Aufwand erfordern kann.
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Satz 2.20 Das Leerheitsproblem ist fiir duflere und innere kontextuale Grammatiken mit
und ohne Auswahl und totale kontextuale Grammatiken entscheidbar.

Beweis. Es sei G = (V,B,C) bzw. G = (V,B,C, ¢) eine kontextuale Grammatik. Fiir
jeden Ableitungsmodus m haben wir B C L,,(G) und L,,(G) = () fiir B = (. Damit gilt
offenbar L,,(G) = () genau dann, wenn B = () ist. Da letztere Bedingung trivialerweise
entscheidbar ist, ist auch L,,(G) = () entscheidbar. O

Ohne Beweis geben wir Resultate zur Entscheidbarkeit des Endlichkeits- und Aquiva-
lenzproblems; Beweise sind in [4] zu finden.

Satz 2.21
i) Das Endlichkeitsproblem ist fiir duflere und innere kontextuale Grammatiken ohne
Auswahl und innere kontextuale Grammatiken mit Auswahl entscheidbar; fir dufere
kontextuale Grammatiken mit Auswahl und totale kontextuale Grammatiken ist es

unentscheidbar.
ii) Das Aquivalenzproblem ist fiir innere und dufere kontextuale Grammatiken mit Aus-
wahl und totale kontextuale Grammatiken unentscheidbar. O

Wir merken an, dass der Entscheidbarkeitsstatus des Aquivalenzproblems fiir innere
und duflere kontextuale Grammatiken (ohne Auswahl) noch offen ist.

2.1.2. Lokale und maximal lokale kontextuale Grammatiken

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gesehen, dass die inneren und dufleren Gramma-
tiken mit und ohne Auswahl die Sprache K; = {a"b"c¢" |n > 1} nicht erzeugen konnen.
Gleiches gilt in d&hnlicher Weise auch fiir die beiden anderen Sprachen K5 und K3 aus der
Definition schwach kontextsensitiver Grammatikklassen. Die Semi-Linearitat ist nur fiir
die beiden hinsichtlich der Erzeugungskraft schwéchsten Typen von kontextualen Gram-
matiken gegeben. Weiterhin kann die Komplexitét des (entscheidbaren) Mitgliedsproblems
fiir kontextuale Grammatiken mit Auswahl in Abhéngigkeit von der Komplexitit zur Be-
rechnung der Auswahlfunktion ¢ zu hoch werden.

In diesem Abschnitt behandeln wir einen speziellen Typ innerer kontextualer Gram-
matiken, der in [8] von LUCIAN ILIE eingefiihrt wurde. Wir wollen zeigen, dass durch
derartige Grammatiken die drei Sprachen K;, Ky und K3 erzeugt werden konnen, dass
hinsichtlich der Lange keine beliebig grofien Liicken in den erzeugten Sprachen auftreten
und dass das zugehorige Mitgliedsproblem in polynomialer Zeit 16sbar ist. Auch hierbei
folgen wir weitgehend [8].

Wir beginnen mit einem Grammatiktyp innerer kontextualer Grammatiken mit Aus-
wahl, bei dem die Auswahlfunktion im Wesentlichen von der Zugehorigkeit zu gewissen
reguldren Mengen abhéngt. Es handelt sich daher eigentlich mehr um eine Vereinfachung
der Schreibweise fiir gewisse Auswahlfunktionen, denn um einen wirklich neuen Gramma-
tiktyp.

Definition 2.22
i) Eine innere kontertuale Grammatik mit reguldrer Auswahl ist ein Tupel

G = (‘/7 B7 (Clu R1)7 (027 R2)7 EIRI) (O’ruRn))7
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wobei
— n > 1 eine natirliche Zahl ist,
— V und B wie bei einer inneren kontextualen Grammatik definiert sind,
— C; firl <i<mn eine endliche Teilmenge von V* x V* (eine Menge von Kontex-
ten) ist und
— R; fir 1 <1i <n eine reguldre Menge tiber V ist.
ii) Fir zwei Worter x,y € V* schreiben wir x ? y, falls es eine Zahl i, 1 < i <n, so

qibt, dass
T = T1Xey, Y = T1uT20x3, (u,v) € C; und x5 € R;
fiir gewisse Worter xq, xo, x3, u und v gelten.

Wir merken an, dass wir die Ableitungsrelation auch mittels einer Auswahlfunktion ¢
beschreiben kénnen, bei der (u,v) € p(z3) genau dann gilt, wenn es eine Zahl i, 1 <1i < n,
so gibt, dass (u,v) € C; und x5 € R; gelten.

Definition 2.23 Es sei z = 212023 = z1u29v23 = x ein Ableitungsschritt bez. einer in-
T

neren kontextualen Grammatik G = (V, B, (C1, Ry),(Ca, Ra), ..., (Cp, Ry,)) mit regquldrer
Auswahl. Ein Ableitungsschritt t => y heif§t lokal beziiglich z = x, falls

T = T1X9T3, Y = T18Totx3, (8,1) € Ci, 19 € Ry, 11 = 210/, 19 = u" 290", 23 =1"23
fiir eine Zahl i, 1 <1 <n, und gewisse Worter u',u”,v',v" erfillt sind.

Die Lokalitdt eines Ableitungsschrittes bedeutet, dass das Wort x5, um das der Kon-
text (s,t) geschrieben wird, ein Teilwort des Wortes uzov sein muss, dass durch Hinzufii-
gen eines Kontextes um 2z im vorhergehenden Schritt entstanden ist. Die Abbildung [2.2]
veranschaulicht die Situation.

21 22 23

x X2 Zs

y: S 4

Abbildung 2.2: Situation bei einem lokalen Ableitungschritt

Wir schreiben zukiinftig x :1> y, falls es sich um einen lokalen Ableitungsschritt

handelt. Ferner schreiben wir x % y, falls es eine Ableitung
e el
T

gibt, bei der — mit Ausnahme des ersten Schrittes — jeder Ableitungschritt lokal bez. des
vorhergehenden Schrittes ist.
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Definition 2.24 Es sei z = 212923 = z1uzvz3 = x ein Ableitungsschritt beziiglich

einer inneren kontextualen Grammatik G = (V, B, (C1, Ry),(Cs, Ry), ..., (Cy, R,)) mit
requldrer Auswahl. Ferner sei x = x1x23 :> r18Totxs = y ein lokaler Ableitunsschritt

bez. z =z mit xo € R;. Wir sagen, dass x :> y maximal lokal bez. z = ist, falls es

keine bez i=7 lokale Ableitung x = x1x2x3 = xys'xht' xs mit

|24] <, Jwg| > |oal, [25] < [as] und 25 € R
qibt.

Intuitiv bedeutet die Maximalitit, dass wir zo € R; als ein Teilwort von uzov nur
auswéahlen diirfen, wenn es nicht Teilwort eines anderen Wortes z/, € R; ist, das ebenfalls
als Teilwort von uzov fiir eine Auswahl zuléssig ist.

Wir schreiben zukiinftig x ? y, falls es sich um einen maximal lokalen Ableitungs-

schritt handelt. Ferner schreiben wir x =*1> y, falls es eine Ableitung

T=Tyg=—> L1 —> L2 —=>23... —=> Ty =Y
r ml ml ml

gibt, bei der — mit Ausnahme des ersten Schrittes — jeder Ableitungschritt maximal lokal
bez. des vorhergehenden Schrittes ist, wobei auch im ersten Schritt ein maximales Teilwort
in dem Sinne gew&hlt werden soll, dass es nicht echtes Teilwort eines anderen zuldssigen
Wortes der gleichen Auswahl ist.

Definition 2.25
i) Wir nennen eine innere kontextuale Grammatik

G = (V,B,(C1, R1), (Co,Ry),...,(Cn, Ry))

mit requldrer Auswahl lokal oder maximal lokal, wenn in ihrem Ableitungsprozess —
mit Ausnahme des ersten Schrittes — jeder Ableitungschritt lokal bzw. mazimal lokal
bez. des vorhergehenden Schrittes ist.

ii) Fir eine lokale bzw. maximal lokale Grammatik G ist die erzeugte Sprache Li(QG)
bzw. Ly (G) durch

Li(G) = {w|z:>;>wf1ir ein z € B} bzw.
Ln(G) = {w|z%wﬁir ein z € B}
definiert.
Beispiel 2.26 Wir betrachten die maximal lokale Grammatik
Hy = ({a,b,c}, {abe}, ({(ab, )}, {b}7)).
Jede Ableitung in dieser Grammatik hat die Form

abc = aabbcc => aaabbbccc = oV = - = a"b"c",
r ml ml ml ml
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da b™ das Teilwort von ab™c mit maximaler Lénge ist, das in {b}* liegt. Folglich erhalten
wir

Ly ={a"b"c"|n>1} =K.
Wir bemerken, dass H, als lokale Grammatik die Sprache

Li(Hy) = {abc} U {aa™ba™b...a"b'c" |n>2, 2<1<n, k=n—1+1,
k
ij > 1fir1 <j <k ij=n-1}

j=1
erzeugt.
Beispiel 2.27 Es sei die maximal lokale Grammatik

Hy = ({a,b,¢,d}, {abed}, ({(0,d)}, { b7 c[m = 1}), ({(a, )}, {0™¢" [m = 1,n > 1}))
gegeben. Die Ableitungen sind dann von der Form

abed = abbedd ? abded? % ab™cd™ ? aab™ced™ ? abmAdm % a"b"ctd™,
woraus

L(Hy) ={a"b"c"d™ |n>1, m>1} =K,
folgt.

Beispiel 2.28 Die Grammatik

Hs = ({a,b, ¢}, {aca, beb}, ({(a, a), (b,0)}, {c}{a, b} "))
erzeugt maximal lokal die Sprache
Lun(Hs) = { wew [w € {a,0}" }
und lokal die Sprache
Li(H3) = { zweav |z € {a,b}, w,v € {a,b}", #a(w) = #a(v), #o(w) = F#(v) }.

Damit haben wir gezeigt, dass die drei Sprachen aus der Definition schwach kon-
textabhingiger Grammatikklassen im Wesentlichen durch maximal lokale Grammatiken
erzeugt werden kénnen, wobei das ,,im Wesentlichen* darin begriindet ist, dass wir statt
K3 = {ww]|w € {a,b}" } die Sprache { wew |w € {a,b}* } erzeugt haben.

Wir erhalten mit einem analogen Beweis auch fiir lokale und maximal lokale Gramma-
tiken die Aussage, die in Satz fiir kontextuale Grammatiken mit und ohne Auswahl
formuliert ist.

Satz 2.29 Fiir jede Sprache L, die von einer lokalen oder maximal lokalen Grammatik G
erzeugt wird, gibt es Konstanten k und k' derart, dass zu jedem Wort w € L mit |w| > k
ein Wort w' € L so ezistiert, dass 0 < |w| — |w'| < k' gilt. O
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Damit ist die schwache Forderung von JOSHI fiir die schwache Kontextabhingigkeit
erfiillt; es ist aber noch ein offenes Problem, ob die Sprachen, die von lokalen und maximal
lokalen Grammatiken erzeugt werden, semi-linear sind.

Satz 2.30 Das Mitgliedsproblem fiir lokale und maximal lokale Grammatiken ist in poly-
nomialer Zeit entscheidbar.

Beweis. Im Beweis benutzen wir die folgende Aussage der Komplexitatstheorie:

Jede Sprache, die durch eine nichtdeterministische, die FEingabe nicht verdndernde
Mehrband- Turing-Maschine mit logarithmischem Platzbedarf auf den Arbeitsbindern ak-
zeptiert wird, ist auch durch eine deterministische Turing-Maschine mit polynomialem
Zeitaufwand akzeptierbar.

Wir verweisen fiir einen Beweis auf [I§]. Aufgrund dieser Aussage reicht es zu beweisen,
dass wir fiir eine gegebene lokale bzw. maximal lokale Grammatik G die erzeugte Spra-
che durch eine nichtdeterministische, die Eingabe nicht verdndernde Mehrband-Turing-
Maschine mit logarithmischem Platzbedarf akzeptieren kénnen. Wir beweisen diese Aus-
sage nur fiir lokale Grammatiken; die einfachen Modifikationen fiir den maximal lokalen
Fall bleiben der Leserin / dem Leser iiberlassen.

Es seien eine lokale Grammatik G = (V, B, (C4, Ry),(Ca, Ry), ..., (Cy, R,)) und ein
Wort w = wiws ... w,,, € V* der Lange m mit w; € V fiir 1 <1 < m gegeben. Wir kon-
struieren eine Mehrband-Turing-Maschine M, auf deren Eingabeband das Eingabewort w
steht (das wihrend der Bearbeitung nicht verdndert wird), und die acht Arbeitsbander
hat, auf denen acht natiirliche Zahlen py,ps, 71,72, 51, S2, t1,t2 (in Bindrdarstellung) ge-
speichert werden, die Positionen im Wort w angeben und folglich nicht groBer als m sind.
Dabher ist der Platzbedarf durch 8(log,(m) + 1) beschrénkt.

Die Idee des Arbeitens der Maschine besteht darin, riickwérts eine Ableitung bez. der
Grammatik G zu simulieren, indem nacheinander Kontexte gestrichen werden. Durch die
Zahlen werden sich dabei die Stellen gemerkt, die den Teil des Eingabewortes w angeben,
der noch nicht gestrichen wurde. Die Lokalitdt des Ableitungsprozesses sichert, dass die
acht Zahlen pq, pa, 1,79, S1, S9, t1, to dafiir ausreichend sind.

Bevor wir mit dem Zyklus anfangen, nehmen wir eine Initialisierung vor. Wir testen
zuerst, ob w in B liegt. Ist dies der Fall, so akzeptieren wir und die Maschine stoppt ihre
Arbeit. Im anderen Fall wihlen wir nichtdeterministisch Zahlen pq, 79, 1, t2 so, dass

0<pi<r<si<th<m
gilt. Dadurch erhalten wir eine Zerlegung des Wortes w in w = zjuzsvrs mit

T = wWwa ... Wy,
U = Wp+1Wpy 42 - - - Wry,
Ty = Wry41Wrg42 - - - Wy,
V= Wy 41 Wey 42 - - - Wy,
T3 = Wiy+1Wiy42 - - - Wiy
Wir wihlen nun nichtdeterministisch eine Zahl h, 1 < h < n, und testen, ob (u,v) € Cj,

und z, € R;, erfiillt sind. Ist dies nicht der Fall, so stoppt die Maschine, ohne zu ak-
zeptieren. Im anderen Fall ist es moglich, dass im letzten Ableitungsschritt der Kontext
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(u,v) um das Wort zo hinzugefiigt worden ist. Daher erhalten wir durch ,Streichen®
dieses Kontextes das Wort w(!) = x,2.25; jedoch streichen wir nicht wirklich, da das
Eingabewort nicht verindert werden darf, sondern wissen, dass unser Wort w® Kon-
katenation der Teilworter bestehend aus den ersten p; Buchstaben, aus dem (ry + 1)-
ten Buchstaben bis zum s;-ten Buchstaben und aus den letzten m — ¢5 Buchstaben ist:
w = wiw,y . . Wy Wry g 1Wryy2 - - - W, Wiy 1Wey 42 - - . Wy, Dann iberpriifen wir, ob w in B
liegt. Ist dies der Fall, so akzeptieren wir und die Maschine stoppt. Ist dies nicht der Fall,
lauft der folgende Zyklus (iteriert) ab, der jeweils eine Riickwértssimulation eines Ablei-
tungsschrittes vornimmt.

Wir setzen py = py, r1 = 12, 2 = 51 und t; = to. Die Worter wp,1wp,42 - - Wy, und
Wyt 1Wsy 42 - - - Wy, sind die beim Riickwértssimulieren bereits gestrichenen Teilworter.
Das verbliebene Wort ist wyws . . . Wy, Wy, 4 1Wpy 42 -+ - - Wey Wey 11Wy, 42 - - - Wy, und sei mit w®
bezeichnet. Nun werden nichtdeterministisch wieder Zahlen pq, ry, s1, to gewéhlt, wobei

0<pi <pa<r <ry<s1 <5<t <ta<m

gelten soll. Damit wird eine Zerlegung von w(® wie folgt festgelegt: w(® = z{7u® 2y 7Y
mit
2 = w
1. = 1Wwa . .. wpl,
u = Wpy 41Wp 42 - -+ - Wpy Wy 41Wpy 42 « - . Wiy,
xgl) = Wy 1 Wy g2 - - - Wy,
0
(6 _
X3" = Wiy41Wiy42 - - - Wiy

Die Abbildung [2.3] veranschaulicht die Situation.

= Wg4+1Wg;42 -+ - WgoWty 41 Wt 42 - - - Wiy,

(1) (1) (1)

wlth. T Lo )
{51 X2 xs
w0 u I Ny BN N
J' '
D1 P2 1T 51 82 t1 o

Abbildung 2.3: Von der Maschine nichtdeterministisch geratene Ableitung

Wir wihlen erneut nichtdeterministisch eine Zahl h, 1 < h < n, und testen, ob
(u®,v%) € ¢} und xg) € Ry, gelten. Ist dies nicht der Fall, stoppt die Maschine, oh-

ne zu akzeptieren. Im anderen Fall ist die Ableitung xgi)xg)a:g) — w® moglich und
sogar so, dass die zuletzt simulierte Ableitung w® = w1 lokal ist. Wir untersuchen

nun, ob das Wort w(+!) = xgi)xg)ng) in B liegt. Ist dies der Fall, so akzeptieren wir und
die Maschine stoppt. Sollte w1 das Leerwort sein, aber nicht in B liegen, stoppt die
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Maschine, ohne zu akzeptieren, da nun kein Kontext mehr gestrichen werden kann. Im
anderen Fall beginnen wir den néchsten Zyklus. O

Wir merken an, dass unser Beweis keine Aussage iiber den Grad des Polynoms macht,
das als Schranke fiir die Komplexitit wirkt. In [6] haben RADU GRAMATOVICI und FLO-
RIN MANEA einen Algorithmus fiir das Mitgliedsproblem angegeben, dessen Komplexitét
durch ein Polynom des Grades 4 in der Linge des Eingabewortes beschrénkt ist.

Insgesamt haben wir damit nachgewiesen, dass maximal lokale Grammatiken im We-
sentlichen eine schwach kontextabhéngige Klasse bilden (die zweite, dritte und vierte
Forderung aus der Definition sind bis auf die Modifikation bei K3 erfiillt, ob auch die
erste Forderung erfiillt ist — alle kontextfreien Sprachen erzeugbar sind, ist noch offen).

2.2. Automaten mit Neustart

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren zur Uberpriifung von Sitzen auf syntaktische
Korrektheit formalisieren. Es handelt sich hierbei also um eine Analyse, bei der syntaktisch
richtige Sdtze zu akzeptieren sind. Daher verwenden wir in diesem Abschnitt Automaten
anstelle von generierenden Grammatiken.

Das Verfahren besteht im Wesentlichen darin, in einem gegebenen Satz sukzessive
Phrasen zu streichen, wobei die Korrektheit oder Inkorrektheit erhalten bleiben. Dieses
Verfahren bietet sich insbesondere fiir solche Sprachen an, bei denen die Position einer
Phrase innerhalb des Satzes von untergeordneter Bedeutung ist. Dazu gehoren u. a. meh-
rere slawische Sprachen. Bei derartigen Sprachen bietet sich der generative Ansatz von
NoAM CHOMSKY nicht an, da die Regeln der Grammatik vielfach modellieren, dass ge-
wisse Phrasen benachbart oder in relativer Nidhe zueinander stehen.

Bei der Analyse durch Reduktion spielt nicht die Position einer Phrase im Satz sondern
ihre Beziehung zu anderen Satzteilen eine Rolle. Man unterscheidet hier drei Félle:

e Unabhdngigkeit von Phrasen: Zwei Phrasen sind unabhéngig, wenn man jede Phrase
streichen oder stehen lassen kann, ohne das sich die syntaktische Korrektheit dndert.

Als ein Beispiel erwdhnen wir den Satz
Der Mann aB heute sein Friihstiick langsam.

Durch Streichen einer oder beider Phrasen sein Friihstiick und langsam erhalten wir
die ebenfalls syntaktisch richtigen Sétze

Der Mann aB heute sein Friihstiick.
Der Mann aB heute langsam.
Der Mann aB heute.

o Vertikale Abhdingigkeit von zwei Phrasen: Eine Phrase A ist vertikal abhéngig von
einer Phrase B, wenn das Streichen von A sowie das Streichen von A und B jeweils
zu einem korrekten Satz fithrt, wihrend das alleinige Streichen der Phrase B zu
einem syntaktisch falschen Satz fiihrt.

Als Beispiel betrachten wir den Satz
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Die Fahrt begann mitten im Januar.
aus dem durch Streichen der Phrasen mitten und im Januar die Satze

Die Fahrt begann im Januar.
Die Fahrt begann mitten.
Die Fahrt begann.

entstehen, von denen der zweite nicht korrekt ist. Die Phrase mitten ist also vertikal
abhéngig von der Phrase im Januar.

e Horizontale Abhdingigkeit von Phrasen liegt vor, wenn die syntaktische Korrektheit
nur erhalten bleibt, wenn die Phrasen gleichzeitig gestrichen werden.

Wir erwéhnen hier nur, dass bei dieser Analyse durch Reduktion auch ein Beitrag zur
Vermeidung von Mehrdeutigkeiten gegeben wird. So kann das Wort sein sowohl ein Verb
als auch ein Possessivpronomen sein. Durch die Vereinfachung der Satze durch Fortlassen
von Phrasen wird vielfach eine Struktur erreicht, bei der die Mehrdeutigkeit einfach zu
klaren /handhaben ist.

Wir wollen nun eine Formalisierung der Analyse durch Reduktion mittels Automaten
geben.

2.2.1. Definitionen und Beispiele

Intuitiv formalisieren wir die Methode wie folgt. Wir betrachten einen Automaten, der
von links nach rechts ein gegebenes Wort (das einem Satz der Sprache entspricht) liest
und zu einem gewissen Zeitpunkt einen Teil des Wortes (der einer Phrase entspricht)
streicht. Da der Automat ganze Phrasen streichen soll, liest er nicht nur einen Buchstaben
des Wortes, sondern den gesamten Inhalt eines Fensters, das von links nach rechts iiber
das Wort bewegt wird. Hat der Automat eine Phrase gestrichen, so kehrt er in seinen
Anfangszustand und mit dem Fenster an den Anfang des neuen Satzes zuriick, lauft
wieder von links nach rechts und nimmt die néchste Streichung vor. Jedoch ist dieses
Vorgehen nur bei Unabhéngigkeit der Phrase wirklich anwendbar. Anderenfalls muss er
unter Umsténden noch eine Markierung vornehmen, welcher Teil ebenfalls zu streichen ist.
Der in der folgenden Definition gegebenene Automat mit Neustart und seine Arbeitsweise
widerspiegeln diese intuitive Idee.

Die Eingabe des Automaten wollen wir auf ein Band schreiben. Zusétzlich verwenden
wir zur Markierung des Wortanfangs und Wortendes zwei Markierungen ¢ bzw. $.

Um den Inhalt eines Fensters zu beschreiben, definieren wir folgende Mengen fiir ein
gegebenes Alphabet V', wobei wir zu beachten haben, dass das Fenster weniger Buchstaben
enthalten darf, als seine Grofle zuldsst, da das Eingabewort kiirzer sein kann oder beim
Verschieben nach rechts iiber die rechte Markierung hinaus nicht mehr alle Zellen des
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Bandes gefiillt sein miissen:

ysn = UVi fiir n > 0,
=0
PC(V,1) ={¢, 80UV,
PC(V,n) = ¢V*™ UV UV=""1$U ¢V =""28 fiir n > 2,

PC(V,<n) = JPC(V,i) fir n > 1.

=1

Die Potenzmenge einer Menge M bezeichnen wir mit P(M).

Definition 2.31 Fin Automat mit Neustart (oder kurz RRN-Automat) ist ein 8-Tupel

wobes
[ ]
[}

M = (Q7 27 Fa ¢a $7 qo, k; 6)7

Q eine endliche Menge von Zustdinden ist,
Y. eine endliche Menge von Eingabesymbolen ist,
I' ein endliches Bandalphabet mit X C I ist,

¢ und $ Markierungen fiir den linken und rechten Rand des beschriebenen Teils des
Bandes sind, die beide nicht in T liegen,

qo € QQ der Anfangszustand des Automaten ist,
k > 1 eine natirliche Zahl ist, die die Grifie des Lese-/Schreibfensters angibt, und

0:QxPC(Tk)—P(Qx({MVRYyUPC(T,<k—1)))U{RESTART, ACCEPT})
die Uberfihrungsfunktion des Automaten ist, fiir die auflerdem gefordert wird, dass
bei (¢1,v1) € 6(q1, ¢ur) und (g5, v2) € 6(qa, ue$) mit vy, vy € PC(T',< k — 1) auch
v = ¢v) bzw. vy = V4% gelten sowie bei (¢, x) € 0(q,$) nie v = MVR gilt.

Falls = das einzige Element aus 6(q, u) ist, schreiben wir §(¢, u) = z anstatt 6(q, u) = {}.
Bei der Uberfiithrungsfunktion gibt es folgende vier Moglichkeiten fiir ein Element aus
d(q,u) mit ¢ € Q und u € PC(T', k):

(¢', MVR) beschreibt eine Bewegung des Fensters um eine Zelle nach rechts und eine
gleichzeitige Zustandsédnderung,

(¢',v) beschreibt einen Ersetzungsschritt, wobei der Fensterinhalt u durch einen
kiirzeren Fensterinhalt v ersetzt wird (die angegebene spezielle Forderung sichert
ab, dass die Markierungen an den Wortenden erhalten bleiben), der nachfolgende
Teil an v heran geschoben wird (damit keine leeren Felder auf dem Band entstehen)
und das Fenster mit dem ersten Buchstaben hinter v beginnt (falls v als letzten
Buchstaben $ hat, beginnt das Fenster mit $),
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o RESTART beschreibt den Neustart des Automaten (er wird in den Anfangszustand
und an den Wortanfang gesetzt),

o ACCEPT beschreibt das Ende der Arbeit des Automaten und Akzeptanz des Einga-
bewortes. Nichtakzeptanz wird dadurch realisiert, dass § nur eine partielle Funktion
ist, also nicht in allen denkbaren Féllen definiert ist.

Wir formalisieren diese Ideen, indem wir Konfigurationen und die Wirkung der Befehle
auf eine Konfiguration definieren.

Definition 2.32 Es sei ein Automat M mit Neustart wie in Definition gegeben.
Fine Konfiguration von M st ein Wort der Form

gew$ mit g € Q und w € T
oder

cwiqws$ mit g € Q und wi,wy € T
oder

ACCEPT.

Die damit beschriebene Situation ist, dass sich der Automat im Zustand ¢ befindet,
¢w$ bzw. ¢wiwe$ auf dem Band steht und das Fenster mit dem gelesenen Inhalt bei ¢
bzw. dem ersten Buchstaben von wy # A beginnt und bei wy = A nur $ enthilt.

Definition 2.33 Es seien M ein Automat mit Neustart wie in Definition [2.51] sowie K,
und Ky zwei Konfigurationen von M wie in Definition . Wir definieren den Ubergang
von K7 nach Ky (geschrieben als K1+ Ky) wie folgt:

e Fir (¢, MVR) € 6(q,u) gilt

K = wiga'w,$, wy € eI U}, u=av',a € TU{¢}, v € " wy € I und

K5 = wiag'u'ws$
oder
Ky = wiqau'$, wy € ¢T* U{A}, u=au'$, a e TU{c¢}, ' € T2 und
Ky = wiag'u'$.
e Fir (¢',v) € §(q,u) gilt

K, = wiquws$, wy € eI U{A}, wy € T und

Ky = wivg'wy$
oder

Ky =wqu'$, wy € cT*U{A}, u=1u'$, v € ¢I'SF2UuT=s""1 und
Ky = wv'¢’$, v="1"8.
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o Fiir RESTART € §(q,u) gilt

K = wiqws, wy € ¢ U{A}, wy € T*$U ¢S, wo = wu' und
Ky = gowyws.

o Fir ACCEPT € 6(q,u) gilt

Ki = wiqws, wy € ¢I™ U{A}, wy € T*$ U ¢S, wy = ut’ und
Ky = ACCEPT.

Den reflexiven und transitiven Abschluss von - bezeichnen wir mit F*.
Wir definieren nun die von einem Automaten mit Neustart akzeptierte Sprache.

Definition 2.34 Die von einem Automaten M mit Neustart wie in Definition [2.31] ak-
zeptierte Sprache ist durch

T(M)={w|weX, ¢cw$+" ACCEPT}
definiert.
Wir geben einige Beispiele.
Beispiel 2.35 Wir betrachten den Automaten
M = ({490, Gcs qa, e }» {a, b, ¢, d}, {a, b, ¢, d}, ¢, 8, qo, 3, 6)

mit Neustart, bei dem die Uberfiihrungsfunktion ¢ durch

§(qo, ¢c8$) = 6(qo, ¢d$) = ACCEPT,
d(qo, ¢ab) = d(qo, ¢aa) = d(qo, aaa) = 6(qo, aab) = (qo, MVR),
6(qo, abb) = {(qa, A); (¢, b) },
6(ge, bbb) = 6(qe, bbe) = 0(ge, beS) = (ge, MVR),
6(qa, bbb) = 6(qa, bbd) = 6(qa, bd3) = (qa, MVR),
5(qe, c8) = 6(qq, d$) = 6(ge,$) = RESTART,
d(qo, abc) = (ge, )

gegeben ist. Zuerst geben wir die moglichen Berechnungen von M, auf der Eingabe aabbc
an (wobei wir stets den Inhalt des Fensters unterstreichen):

qo¢aabbc$ b= ¢qoaabbe$ F ¢agoabbe$ - ¢abg.c$
F gocabc$ - ¢qoabc$ - ¢cqe$ - qoecs H ACCEPT

und M akzeptiert aabbc oder
qo¢aabbe$ F ¢qoaabbe$ = ¢agoabbe$ - cagqc$

und die Berechnung stoppt, da keine Nachfolgekonfiguration erklart ist, ohne zu akzep-
tieren.
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Der Automat arbeitet wie folgt: Zuerst lduft er iiber das Wort nach rechts, bis sich
abb im Fenster befindet. Er entscheidet sich nun nichtdeterministisch, ob er ab oder abb
streicht, lauft weiter nach rechts und fiihrt einen Neustart nur dann aus, wenn er am
Wortende den zum Streichen passenden Buchstaben ¢ bzw. d findet. Dies wird solange
durchgefiihrt, bis ein so kurzes Wort erreicht wird, dass von ihm sofort oder in zwei
Schritten entschieden werden kann, ob das Wort zu akzeptieren ist. Damit ergibt sich

T(M,) =L, = {a"b"c | n >0} U {a"b*d | n > 0}.

Wir werden im Folgenden nur solche Automaten betrachten, bei denen zwischen Be-
ginn der Arbeit und dem ersten Neustart sowie in jedem Zyklus zwischen zwei Neustarts
jeweils genau ein Ersetzungsschritt und nach dem letzten Neustart hochstens ein Erset-
zungsschritt erfolgt.

Beispiel 2.36 Wir wollen einen Automaten M, mit Neustart konstruieren, der die Menge
Ki = {w#w | w € {a,b}"

akzeptiert (K7 unterscheidet sich von der in den vorhergehenden Abschnitten behandel-
ten Sprache K3 nur dadurch, dass die Mitte des Wortes durch die Markierung # genau
gekennzeichnet ist). Die naheliegende Idee ist, bei einem Wort w,#ws auf dem Band das
Teilwort wy vor dem # mit dem Teilwort wo nach # buchstabenweise zu vergleichen. Wir
wollen diesen Vergleich mit den jeweils letzten beiden Buchstaben der beiden Teilwérter
vornehmen. Daher miissen wir zuerst immer nach rechts laufen, bis sich ein Wort der Form
cd# (mit ¢, d € {a,b}) im Fenster befindet. Wir diirfen cd nicht sofort Ischen, da wir dann
nach einem Neustart ein Wort ¢z#w»$ mit w, = zed auf dem Band erhalten. Kann nun
die Berechnung erfolgreich fortgesetzt werden, d. h. ¢z#w.$ H* ACCEPT, so gilt z = w,.
Dies liefert aber auch die erfolgreiche Rechnung ¢w;#we$ b ¢z#w,.$ H* ACCEPT, die
das nicht in K} liegende Wort wy#wy = zcd#z akzeptiert. Daher ersetzen wir cd# durch
das kiirzere Wort |c, d|#, wobeli [c, d] ein Buchstabe ist, der zu I gehéren muss, und mer-
ken uns im Zustand z.q das Buchstabenpaar cd. Danach laufen wir weiter nach rechts und
kontrollieren, ob am Ende des Wortes auf dem Band cd$ steht. Ist dies nicht der Fall,
liegt ein nicht zu akzeptierendes Wort vor, d. h. wir beenden die Arbeit von M , indem wir
keine Nachfolgekonfiguration zulassen, also 6(qeq, xy$) fiir xy # cd undefiniert lassen. Ist
der Vergleich erfolgreich, fiihren wir einen Neustart durch. Wir laufen jetzt erneut nach
rechts, bis wir [c, d]# finden (wir kénnen erneut [c, d] nicht sofort 16schen). Wir merken
uns nun cd im Zustand z., und ersetzen am Ende ¢d$ durch [c,d]$. Danach laufen wir
erneut iiber das Wort und ersetzen [c, d|# durch #. Dies ist jetzt méglich, da am Worten-
de auf dem Band [c,d]$ steht (was wir iiberpriifen). Beim néchsten Lauf iiber das Wort
ersetzen wir [c,d|$ durch $. Damit haben wir das Wort der Linge 2 am Ende von w;
und wy gestrichen und kénnen diesen Prozess erneut starten. Hat das Wort w, ungerade
bzw. gerade Lénge, so erhalten wir auf dem Band ¢x#x$ oder ¢#$ und in diesen beiden
Situationen akzeptieren wir. Formal erhalten wir daher den Automaten My

My = (Q,{a,b,#},{a,b,#} U{lc,d] | c,d € {a,b}}, ¢, 8, q,3,0)
mit

Q={w v | ({etv U {dea doa i}

ce{a,b} de{a,b}
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und § definiert durch

d(qo, ¢xy) = 6(qo, xyz) = d(qo, #vy) = d(qo, #xy) = (g0, MVR) fiir x,y, z € {a, b},

5(qo, cd#) = {(qea, [c, d|#), (g0, MVR)} fiir ¢,d € {a, b},

6(qo; [c, d]S) = (q1,$) fiir ¢, d € {a, b},

3(qo, x[c, d|#) = {(qea; MVR), (qcq, #)} fiir ¢, d € {a, b},
(Ged, vyz) = (qea, MVR) fiir x,y, z,¢,d € {a, b},
(qea, cd$) = RESTART fiir ¢,d € {a, b},
(Geas [c, d]#z) =
(4
(
(q¢
(
(
(

Sh S

0 = 0(qeq> #2y) = 0(deqs 7y2) = (deqs MVR) fiir z,y,z,¢,d € {a, b},
0(qLy, cd$) = (qu, [c, d]$) fiir ¢,d € {a, b},

é(qo,, vyz) = (¢, MVR) fiir x,y, z,¢,d € {a, b},

5(ql;, x[c,d)$) = RESTART fiir z,c,d € {a, b},

5(q1,$) = RESTART,
d(qo, ¢c#) = (qe,¢) und  6(qe,c$) = ACCEPT fiir c € {a,b},
d(qo, ¢#3%) = ACCEPT.

Wir erwéhnen ohne Angabe von zugehorigen Automaten, dass die Sprachen
={a""c" | n >0}, Ky ={a"b"c"d™ | n,m > 1} und K3 = {ww | w € {a,b}"}

von Automaten mit Neustart akzeptiert werden konnen. In den ersten beiden Féllen kann
eine Konstruktion analog zu Beispiel [2.30] gegeben werden, da auch bei diesen Sprachen
gewissen Teile miteinander ,verglichen“ werden miissen (ab mit ¢ bzw. a mit ¢ und dann
b mit d). Fiir K3 wird nichtdeterministisch durch Ersetzen von pgrs an einer Stelle durch
[p, q|#]r, s]’ die Mitte geraten, und dann analog zu obigem Beispiel vorgegangen. Da-
mit sind die drei bei der Definition schwach kontextabhéngiger Sprachfamilien genannten
Sprachen in der Familie der von Automaten mit Neustart akzeptierten Sprachen enthal-
ten. Diese Familie ist aber nicht schwach kontextabhéngig, da auch Sprachen darin liegen,
die nicht semi-linear sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.37 Wir geben einen Automaten mit Neustart an, der die Sprache

LQ :{ on

n >0}

akzeptiert. Die Idee dabei ist ganz einfach. Wir ersetzen der Reihe nach, am Wortende
beginnend, jedes Teilwort aa durch b. Hierdurch halbieren wir die Wortldnge. Wenn dies
geschehen ist, ersetzen wir wieder von hinten beginnend jedes bb durch a, womit erneut
eine Halbierung verbunden ist. Wir akzeptieren nur, wenn alle Halbierungen erfogreich
waren, d.h., wenn am Ende nur a oder b neben den Endmarkierungen auf dem Band
steht. Formal ergibt sich der Automat

M3 = ({QO7 q1}7 {a}a {a7 b}v ¢, $7 qo, 37 5)
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mit
(qo, ¢aa) = d(qo, ¢bb) = 6(qo, aaa) = 6(qo, bbb) = (o, MVR),
4(qo, aa$) = (q1,b3%),
0(qo, aab) = (q1, bb),
(qo, b08) = (q1, a$),
5((]0’ bba) = (Q1> aa)»
§(qu, xyz) = RESTART fiir zyz € {a, b} U {a, b}=2$,
5(qo, ¢a$) = 6(qo, ¢b$) = ACCEPT.

Es sei M ein Automat mit Neustart wie in Definition Offensichtlich verlauft die
Arbeit des Automaten in Zyklen, die aus mehreren Bewegungen nach rechts, einem Er-
setzungsschritt, erneut Bewegungen nach rechts und einem RFESTART-Schritt bestehen.

Es ist leicht zu erkennen, dass ein Ersetzungsschritt d(¢,u) = (¢’,v) nur moglich
ist, wenn die Zustandsinderung in den vorhergehenden Verschiebungen nach rechts in
den Zustand ¢ fiihrt. Da die Verschiebungen im Wesentlichen wie bei einem endlichen
Automaten erfolgen (zuerst sieht man im Fenster die ersten Buchstaben des Wortes,
danach immer genau einen zusitzlichen Buchstaben), gehort das Wort, dass vor u auf
dem Band steht zu einer reguldren Menge R. Analog gehort das Wort hinter u zu einer
reguldren Menge R', da bis zum RESTART-Befehl wieder nur gelesen wird (und der nicht
gelesene Teil beliebig sein kann). Daher lasst sich ein Zyklus verkiirzt dadurch beschreiben,
dass wir angeben, welche Ersetzung u — v vorgenommen wird und zu welchen regulédren
Sprachen die vor bzw. nach u stehenden Woérter gehéren miissen.

Definition 2.38 Es sei M ein Automat mit Neustart wie in Definition |2.31.

i) Fine Metaregel von M ist ein Tripel (R,u — v, R'), wobei uw und v Worter mit
|u| > |v| sowie R und R’ regulire Mengen sind, oder ein Paar (R, ACCEPT) mit
einer requliren Menge R.

ii) Die Anwendung einer Metaregel p = (R,u — v, R') ist nur auf einen Bandinhalt
cujuug$ maglich, bei dem ¢uy € R und us$ € R’ gelten, und liefert ¢ujvus$; wir
schreiben dann ¢uiuus$ | ¢ujvus$. Eine Metaregel der Form (R, ACCEPT) ist nur
anwendbar, wenn sich der Bandinhalt ¢w$ als wiws darstellen lisst und wy zu R
gehort. Die Anwendung einer solchen Metaregel liefert die Akzeptanz; wir schreiben

dann ¢w$ = ACCEPT.

Eine Berechnung ist dann offensichtlich eine Abfolge von Anwendungen von Metare-
geln.

Unter Verwendung von Metaregeln kénnen wir M; einfach durch

(¢a*,ab — A\, b*c$) (wir haben die Ersetzung abb — b verkiirzt),
(¢a®, abb — A, b*dS),

(¢¢$, ACCEPT),
(¢dS, ACCEPT)
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und Ms durch

(¢f{a,b}", cd# — [c, d|#,{a, b} cd$) fiir ¢,d € {a,b},
(¢fa, b} e, d|#{a, b}, cd — [c,d], ) fiir ¢, d € {a, b},
(¢f{a,b}", [c,d|# — #,{a,b}*[c,d]$) fiir ¢,d € {a, b},
(¢{a,b} #{a,b}*, [c,d] — N\, $) fiir ¢, d € {a, b},
(¢c#c$, ACCEPT) fiir ¢ € {a, b},

(¢#$, ACCEPT)

beschreiben.

In der Folge werden wir die Automaten mit Neustart stets nur durch Metaregeln
angeben.

Wir definieren nun einige spezielle Klassen von Automaten mit Neustart und die zu-
gehorigen Sprachklassen.

Definition 2.39

i) Ein RR-Automat ist ein RRN-Automat M = (Q,%,T',¢,9, g0, k,9) mit ¥ =T.

ii) Ein RN-Automat ist ein RRN-Automat M = (Q,%,T,¢,$,q0,k,95), bei dem auf
jeden Ersetzungsschritt (es wird (¢',v) € §(q,u) angewendet) ein RESTART-Schritt
erfolgt (also fiir alle Fensterinhalte v’ die Beziehung 6(q',uv') = RESTART gilt).

iii) Fin R-Automat ist ein RN-Automat M = (Q, 3,1, ¢, $, qo, k,0) mit X =T.

Bei einem RN- und R-Automaten fallen in gewisser Weise der Ersetzungsschritt (engl.
Rewrite) und der Neustart (engl. Restart) zusammen, weshalb wir nur einmal R anstelle
von zweimal R verwenden. Der Buchstabe N steht fiir die Verwendung von Nichttermina-
len, da das Bandalphabet I" Buchstaben enthalten darf, die nicht im Eingabealphabet X
vorkommen.

Der Automat M; ist ein RR-Automat, M, ist ein RRN-Automat, und M; ist ein
RN-Automat.

Bei RN- und R-Automaten ist bei einer Metaregel (R, u — v, R') die regulére Menge R’
nicht von Bedeutung, da in jedem Fall auf den Ersetzungsschritt ein Neustart erfolgt.
Daher werden wir R’ bei den Metaregeln von RN- und R-Automaten nicht angeben.

Mit L(RRN), L(RN), L(RR) und L(R) bezeichnen wir die Mengen aller Sprachen,
die von RRN-; RN-, RR- bzw. R-Automaten akzeptiert werden.

Ein Automat M = (Q, %, T, ¢, $, qo, k, §) mit Neustart heifit deterministisch, wenn jede
Menge (g, u) einelementig ist. Der Automat M3 ist deterministisch.

Mit L(DX), X € {RRN, RN, RR, R}, bezeichnen wir die Menge aller Sprachen, die
von deterministischen X-Automaten erzeugt werden.

Damit haben wir die folgenden Relationen:

Ly € L(RR), K; € L(RRN) und Ly € L(DRN). (2.1)

Wir wollen nun untersuchen, ob tatséchlich fiir diese Sprachen die Trennung von Ersetzung
und Neustart bzw. der Gebrauch von Nichtterminalen erforderlich ist.



106 KAPITEL 2. EINFUGENDE GRAMM. UND STREICHENDE AUTOM.

Wir zeigen zuerst, dass
Ly € L(RN) und L) ¢ L(R) (2.2)

gelten, d. h. wir bendtigen Nichtterminale oder die Trennung von Ersetzung und Neustart,
um L4 zu akzeptieren.
Die erste Aussage folgt einfach daraus, dass L; = T'(M,) fiir den RN-Automaten

M4 = ({q0}7 {CL, b7 C, d}7 {a7 b> C, d> Ca D}> ¢a $7 qo, 47 6)
mit den Metaregeln

(¢a*,ab — C), (¢a*,aCb — C),
(¢a*, abb — D), (¢a*, aDbb — D),
(¢Cc$, ACCEPT),  (¢DdS, ACCEPT)

gilt (beim ersten Lauf iiber das Wort entscheidet sich der Automat nichtdeterministisch,
ob er ab oder abb streichen will; im ersten Fall fithrt er C' ein, im zweiten wird D erzeugt;
in den nachfolgenden Zyklen wird jeweils wieder ein zu C' bzw. D passendes ab bzw. abb
gestrichen; eine Akzeptanz erfolgt nur, wenn am Ende C'c¢ bzw. Dd auf dem Band steht,
d. h. alle Streichungen korrekt waren).

Zum Nachweis der zweiten Aussage von nehmen wir an, dass es einen R-Auto-
maten M = (Q,{a,b,c,d},{a,b,c,d}, ¢, $,q, k,0) mit T(M) = Ly gibt. Wir betrachten

fiir eine hinreichend grofie Zahl n das Wort a"b*"d € L. Dann gibt es eine Berechnung
¢a"b*d$ = cw$ = ACCEPT .

Wir diskutieren die Moglichkeiten der Ersetzung im ersten Schritt. Angenommen, die
angewendete Metaregel ist von der Form (¢a*,a” — a®) mit r > s (man beachte, dass bei
einem R-Automaten nach der Ersetzung ein Neustart erfolgt, das Ende des Wortes folglich
keinen Einfluss hat). Dann erhalten wir w = a"~""*b?*"d. Wegen ¢w$ =* ACCEPT wird
a" "tb*d von M akzeptiert. Andererseits liegt a® " "*b*"d nicht in L, dan—r+s < n ist.
Dieser Widerspruch zeigt, dass eine andere Metaregel verwendet worden sein muss. Durch
analoge Schliisse weist man nach, dass nur eine Metaregel der Form (¢a*,a"b* — \)
anwendbar ist (diese Metaregel ist im Wesentlichen dquivalent zu einer Metaregel mit
a" T h*r 28 — a*h?S, weshalb es reicht, a"b*” — )\ zu betrachten). Dann gibt es aber auch
die Berechnung

¢a™ VS = ¢a™b'e§ |=* ACCEPT,

da a™b"c € L; liegt. Damit haben wir erneut einen Widerspruch mit a"™"b"*?"¢c € T'(M)
und """ c ¢ L. Folglich existiert kein R-Automat, der die Sprache L, akzeptiert.

Wir zeigen nun K5 € L(RN), d.h. die Trennung von Ersetzung und Neustart wie in
Beispiel ist nicht erforderlich. Wir betrachten dafiir den RN-Automaten

M; = (Q,{a,b, #},{a, b, #, #'} U{lc,d,i] | ¢,d € {a,b},i € {0,1}},¢,9, 0,4, 0)
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mit den Metaregeln

(¢,cd — [e,d,0]) fiir ¢,d € {a, b},
(¢(T'\ ©)*[e, f,S],cd — [c,d, S]) fiir ¢,d,e, f € {a,b},S=1—-5

(durch diese Regeln kénnen von links nach rechts Teilworter cd € {a,b}? der Linge 2
durch Symbole [c, d, S] ersetzt werden, wobei mit 0 in der dritten Komponente begonnen
wird und dann 0 und 1 alternieren),

(¢[e,d,0{a, b} #, cd — [c,d,0]) fur ¢,d € {a,b},

(¢(T'\ X)*[c,d, S]{a, b} #(T \ X)*[e, f, S], cd — [c,d, S]) fiir
c,dye, f € {a,b},S =1-8

(zu einem Symbol [c,d, S] im ersten Teil darf auch im zweiten Teilwort eine Ersetzung
vorgenommen werden, die [¢, d, S| liefert; auch diese Ersetzungen erfolgen von links nach
rechts; nach einem Ersetzungschritt im zweiten Wort muss ein Ersetzungsschritt im ersten
Teil erfolgen, da die dritten Komponenten der im ersten und zweiten Teil stehenden letzten
Symbole {ibereinstimmen; durch Anwenden der bisherigen Regeln entsteht daher ein Wort
der Form ¢w;w!|#wowh$ mit

— wy = [e1,dy, 0][co, da, 1)[cs, ds, 0][cy, dy, 1] . . . [k, di, i) und w € {a,b}*,

— Wy = [Cl, dl, O] [617 fl, 1][62, fg, 0] [63, f3, 1] R [ej, fju Zl] und U)/2 S {(l, b}*,

— zu jedem [e,, fp, ] gibt es ein g mit [c,, dg, 7] = [ep, fp. 7],

daher gilt c1dicods . . . cxdy, = crdyuges frusesfs ... uje; fuj4 fiir gewisse uy € {a,b}*, d.h.
e1fieafo...e;f; ist ein verstreutes Teilwort von codacsds . . . crdy,),

(¢(T\X)*, [e,d, S| Xe, f, S| — #') fiir ¢,d, e, f € {a,b}, 5,5 € {0,1}, X € {#,#'},
(¢(T\ 2)% [e,d, S|gX]e, f,S'] — g#) fiir
c,d,e, f,g € {a,b},5,5 € {0,1}, X € {#,#'}

(wenn alle moglichen Teilworter cd zu [c, d, ] umgewandelt sind (es kann bei ungerader
Lange des ersten Teils des Eingabewortes ein Buchstabe g € {a, b} stehen bleiben), strei-
chen wir jeweils eines der Symbole [c, d, S] im ersten Teil und eines der Symbole [e, f, S'] im
zweiten Teil und ersetzen (falls noch nicht geschehen die Markierung # durch #’, wodurch
abgesichert, dass nach dem Anfang dieses Streichens im zweiten Teil keine Ersetzungen
xy — [x,y,S"] erfolgen konnen),

(¢#'$, ACCEPT), (¢g#'g$, ACCEPT), (¢4#$, ACCEPT), (¢g#9%$, ACCEPT)

fir g € {a,b} (eine Akzeptanz erfolgt nur, wenn durch die Streichungen ein Wort ohne
[c,d, S| entstanden ist, womit abgesichert ist, dass die Teile vor # und hinter # gleiche
Lénge haben, in obiger Notation also wyw] = wew) gilt, bzw. die Eingabe # bzw. g#g¢
ist).

Aufgrund der Erkldrungen nach den Regeln ist nun leicht zu sehen, dass T'(M;) = K
gilt.

Wir geben jetzt einige einfache Eigenschaften von Automaten mit Neustart an.
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Satz 2.40 Es seien M = (Q,%,T,¢,9,qo, k,d) ein RRN-Automat sowie u und v zwei
Warter dber X. Falls ¢cu$ = ¢v$ und u ¢ T(M) gelten, so haben wir auch v ¢ T(M).

Beweis. Angenommen, es gilt v € T'(M). Dann gibt es eine Berechnung ¢v$ =* ACCEPT
von M. Damit gibt es dann aber auch die Berechnung ¢u$ = ¢v$ =* ACCEPT, woraus
u € T(M) im Widerspruch zur Voraussetzung folgt. O

Satz 2.41 FEs seien M = (Q, %, T, ¢, 3, qo, k, ) ein deterministischer RRN-Automat sowie
u und v zwei Warter iber ¥. Falls ¢u$ = ¢v$ und u € T(M) gelten, so haben wir auch
veT(M).

Beweis. Da v € T(M) gilt, gibt es eine Berechnung ¢u$ | ¢w$ =* ACCEPT. Nach
Voraussetzung haben wir auch ¢u$ | ¢v$. Wegen der Determiniertheit des Automaten
gilt ¢w$ = ¢v$. Damit gilt ¢v$ =" ACCEPT. Somit haben wir v € T'(M). 0

Bei deterministischen Automaten mit Neustart, bei denen ¢u$ | ¢v$ fir gewisse
Worter u und v tiber dem Eingabealphabet gilt, sind damit v € T(M) und v € T(M)
gleichwertig.

Satz 2.42 Zu jedem RRN-Automaten M = (Q, %, T, ¢,$, qo, k, §) gibt es eine Konstante p
derart, dass fir Worter u, v, v' und w mit ¢cuvw$ = cuv'w$ und |u| > p (oder |w| > p)
eine Zerlegung u = ujugug mit ug # A (bzw. eine Zerleqgung w = wywews mit wy # A)
derart existiert, dass ¢ujubuzvw$ = cujubuzv'w$ (bzw. cuvwiwiws$ E cuv'wiwiws$) fir
alle v > 0 qult.

Beweis. Die Berechnung ¢uvw$ = ¢uv'w$ basiert auf der Anwendung einer Metaregel
(R,v — v, R'). Fiir die regulére Menge R gibt es ein Pumping-Lemma, d. h. es gibt eine
Konstante pg derart, dass fiir jedes Wort ¢u € R mit |u| > pg eine Zerlegung u = ujuqus
mit uy # A so existiert, dass ¢ujubus € R fiir alle i > 0 gilt. Damit ist die Metaregel
auch auf ¢ujubuzvw$ anwendbar, woraus ¢ujubuzvw$ = ¢ujubuzv'w$ resultiert. Analog
kann man die Aussage fiir den w-Teil beweisen. Um die Konstante p unabhéngig von
den Metaregeln zu erhalten, wahlt man einfach das Maximum der pg iiber alle reguléren
Mengen in den Metaregeln. O

Satz 2.43 L(RRN) C NP und L(DRRN) C P.

Beweis. Es sei ein RRN-Automat M = (Q, %, T, ¢,9, qo, k,d) gegeben. Wir konstruieren
nun eine nichtdeterministische Turing-Maschine M’ die wie folgt arbeitet. Auf dem Band
stehe ein Wort © = 2’ux” und der Lese-/Schreibkopf befinde sich iiber dem ersten Buchsta-
ben von x im Anfangszustand. Die Maschine M’ bewegt ihren Lese-/Schreibkopf solange
nach rechts, wie M das Fenster nach rechts bewegt. Wenn M eine Ersetzung v — v aus-
fithrt, so ersetzt auch M’ das Wort u durch das kiirzere Wort v und schiebt anschliefend
den hinter v stehenden Teil 2”7 an das Ende von v heran, wodurch leere Zellen zwischen
Buchstaben auf dem Band vermieden werden. Danach verhélt sich M’ wieder wie M,
d.h. M’ bewegt sich solange nach rechts, bis ein Neustart erfolgt, den M’ dadurch simu-
liert, dass an den Wortanfang zuriickgekehrt wird und in den Anfangszustand gewechselt
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wird. Fiir solch einen Zyklus benétigt M’ hochstens 2|z| + (2(Ju| — |v|) + 1)|2"| Schrit-
te, wobei der erste Summand aus den Bewegungen nach rechts, der Ersetzung und der
Riickkehr an den Wortanfang resultiert und der zweite Summand fiir das Heranschieben
von x” an v erforderlich ist.

Es sei die Eingabe w gegeben. Dann kann M hochstens |w| Zyklen durchlaufen, da das
Wort auf dem Band in jedem Zyklus um mindestens 1 verkiirzt wird. Ferner haben wir
noch |2"| < |z| < |w| und |u| — |v| < |u| < k. Daher werden in jedem Zyklus héchstens
(2k + 3)|w| Schritte ausgefiihrt, woraus ein Gesamtaufwand von hochstens (2k + 3)|w|?
resultiert. Damit erfolgt die Akzeptanz von w nach einer in |w| polynomialen Anzahl von
Schritten.

Falls M deterministisch ist, so kann auch M’ als deterministische Turing-Maschine
konstruiert werden. O

2.2.2. Hierarchieresultate

In diesem Abschnitt untersuchen wir Beziehungen der von Automaten mit Neustart ak-
zeptierten Sprachklassen zu den Sprachklassen der Chomsky-Hierarchie und vergleichen
sie untereinander.

Wir beginnen mit Beziehungen zu den kontextabhédngigen und kontextfreien Sprachen.

Satz 2.44 L(RRN) C L(CS).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Konstruktion einer Turing-Maschine wie im Beweis von
Satz denn die konstruierte Turing-Maschine ist linear beschrankt, da sie nie iiber die
Zellen hinauslduft, in denen die Markierungen ¢ und $ zu Beginn standen. O

Satz 2.45 L(CF) C L(RN).

Beweis. Es sei L eine kontextfreie Grammatik. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik
G = (N, T, P,S) in Chomsky-Normalform mit L(G) = L.

Wir konstruieren den RN-Automaten M = {Q,T,NUT,¢,$, qo,2,0) mit den Meta-
regeln

(¢(NUT)* bc — A) fir A— BC,B — b,C — c€ P,
(¢e(NUT)",bC — A) fir A— BC,B —be P,
(¢(NUT)*,Bc — A) fir A— BC,C — c€ P,
(¢(NUT)",BC — A) fuir A— BC € P,

(¢S$, ACCEPT).

Offensichtlich gelten

¢xbex'$ = ¢cxAz’$ genau dann, wenn
rAxr = xBCx' = xbC'x’ = xbcx’ eine Ableitung in G ist,

¢rBer'$ = ¢xAx’$ genau dann, wenn
rAr' = xBCx' = xBcx' eine Ableitung in G ist,
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¢xbCx'$ |= ¢cxAr'$ genau dann, wenn
rAr = xBCx’ = xbCcx’ eine Ableitung in G ist,

¢xBCZ'$ = ¢xAz’'$ genau dann, wenn
rxAx' = xBCx' eine Ableitung in G ist.

Daraus folgt, dass es eine Berechnung ¢w$ =* ¢S$ = ACCEPT genau dann gibt, wenn
in G eine Ableitung S == w existiert. Somit gelten L = L(G) = T(M) und L € L(RN).O

Als néchstes geben wir eine Beziehung zwischen zwischen X N-Sprachen und X-Spra-
chen an, die besagt, dass der zusétzliche Gebrauch von Nichtterminalen die Akzeptanz
von Durchschnitten von X-Sprachen mit reguldren Sprachen gestattet.

Satz 2.46 FEine Sprache L wird genau dann von einem (deterministischen) RRN-Au-
tomaten M akzeptiert, wenn es einen (deterministischen) RR-Automaten M’ und eine
requldre Sprache R derart gibt, dass L =T(M') N R gilt.

Beweis. 1) Es sei M = (Q,%,T,¢,$,qo, k,d) ein RRN-Automat. Dann gilt w € T'(M)
genau dann, wenn w € X* und ¢w$ =5, ACCEPT erfiillt sind.

Wir betrachten nun den RR-Automaten M’ = (Q,I',T", ¢, $, qo, k,0). Fiir diesen Au-
tomaten gilt w € T'(M’) genau dann, wenn w € I'* und ¢w$ |=},, ACCEPT erfiillt sind.
Damit folgt w € T(M) genau dann, wenn w € T(M’) und w € ¥* gelten. Daher gilt
T(M)=T(M")nNX*.

ii) Es seien nun ein RR-Automat M’ = (Q, %, %, ¢, $, o, k, ) und eine reguldre Men-
ge R gegeben. Dann existiert ein deterministischer endlicher Automat A = (Z, %, zg, I, 4)
mit T'(A) = R. Wir haben einen RRN-Automaten M = (@', %, ¢,$, ¢}, k', ") zu kon-
struieren, fir den T'(M) = T'(M')NR gilt. Die Idee der Konstruktion besteht in Folgendem:
Als Menge @' wihlen wir @) x Z x {0, 1,2} und als Anfangszustand (qo, 29, 0). Wir lassen M
auf der ersten Komponente wie M’ arbeiten, und lesen wiahrend der Bewegungen nach
rechts die Buchstaben der Eingabe und verarbeiten diese wie A. Wenn M’ einen Neustart
ausfiihrt, wechselt M in der dritten Komponente zu 1 und liest die restlichen Buchstaben
der Eingabe durch Bewegungen nach rechts. Ist die gesamte Eingabe gelesen, so sieht M
in der zweiten Komponente nach, ob ein akzeptierender Zustand aus F' erreicht wurde. Ist
dies der Fall wird ein Neustart ausgefiihrt, anderenfalls wird nicht akzeptiert. Natiirlich
darf M bei allen folgenden Zyklen nicht mehr testen, ob das Wort auf dem Band zu R
gehort, da dies nur fiir die Eingabe selbst gelten muss. Daher verwenden wir ein Fenster
der Lange k' = k + 2, womit bei der gleichen Ersetzung immer ein Buchstabe im Fenster
erhalten bleibt. Diesen markieren wir, indem wir (x, 1) statt x dafiir ersetzen, d.h. statt
u — v wird zu — (2, 1)v oder ux — v(z, 1) benutzt. (Es wird ¥ = k+2 genommen, damit
die Sonderfiille mit dem Erhalt von ¢ und $ auch beriicksichtigt werden.) Durch diesen
markierten Buchstaben erkennt M, dass es nicht mehr der erste Zyklus ist, dndert die
dritte Komponente zu 2, und fiithrt den Neustart an der gleichen Stelle wie M’ aus. Aus
diesen Erklarungen ist leicht zu sehen, dass M schlieBlich nur akzeptiert, wenn auch M’
akzeptiert und auflerdem im ersten Zyklus w € R festgestellt wurde. Somit gilt w € T'(M)
genau dann, wenn w € T(M’) und w € R erfiillt sind, woraus T'(M) = T(M’) N R re-
sultiert. Die formale Definition von ¢’ und der anderen Komponenten von M’ {iberlassen
wir dem Leser. Wir merken aber an, dass bei der Konstruktion die zusétzlichen Symbole
(x,1) benutzt werden, so dass ein RRN-Automat entsteht.
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Bei beiden Konstruktionen bleibt Determinismus erhalten, so dass die Aussage auch
fiir determinische Automaten mit Neustart gilt. O

Satz 2.47 Fine Sprache L wird genau dann von einem (deterministischen) RN-Automa-
ten M akzeptiert, wenn es einen (deterministischen) R-Automaten M’ und eine reguldre
Sprache R derart gibt, dass L =T(M') N R gilt.

Beuweis. i) Es kann wie beim Beweis von Satz[2.46| gezeigt werden, dass T'(M) = T(M')NE*
gilt.

ii) Der Beweis gestaltet sich schwieriger als der von Satz [2.46) da der RN-Automat
beim ersten Zyklus nach der Ersetzung nicht mehr weiter lesen kann. Dies wird dadurch
iiberwunden, dass man sich den letzten bei einem Zyklus gelesenen Buchstaben und den
erreichten Zustand von A durch eine Markierung merkt, wobei die Grofle des Fensters
noch einmal um Eins erhoht wird. Dadurch gelingt es dem Automaten, schliefllich das
ganze Wort zu lesen und zu entscheiden, ob die Eingabe in R liegt. O

Als néchstes geben wir einige Sprachen an, die wir im Folgenden zum Trennen der
Sprachklassen, die von verschiedenen Typen von Automaten mit Neustart erzeugt werden,
verwenden.

Wir setzen

Ly ={a"b" | n>0}U{a"b™ | m >2n >0},
Ly1 = {(ab)* “ic(ab)’ | n > 0,0 <i < 2"},
Ly = {(ab)*""" = (abb)’ | n > 0,0 < i < 2"},
Lyg = {(abb)® "*(ab)’ | n > 0,0 <i < 2"},

Ly= L4 ULyoU Lys.

Lemma 2.48 L3 € L(CF), Ly € L(DRN) und Ly ¢ L(RR).

Beweis. 1) Wir zeigen zuerst Ly € L(CF'). Offensichtlich erzeugt die kontextfreie Gram-
matik

G=({S,A,B,C},{a,b},P,S)
mit der Regelmenge
P={S—\S—AA—aAbA— ab,S — B,B — aBbb,B — C,C — bC,C — b}

die Sprache Ls.

ii) Wir konstruieren nun einen deterministischen RN-Automaten M, der Ls akzeptiert.
Dabei geben wir nicht die vollstdndige Beschreibung von M sondern nur die Grundideen;
die formale komplette Definition von M bleibt dem Leser iiberlassen. Die Idee besteht
darin, zuerst aus einem Wort ¢a™b™$ ein Wort ¢z125 ... 2,45y, ... ¢} $ zu erzeugen, wobei
diez;, 1 <7 <r,und y;, 1 < j < s aus {0,1} sind (man beachte, wir verwenden im
zweiten Teil gestrichene Varianten von 0 und 1) sowie z,2,_1... 27 und yly._,...y) die
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Dualdarstellungen von n und m sind. Dies kann z. B. durch folgende Metaregeln erreicht
werden:

(¢{0,1}*, zzab — 110), (¢{0,1}*, yyy€ — 1'1'€),
(¢{0, 1}*, zzzxxb — 001D), (¢{0, 1}, yyyy€ — 1'0'0'€),
(¢{0, 1}*a™, zzwwb — zazb),  (¢{0, 1}, yyyyy — vyyy),
(¢{0,1}*, zzxzb — 101b), (¢{0, 1}*, yyyy€ — 1'0'1'€),
(¢{0, 1}, xxaxzs — 12Z7), (¢{0, 1}y, yyyy€ — gy0'€),
(¢{0, 1}, zvaxr — 0zz7),  (¢{0, 1147, yyyyy — Jyyy),
(¢{0, 1} 2™, zxwes — 2277), (¢{0, 1177, gyyy€ — yyl'€),

sowohl fiir + = a und = ' als auch fir + = ¢ und z = a bzw. sowohl fiir y = b
und g = V' als auch fiir y = V' und § = b sowie € € {$,0/,1'} (es erfolgt jeweils eine
Division der as oder a’s bzw. bs oder b's durch 2 und am Wortanfang bzw. Wortende wird
die entsprechende Binérzahl eingefiigt). Nachdem die Bindrzahlen erzeugt wurden, wird
ein Vergleich der beiden Binérzahlen durchgefiihrt, wobei folgende Metaregeln benutzt
werden:

(¢{0,1}%,000 = \),  (¢{0,1}*,11" — \),
(¢{0,1},01" — #),  (¢{0,1}7,10" — #'),
(¢{0, 1}, z#ty’ — #), (¢{0, 1}, 'y — #') fir 2,y € {0, 1}

(wenn ein Unterschied auftritt, so geben # und #’ an, dass die Dualziffer vom a-Teil
kleiner bzw. groBer als die vom b-Teil ist). Die Akzeptanz erfolgt nun in folgenden Féllen:

(¢$, ACCEPT) (es gilt n =m),
(¢#a', ACCEPT), (¢z', ACCEPT), (¢#'2"y', ACCEPT) fiir z,y € {0,1} (m>2n).

Mittels der genannten Metaregeln werden nur die Worter ,richtig® behandelt, bei denen
die Anzahl der as mindestens Drei ist. Um auch Worter mit weniger as akzeptieren zu
konnen, nehmen wir noch die Metaregel (R, ACCEPT) mit

R = { ¢ab$, caabb$ } U {¢a"b"$|n € {0,1,2}, m > 2n}

hinzu.

iii) Wir nehmen jetzt an, dass es einen RR-Automaten M’ = (Q,%,%, ¢, 3, qo, &k, J)
mit T'(M') = Ls gibt. Zu einer Metaregel m = (R,u — v, R') des RR-Automaten M’ sei
Ay = (Zn, {a, b}, 2o,ms Fin, 6m) €in deterministischer endlicher Automat, der R’ akzeptiert.
Wir definieren p als das Maximum der Zahlen #(Z,,) iiber alle Metaregeln. Es sei nun n
ein Vielfaches von p! =1-2-3----p, und es gelte n > 3k + 1.

Wir betrachten das Wort a"b™ € Ls. Dann gibt es eine Berechnung

¢a"b"$ = cw$ = ACCEPT.

Damit gilt auch w € Ls. Wir zeigen zuerst, dass w = a""b""" mit einer gewissen Zahl
r > 1 gilt. Dies folgt daraus, dass die maximale Anderung zugunsten der b dadurch
entsteht, dass k — 1 Vorkommen von a durch Vorkommen von b ersetzt werden, wodurch
¢a"FHIpHE-1g entsteht. Wegen

2m—k+1)=n+n—-2k+2>n+@Bk+1)—2k+2=n+k+3>n+k—1
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kann also nicht erreicht werden, dass die Anzahl der bs grofler als das Doppelte der Anzahl
der as ist. Damit muss in w; die Anzahl der as gleich der Anzahl der bs sein. Da mindestens
ein Buchstabe beim Ubergang zu w gestrichen wird, gilt w = " """ mit einer gewissen
Zahl r > 1.

Wir wéhlen nun n mit obigen Eigenschaften so groff, dass Satz [2.42] anwendbar ist.
Dann gibt es also Worter wy, wy, w3 mit wy # A\ derart, dass a"b" = a"b"wiwews und
¢a™wywiws$ E ca™ "wiwiws$ fiir alle 4 > 0 gelten. Dies ldsst sich dann mit b"w; = b°,
wy = b? und w3y = "7 als

¢amb T DIg e i lag (2.3)

schreiben. Entsprechend dem Beweis von Satz ist ¢ < p. Damit ist ¢ ein Teiler von n.
Wir wahlen ¢ = % + 1. Dann erhalten wir

n—r—i—(i—l)q:n—r—i-(ﬁ—l—l—l)q:Qn—r>2(n—7’).
q

Folglich ist a® """t~ ¢ L und wir erhalten aus ([2.3)) sofort.
¢amb" Vg = g rpnrHE-Vag = ACCEPT.

Damit ist auch a”b"+t(~17 ¢ T(M"). Dies widerspricht aber T(M') = Ls, da a4
wegen

n—l—(i—l)q:n—l—(g—i-l—l)q:%z

nicht in Lg liegt. O

Lemma 2.49 L, € L(DRR) und Ly ¢ L(R).

Beweis. i) Wir betrachten einen deterministischen RR-Automaten M mit den Metaregeln

(¢{ab}*, ¢ — A, {ab}*9), (2.4)
(¢{ab}*, abab — abb, {abb}*$), (2.5)
(¢{abb}*, abb — ab, {ab}*$), (2.6)
(¢cab$, ACCEPT).

Eine typische Ableitung ist
¢(ab)* “ic(ab)'$ = ¢(ab)?"$ = ¢(ab)?” "*abab$
= ¢(ab)® ~2abb$ |= (ab)®"~*(abb)?
=* ¢(abb)?" ' $ = ¢(abb)®" ~labb$
= ¢(abb)®" " 'ab$ |= ¢(abb)2" " — 2(ab)?$
=" o(ab)”'S
=* ¢(ab)®""$ |=* ¢ab$ = ACCEPT.

Es ist einfach zu sehen, dass jede Ableitung im Wesentlichen so aussieht.
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e Auf ein Wort w mit einem c ist aufgrund der reguldren Mengen der anderen Regeln
nur (2.4) anwendbar; auerdem hat w dann die Form ¢(ab)?c(ab)?$ und es entsteht

¢(ab)Ptag.

e Es kann ansonsten nur die Regel auf Worter der Form ¢(ab)P(abb)?$ angewendet
werden, wodurch letzten Endes ¢(abb)?/?*9$ entsteht (wenn p gerade ist) oder eine
Konfiguration ¢ab(abb)™$ erzeugt wird, die keine Fortsetzung erlaubt, oder es kann
die Regel nur auf Worter der Form ¢(abb)?(ab)?$ angewendet werden, wodurch
¢(ab)P*$ entsteht.

e Ein Wort (ab)? wird nur akzeptiert, wenn p eine Potenz von 2 ist, da durch die
Regel ([2.5)) stets eine Division durch 2 bewirkt wird und fiir Akzeptanz ¢ab$ benotigt
wird.

e Damit liegen in der Sprache von M nur die Worter

— (ab)Pe(ab)? mit p+ g = 2" (also p = 2" — q),
~ (ab)?(abb)? mit p/2 + g = 2" (also p = 2" — 2q),
— (abb)?(ab)? mit p 4 g = 2" (also p = 2" — q).

Somit akzeptiert M gerade L,. Damit ist Ly € L(DRR) gezeigt.

ii) Angenommen, es gibt einen R-Automaten M' = (Q, %, 3, ¢, $, qo, k, ) mit der ak-
zeptierten Sprache T(M') = L. Dann gibt es wegen

(ab)*" c(ab)®" = (ab)*"" " c(ab)*" € Ly
eine Berechnung
¢(ab)* c(ab)*"$ = cw$ =* ACCEPT.

Folglich liegt w auch in L,. Wenn ein Teilwort von (ab)?"c(ab)*" durch ein Wort ersetzt
wird, in dem abb vorkommt, so sind in w sowohl abb als auch ¢ enthalten oder es steht
sowohl vor als auch hinter abb noch ab; beides widerspricht w € L,. Somit kann nur eine
Ersetzung von (ab)"c(ab)® durch ¢ oder A vorgenommen werden. Im ersten Fall entsteht
¢(ab)* ~"c(ab)?" ~°$, was 2" —r + 2" — s = 2"t — (r 4 5) = 2! fiir ein gewisses ¢ impliziert
und fiir hinreichend grofles n nur fiir r = s = 0 moglich ist, womit die angewendete
Metaregel ¢ — ¢ enthalten wiirde, was nicht zuléssig ist. Im zweiten Fall erhalten wir
analog r = s = 0 (wir streichen also nur ¢) und erhalten ¢(ab)?"c(ab)®'$ = ¢(ab)®""'$.
Wegen (ab)*""'¢ € Ly (man wihle i = 0) erhalten wir damit die Berechnung

¢(ab)?" c(ab)?" c$ = ¢(ab)®" " ¢$ =* ACCEPT
und damit (ab)?"c(ab)*"c € T(M') im Widerspruch zu T(M') = Ly, da (ab)*"c(ab)?"c ¢ Ly

gilt. O

Lemma 2.50 Es gibt eine Sprache in L(DR), die nicht kontextfrei ist.
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Beweis. Aus Beispiel wissen wir, dass die Sprache Ly = {a®" |n > 0} in der Familie
L(DRN) liegt. Nach Satz gibt es dann eine Sprache K € L(DR) und eine regulére
Sprache R mit K N R = L,. Wenn K kontextfrei wére, so wére nach den Abschlusseigen-
schaften von L(CF) auch Lo kontextfrei, was aber unmoglich ist, da Ly nicht semi-linear
ist. O

Die folgenden beiden Lemmata geben wir ohne Beweis. Fiir die (nicht einfachen) Be-
weise, die weitere Sprachklassen und deren Eigenschaften benutzen, verweisen wir auf [15]

Lemma 2.51 Fs gibt eine Sprache in L(R), die nicht in L(DRRN) liegt. O

Lemma 2.52 L(DRN) = L(DRRN). O

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.53
i) Es gelten die Inklusionen entsprechend dem Graphen in Abbildung . (Der Graph
wird wie folgt interpretiert: Sind zwei Mengen A und B durch eine Kante verbunden,
und ist A weiter oben als B angeordnet, so gilt B C A. Ist die Kante ein Pfeil, so
ist die Inklusion sogar echt, d.h. B — A steht fiir B C A.)
ii) Die Familie L(CF) ist hinsichtlich der Inklusion unvergleichbar mit den Sprachfa-
milien L(RR), L(DRR), L(R) und L(DR).
ili) Die Familien L(DRR) und L(DRN) sind unvergleichbar mit L(R). Die Sprachfa-
milie L(DRN) ist unvergleichbar mit L(RR). O

L(CS)

L(RR)
B
L(CF L(DRN) = L(DRRN) L(R)
=
L(DRR) 251
TE\
L(DR)

Abbildung 2.4: Hierarchie der Sprachklassen, die von Automaten mit Neustart erzeugt werden
(Die an die Kanten geschriebenen Markierungen verweisen jeweils auf das Lemma, aus dem die
Echtheit der Inklusion resultiert.)



116 KAPITEL 2. EINFUGENDE GRAMM. UND STREICHENDE AUTOM.

Als wesentliche offene Probleme verbleiben die Fragen, ob die Inklusionen
L(RRN) C L(CS) und L(RN) C L(RRN)

echt sind.

Abschlieend geben wir noch eine Beziehung zwischen Automaten mit Neustart und
kontextualen Grammatiken an. Dazu definieren wir zuerst zwei spezielle Klassen dieser
Automaten bzw. Grammatiken.

Definition 2.54 Fin R-Automat M = (Q,0,%,¢,$, ¢, k,6) heifst normal, wenn zu jedem
Element (¢',v) € d(q,u) mit v € ¥* Worter x1,xq,x3, 24,5 € X* S0 existieren, dass
U = T1XoX3T4%5 und v = x1x3x5 gelten.

Bei einem normalen R-Automaten werden in jedem Ersetzungsschritt zwei Teilworter
gleichzeitig gestrichen.

Definition 2.55 Wir sagen, dass eine totale kontextuale Grammatik G = (V, B, C, @)
einen requldren Prafiz, beschrdnkten Infix und Grad k, k > 0, hat (wofir wir kurz CRPBI-
Grammatik vom Grad k sagen), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

e Fir jedes Paar (y,z) von Wartern diber V ist die Menge

R(y,z) ={z | (z,y,2) # 0}
requldr.
e Die Menge {y | ¢(x,y,z) # 0} ist endlich.

e Fiir jedes Quadrupel (x,y,z1,22) von Wortern iber V', bei denen die Prdfize der
Linge k von z und zy tbereinstimmen, gilt o(x,y,21) = p(x,y, 22).

Damit héngt der auszuwéhlende Kontext (u,v) € ¢(z,y, z) nur von den ersten k Buch-
staben von z (und nicht vom ganzen Wort z) ab. Folglich gilt auch R(y, zz") = R(y, z2")
fiir beliebige Worter y, 2, 2/, 2” mit |z| = k. Wir geben daher als zweites Argument bei
R(y, z) nur noch Worter z mit |z| < k an. Beachten wir nun noch die zweite Forderung
aus Definition so ergibt sich, dass es nur endlich viele reguldre Mengen R(y, z) gibt.

Satz 2.56 Fliir eine Sprache L sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
i) L wird von einer kontextualen Grammatik mit requlirem Prdfiz, beschranktem Infix
und Grad k, k > 0, erzeugt.
ii) L wird von einem normalen R-Automaten akzeptiert.

Beweis. 1) = ii). Es sei eine CRPBI-Grammatik G = (V, B, C, ¢) vom Grad k gegeben.
Wir setzen

k1 = max{ |uyv| | (u,v) € p(x,y, z) fir gewisse z,z € V" },
ke = max{|b||b € B},
]{33 max{k2+1,k1+k}
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und betrachten den normalen R-Automaten
M = (Q7 V7 V7 ¢, $7 qo, k37 6)7
bei dem @, ¢o und 0 so definiert sind, dass folgende Metaregeln gelten:

(¢R(y, 2), uyvz — yz) fir (u,v) € o(z,y,2), © € Ry, 2), || <k,
(¢u$, ACCEPT) fiir |u| < k3, u € L(G).

Fiir Worter einer Lange kleiner k3 erfolgt sofort eine Akzeptanz oder Ablehnung. Fiir
lingere Worter erhalten wir nach Definition von M

¢ruyvz2"$ | ¢ryz2”$ genau dann, wenn zyzz"” — ruyvzz”,
woraus

ew$ =3, ¢u$ Ey ACCEPT genau dann, wenn u =;> w

fir ein w € L(G) mit |u| < k3 folgt. Hieraus erhdlt man direkt L(G) = T'(M).

ii) = i) Es sei ein normaler R-Automat
M/ = (Qa Z? E, ¢, $7 qo, kl) 5)
gegeben. Wir konstruieren die totale kontextuale Grammatik G’ = (X, B/, C’, ') mit

(u,v) € ¢'(xx1,y, 221) fiir eine Metaregel (¢R, x1uyvz — r1yz) mit © € R und
B = {b]|(¢b$, ACCEPT) ist eine Metaregel }.

Wie im ersten Teil dieses Beweises kann nun L(G') = T(M’) gezeigt werden. Es bleibt
zu zeigen, dass G’ eine CRPBI-Grammatik mit einem gewissen Grad [ ist. Dazu be-
merken wir zuerst, dass die Linge von y mit ¢'(zx1,y,221) # () wegen der zugehori-
gen Metaregel (¢R, zjuyvz — x1yz) durch die Fensterlinge &’ beschriankt ist. Damit ist
die Menge dieser y endlich und die zweite Forderung aus Definition [2.55] erfiillt. Wei-
terhin gilt p(zx1,y,221) # 0 genau dann, wenn = € R und |zr1yz| = k' gelten sowie
(¢R, xyuyvz — x1y2) eine Metaregel ist. Damit ergibt sich

R(y,zz1) = R{x1 | |r1yz| = k' und (¢R, x1uyvz — x1y2) ist eine Metaregel}.

Folglich ist R(x,y) das Produkt einer reguldren Menge mit einer endlichen Menge, also
reguldr nach den Abschlusseigenschaften von L(REG). Somit ist auch die erste Bedin-
gung aus Definition [2.55) nachgewiesen. Die dritte Bedingung folgt einfach daraus, dass
¢'(zx1,y, 221) nicht von 2" abhéingt und die Lange von z durch &’ beschrénkt ist. O

Fiir weitere Resultate iiber Automaten mit Neustart verweisen wir auf [15] und [9]
und die dort angegebene Literatur.
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