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Inhalt der Vorlesung

e Berechenbarkeit

— Formale Definition des Begriffes Algorithmus
— Nachweis, dass verschiedene Probleme algorithmisch nicht losbar sind

e Komplexitat

— Schwierigkeit algorithmisch losbarer Probleme
(Zeitbedarf, Platzbedarf)

e Formale Sprachen

— enge Beziehung zur Berechenbarkeitstheorie
— Anwendungen in Compilerbau, Textverarbeitung
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Literatur

e Uwe Schoning: Theoretische Informatik — kurzgefasst.
Die Vorlesung orientiert sich stark an diesem Buch.

e Hopcroft, Motwani, Ullman: Einfilhrung in die Automatentheorie, For-
male Sprachen und Komplexitatstheorie.
Sehr ausfiihrliches Standardwerk

e Script
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Mathematische Grundlagen

Script, Kapitel 1

e Mengen, Relationen, Funktionen

e Alphabete, Woérter, Sprachen
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Mengen, Relationen, Funktionen

Menge: Zusammenfassung von Elementen.

M = {2,4,6,8}, 4eM, 3¢M

Reihenfolge der Elemente beliebig, Mehrfachnennungen zahlen nicht:

{4,6,8,2,8,8} = {2,4,6,8}
Beschreibung einer Menge durch definierende Eigenschaft:

P = {n € N|n ist eine Primzahl}
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Wichtige spezielle Mengen

e (): leere Menge (enthilt keine Elemente)

e N: Menge der natiirlichen Zahlen (einschlieBlich 0)
e /.. Menge der ganzen Zahlen

e R: Menge der reellen Zahlen

e (Q: Menge der rationalen Zahlen

R. Stiebe: Theoretische Informatik fiir ING-IF und Lehrer, 2006



Teilmengen

A heiBt Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A in B sind.
Bezeichnung: ACB.

A heiBt echte Teilmenge von B, wenn A C B und A # B.
Bezeichnung: ACB.

Potenzmenge von A: Menge aller Teilmengen von A
Bezeichnung: P(A) bzw. 24

Beispiel: A = {0, 1,4}, 24 = {0, {0}, {1}, {4}, {0,1},{0,4}, {1,4},{0,1,4}}

R. Stiebe: Theoretische Informatik fiir ING-IF und Lehrer, 2006 7



Mengenoperationen

A und B seien Teilmengen einer Grundmenge G
Vereinigung: AUB = {z | x € A oder x € B}
Durchschnitt: ANB ={x |z € A und x € B}

Differenz: AAB={z |z € Aund z ¢ B}

Komplement: (von A bez. G): A={z |z € G und x ¢ A}

Beispiel: G ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}, A={0,1,2,3,4}, B=1{2,4,6,8}
AUB =1{0,1,2,3,4,6,8}, AN B = {2,4}, A\ B = {0, 1,3},
A =1567,8)
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Mengenoperationen: Venn Diagramme

My N Mo
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Tupel und Kartesische Produkte

Geordnetes Paar: (a, b)
Kartesisches Produkt: AxB = {(a,b) | a € A und b € B}

Geordnetes k-Tupel: (a1, az,...,ax), k > 2
k = 2: Paar, k = 3: Tripel, k = 4: Quadrupel, £ = 5: Quintupel

Kartesisches Produkt von £ Mengen:
A X Ay X ... x Ay ={(a1,az2,...,a;) | a1 € A1,a2 € Ag,...a; € Ax}
Ak:{(al,ag,...,ak) | aq EA,CLQ EA,...CLk EA}

Speziell gilt: Ax()=0x A=1(
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Relationen

R C Ay x Ay X ... X A nennt man k-stellige Relation.

R C A X B nennt man speziell binare Relation.
Schreibweise: xRy fiir (x,y) € R

Bild von z € A: R(x) = {y € B | zRy}

Urbild von y € B: R™Y(y) = {x € A | zRy}

Verkniipfung oder Verkettung binarer Relationen
Sei RCAxB,SCBxC(C. Dann ist

RoS ={(a,c) | (a,b) € R und (b,c) € S fiir ein b € B}
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Verkettung von Relationen: Graphische Darstellung

R. Stiebe: Theoretische Informatik fiir ING-IF und Lehrer, 2006

12



Funktionen

R C A x B heiBt (partielle) Funktion von A nach B, wenn fiir jedes x € A
hochstens ein y € B mit x Ry existiert.
Schreibweise: R: A — B

Eine Funktion f: A — B heiBt

e total, wenn fiir jedes x € A ein y € B mit f(x) = y existiert.
e surjektiv, wenn fiir jedes y € B ein x € A mit f(x) = y existiert.

e injektiv oder umkehrbar eindeutig, wenn fiir jedes y € B hochstens ein
r € A mit f(z) =y existiert.

e bijektiv, wenn f total, surjektiv und injektiv ist.
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Machtigkeit einer Menge

| A|: Machtigkeit einer Menge A (Anzahl der Elemente)

Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig, wenn eine bijektive Abbildung
f: A — B existiert.

Eine Menge heiBt

e abzadhlbar unendlich, wenn sie gleichmachtig zu N ist;
e abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist.

e iliberabzahlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.
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Beispiel einer abzahlbaren Menge

Satz Die Menge N? ist abzihlbar unendlich.
Beweisidee: Dovetailing (Schwalbenschwanz)

Ordne die Paare diagonalenweise (d.h. nach aufsteigender Summe).

(0,0) — 0;(0,1) — 1;(1,0) — 2;(0,2) — 3;(1,1) — 4;(2,0) — 5;...

Formal: bijektive Funktion f : N — N vermoge

m—+n
f(m,n) = ;Wrn: (m+n)(rg+n_1)+n

R. Stiebe: Theoretische Informatik fiir ING-IF und Lehrer, 2006 15



Beispiel einer iiberabzahlbaren Menge

Satz Die Menge 2" ist iiberabzihlbar unendlich.

Beweisidee:

e indirekter Bewels

e Diagonalisierung

Angenommen, 2" sei abzihlbar unendlich.
Dann gibe es eine bijektive Funktion 3 : N — 2%,

Betrachte Menge D mit D ={n € N |n ¢ 3(n)}.
GemiaB der Annahme gibe es dann ein n* mit g(n*) = D.

1. Fall: n* € B(n*). Dann folgt n* ¢ D, d.h. n* & G(n*); Widerspruch.
2. Fall: n* ¢ B(n*). Dann folgt n* € D, d.h. n* € 3(n*); Widerspruch.
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Alphabete, Worter, Sprachen

Alphabet: endliche nichtleere Menge, z.B. ¥ = {a, b, c}
Elemente eines Alphabetes nennt man Buchstaben bzw. Symbole

Wort: endliche Folge von Buchstaben, z.B.: w = abbcbba

lw|: Lange des Wortes w, z.B. |abbcbba| =7
lw|,: Anzahl der Vorkommen des Buchstaben x in w, z.B. |abbcbbal, = 4

e: leeres Wort (der Lange 0)
>*: Menge aller Worter iiber dem Alphabet X (einschlieBlich ¢)
¥t =%\ {e}

(Formale) Sprache iiber X: Teilmenge L C ¥*
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Konkatenation von Wortern

Produkt oder Konkatenation von Wortern:
2 Worter werden hintereinander geschrieben, z.B. abba - ba = abbaba

(wy - woa) - w3 = wy - (wg - w3) (Assoziativgesetz)
w-e=c¢-w=w (¢ ist das neutrale Element)

Potenzen eines Wortes:

w=¢; w=w""t wfirn>1
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Konkatenation von Sprachen
Produkt oder Konkatenation von Sprachen:

Ly Lo={{wy -wy|wy € Ly und wy € Ly}

{abba, ab} - {ba,baba} = {abbaba, abbababa, abba, abbaba}
= {abbaba, abbababa, abba }

(L1-Ls) - L3=Ly-(Ly-L3) (Assoziativgesetz)
L-{e}={e}-L=1L ({e} ist das neutrale Element)
L-0=0-L=0 (0 ist das Nullelement)

Potenzen einer Sprache:
={e}; L"=L""1.Lfirn>1

Kleene'sche Hille: L* = J.~_, L"
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Darstellung von Zahlen

Eine natiirliche Zahl n wird eindeutig durch ihre Binadrkodierung bin(n)
dargestellt.

Ein  k-Tupel (n1,n2,...,ng) wird eindeutig durch das Wort
bin(n)#bin(ns) ... #bin(ny) dargestellt.

Eine Funktion f : N*¥ — N wird eindeutig durch die (Wort-)Funktion
F :{0,1,#}* — {0,1}* dargestellt.

F(w) = {bin(f(nl, No,...,Nng)), falls w = bin(ny)#bin(ns)...#bin(ng)

nicht definiert sonst.
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