Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT)

Problemstellung

Hier sollen nur die fiir das Verstdndnis unmittelbar notwendigen Definitionen angegeben werden.
Eine umfassende Einfiihrung in die Aussagenlogik findet man z.B. in dem Buch Logik fiir Infor-
matiker von DAssow, 2005.

Ein aussagenlogischer Ausdruck ist ein Wort {iber einem Alphabet var von aussagenlogischen
Variablen sowie den Zeichen (, ), —, A, V.

e Ein Literal ist ein Wort der Form x bzw. —x, wobei x eine Variable ist.
e Eine Alternative ist ein Wort der Form (€1 V €5V ...V £), wobei £, {5, ..., £ Literale sind.

e Ein aussagenlogischer Ausdruck in konjunktiver Normalform (kurz: Ausdruck in KNF) ist
ein Wort der Form Ay A As A ... A A,,, wobei Ay, Ao, ..., A,, Alternativen sind.

Eine Belegung ist eine Abbildung 3 : var — {0,1}. Durch eine Belegung (8 wird fiir einen
Ausdruck in KNF E wie folgt ein Wert wg(E) € {0,1} definiert.

Fiir eine Variable z gilt wg(z) = B(x).

Fiir ein Literal -z ist wg(—z) genau dann 1 wenn wg(z) = 0 gilt.

Fiir eine Alternative A = (61 V o V...V {) ist wg(A) genau dann 1, wenn wg(¢;) = 1 fiir
mindestens ein ¢ € {1,2,... k} gilt.

Fiir einen Ausdruck in KNF E = A;AAsA. .. AA,, ist wg(E) genau dann 1, wenn wg(A4;) =1
fiir alle j € {1,2,...,m} gilt.

Ein Ausdruck in KNF E heifit erfillbar, wenn es eine Belegung § gibt, fiir die wg(EF) = 1 gilt.

Erfillbarkeitsproblem SAT

Eingabe: Aussagenlogischer Ausdruck F in konjunktiver Normalform
Frage: Ist E erfillbar?

NP-Vollstandigkeit von SAT

Offensichtlich liegt SAT in NP. Ist der Ausdruck F erfiillbar, so rit man einfach eine erfiillende
Belegung der in E vorkommenden Variablen und iiberpriift, dass diese Belegung tatséichlich F
erfiillt. Beides kann in linearer Zeit beziiglich |F| getan werden.

Um zu zeigen, dass SAT NP-vollstdndig ist, beweisen wir Domino < SAT. Wir werden
also zu einer Instanz (II, R) von Domino in Polynomialzeit einen Ausdruck F in konjunktiver
Normalform konstruieren, so dass E genau dann erfiillbar ist, wenn (II, R) eine korrekte Auslegung
besitzt.

Es sei also II ein Dominospiel iiber dem Alphabet ¥ und R ein Rahmen mit den Randwortern
0102+ Op, UTUQ * * * Uy, l1lo -+ -1, und ri79 - - -7, am oberen, unteren, linken bzw. rechten Rand.
Weiterhin bezeichnen wir fiir a € ¥ mit I, o, 1L, 4, II; o bzw. 11, , die Menge aller Dominosteine
aus II, die in ihrem oberen, unteren, linken bzw. rechten Viertel das Symbol a besitzen.

Fiir jeden Dominostein p € Il sowie alle 1 < i < m,1 < j < n fithren wir die aussagenlogischen
Variablen B} ; ein. Eine Belegung von B} ; mit dem Wert 1 wird einer Auslegung des Bildpunktes
(4,4) mit dem Dominostein p entsprechen. Fiir jedes Symbol a € ¥ sowiealle 1 <i<m,1<j<n
fiihren wir die aussagenlogischen Variablen Of, U, L{, R ein. Eine Belegung von Of,UZ, L{ bzw.
R{ mit dem Wert 1 wird o; = a, u; = a, l; = a bzw. r; = a entsprechen.

Der Ausdruck E entsteht durch Konjunktion der folgenden Alternativen:



e O, U LY R} fir 1<i<m,1<j<n.
Damit wird erzwungen, dass die Variablen, die dem Rahmen entsprechen, mit 1 belegt wer-
den.
o \/ ij firl<i<m,1<j<n,
pell
-By; VB, firpgel,p#q¢ 1<i<m,1<j<n
Damit wird erzwungen, dass fiir alle (i, j) genau eine der Variablen Bﬁ j» p € II, mit 1 belegt
wird.
e B,V \V B
q€ll o
Ist die Variable B ; mit 1 belegt und gilt p € I, 4, so muss fiir die (einzige) Variable B} i1
mit der Belegung 1 gelten: ¢ € II; 4. Das entspricht der Forderung, dass die Dominosteine
an den Stellen (7, j) und (4,7 + 1) zusammenpassen miissen.
° —\Bﬁj\/ ¥ Bg+1’j firpell, , 1<i<m,1<j<n-—1
qells o
Das entspricht der Forderung, dass die Dominosteine an den Stellen (4,j) und (i + 1,j)
zZusammenpassen miissen.
o 0§V E}T/ Bij firae X, 1<j<n.
q o,a
Das entspricht der Forderung, dass die Dominosteine der ersten Zeile mit dem oberen Rand
zZusammenpassen miissen.
o UMV e>1/ Bfn’j firac X, 1<j<n
q u,a
Das entspricht der Forderung, dass die Dominosteine der letzten Zeile mit dem unteren Rand
zZusammenpassen miissen.
o L¢V /) Bl firaeX, 1<i<m.
q€ll
Das entspricht der Forderung, dass die Dominosteine der ersten Spalte mit dem linken Rand
zZusammenpassen miissen.
e RV anfﬁraeE,lgigm.
q€lly o
Das entspricht der Forderung, dass die Dominosteine der letzten Spalte mit dem rechten
Rand zusammenpassen miissen.

i firp€ll,, 1<i<m,1<j<n-1

Wie man leicht sieht, ist die Lidnge von E polynomial in m + n + [II|] und F kann auch
in Polynomialzeit konstruiert werden. Durch die Konstruktion wird aulerdem garantiert, dass
eine korrekte Auslegung des Rahmens genau dann existiert, wenn E erfiillbar ist. Damit ist die
polynomiale Reduktion von Domino auf SAT erbracht.

Das Problem 3SAT
Erfiillbarkeit mit hochstens 3 Literalen je Klausel (3SAT)

Eingabe: Ausdruck in KNF E= A AAx A ... AN A,
wobei jede Alternative hochstens 3 Literale enthélt.
Frage: Ist E erfiillbar?

3SAT ist offenbar ein Spezialfall von SAT, und damit gilt trivialerweise 3SAT <, SAT. Wir
werden zeigen, dass auch SAT <, 3SAT gilt und folglich 3SAT ebenfalls NPP-vollsténdig ist.
3SAT ist von besonderem Interesse in der Komplexitétstheorie, da man die NP-Vollstdndigkeit
zahlreicher Probleme durch Reduktion von 3SAT zeigen kann.

Zum Beweis der Reduzierbarkeit werden wir fiir eine Instanz E von SAT eine Instanz E’ von
3SAT derart konstruieren, dass E’ genau dann erfiillbar ist, wenn E erfiillbar ist.
Zuniéchst sei A = (61 V €y V ...V l) eine Alternative. Wir konstruieren eine Instanz E’(A) wie



folgt. Ist k < 3, so ist E'(A) = A. Anderenfalls seien y4.1,y4,2,.-.,y4,k—1 Deue Variablen, die
nicht in A vorkommen. Dann ist E/(A) = A7 A A5 A ... A Aj, mit

Ay = (1 V —yan),

A: = (yA’ifl V4 \/yAi) fir2<i<k-—1,

Al = (yar—1 VL)

Es sei 3 eine Belegung der Variablen von A mit wg(A) = 1. Dann gibt es ein minimales ¢ mit
wg(¢;) = 1. Wir erweitern § wie folgt zu einer Belegung 3’ der Variablen von E'(A): 5 (ya ;) =0
genau dann, wenn j < 4. Wie man leicht nachpriift, gilt wg (A}) = 1 fiir 1 < j < k und damit
wer (E'(4)) = 1.

Umgekehrt sei 5’ eine Belegung der Variablen von E’(A) mit wg (E'(A)) = 1 und g die
Einschrinkung von 8’ auf die Variablen von A. Gilt 3’ (ya;) = 0 fir 1 < j < k — 1, so folgt
wg(ly) = wg (€y) = 1 und damit wg(A) = 1. Anderenfalls gibt es ein ¢ mit 5'(y4,) = 1 und
B'(ya,i—1) =0 oder ¢ = 1. In beiden Fallen folgt wg(¢;) = wp:(¢;) =1 und damit wg(A) = 1.

Wir haben also gezeigt: wg(A) = 1 genau dann, wenn eine Erweiterung 8’ von 3 auf die
Variablen von E’'(A) existiert, fiir die wg (E'(A)) =1 gilt.

Fiir einen Ausdruck in KNF E = Ay A Ay A ... A A, konstruieren wir den Ausdruck in
KNF E' = E'(A1) NE'(A2) A ... AN E'(Ay,), wobei alle neuen Variablen bei der Konstruktion der
Ausdriicke E'(A;), 1 < i < m, paarweise verschieden sind. Offensichtlich ist E’ eine Instanz von
3SAT, und es gilt fir eine Belegung  der Variablen von E: wg(E) = 1 genau dann, wenn eine
Erweiterung 8’ von § auf die Variablen von E’ existiert, fiir die wg (E’) = 1 gilt. Das heifit, E
ist genau dann erfiillbar, wenn E’ erfiillbar ist. Da der Ausdruck E’ in linearer Zeit beziiglich der
Lénge von E konstruiert werden kann, ist SAT <, 3SAT bewiesen.

NP-Vollstandigkeit des Clique-Problems

Cliquen-Problem (Clique)

Eingabe: ungerichteter Graph G, k € N
Frage: Enthélt G einen vollstéindigen Teilgraphen mit k£ Knoten?

Die NP-Vollstindigkeit von Clique wird durch Reduktion von SAT gezeigt. Sei also £ =
Ay ANAs A ... AN A ein Ausdruck in KNF mit den Alternativen Aq, As, ..., Ag. Fiir ein Literal /¢
sei £ das zu ¢ komplementére Literal; d.h. T = ~z und =% = x fir eine Variable z.

Wir konstruieren aus E einen ungerichteten Graphen G wie folgt. Gibt es in der Alternativen
A; das Literal £, so enthélt G den Knoten (¢, ). Eine Kante zwischen zwei Knoten (¢,) und (¢, j)
existiert genau dann, wenn ¢ # ¢ und i # j gilt.

Eine Clique in G kann hochstens die Groe k haben, da fiir je zwei Knoten (¢,4), (¢/,7) der
Clique @ # j gelten muss. Ist F erfiillbar, so gibt es eine Belegung § und fiir alle 1 < i < k ein
Literal ¢; aus A; derart, dass wg(¢;) = 1 gilt. Nach Definition von wg muss ¢; # ¢; fiir alle i # j
gelten. Damit bildet die Knotenmenge {(¢;,7) | 1 < ¢ < k} eine Clique in G. Gibt es umgekehrt in
G eine Clique der Grofe k, so hat sie die Form {(¢;,4) | 1 < i < k} mit ¢; # ¢; fiir alle i # j. Man
kann dann eine Belegung  derart konstruieren, dass wg(¢;) = 1 fiir alle 1 < ¢ < k gilt. Das heift:
E € SAT genau dann, wenn (G, k) € Clique. Da die Anzahl der Knoten von G linear in |E] ist,
kann G aus E in Polynomialzeit konstruiert werden, d.h. SAT <, Clique.



