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Vollstandigkeit der Aussagenlogik

Objekt- und Metatheorie

Objekttheorie = Beweise innerhalb eines formalen Beweissystems
(z. B. Fitch)

Metatheorie = Beweise iiber ein formales Beweissystem
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik

Wahrheitswertbelegung und Bewertungsfunktion

Wabhrheitswertbelegung ist eine Funktion h von der Menge der
atomaren Séatze einer Sprache in die Menge {T, F}.

Definition

Die Wahrheitswertbelegung h kann zur Bewertungsfunktion h
von der Menge aller Satze in die Menge { T, F} erweitert werden:

0 /A1(Q) = h(Q) fiir atomare Satze Q.

h(=Q) = T genau dann, wenn A(Q) = F,

h(Q A R) = T genau dann, wenn h(Q) = h(R) =T,

h(Q V R) = F genau dann, wenn h(Q) = h(R) = F

h(Q — R) = F genau dann, wenn A(Q) = T und h(R) = F
h(Q < R) = T genau dann, wenn h(Q) = h(R).
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Tautologische Folgerung

Ein Satz S ist eine tautologische Folgerung aus einer Menge 7 von
Satzen, geschrieben als

TETS,

genau dann, wenn fiir alle Belegungen der atomaren Formeln mit
Wahrheitswerten, die alle Satze von 7 wahr machen, auch S wahr
ist.

Eine Menge 7 von S&tzen heiBt genau dann wt-erfiillbar, wenn es
eine Wahrheitswertbelegung h gibt, unter der alle Satze in 7 wahr
sind. (7 kann unendlich sein.)

Till Mossakowski Logik 5/ 13



Vollstandigkeit der Aussagenlogik

Tautologische Folgerung und Erfiillbarkeit

Satz 1. Der Satz S ist eine tautologische Folgerung aus der
Satzmenge 7 genau dann, wenn die Menge 7 U {5}
nicht wt-erfiillbar ist.
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik

Aussagenlogische Beweise

Ein Satz S ist F-beweisbar aus 7T, in Zeichen
TETS,

wenn fiir S ein formaler Beweis mit Pramissen aus 7 existiert, der
allein die Beseitigungs- und Einfiihrungsregeln fiir -, V, A, =, <
sowie L benutzt.

Wir bemerken erneut, dass 7 auch unendlich sein kann.

Till Mossakowski Logik 7/ 13



Vollstandigkeit der Aussagenlogik

Konsistenz

Eine Menge von Sdtzen T heiBt formal inkonsistent, wenn
THr L
gilt, andernfalls heiBt 7 formal konsistent.

Beispiele:

{AV B,—-A,—B} ist formal inkonsistent.
{AV B, A,~B} ist formal konsistent.
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Korrektheit

Korrektheits-Satz. Das Beweissystem F7 ist korrekt, d. h., wenn
THTS

gilt, dann auch
TE=T1S.

Der Beweis wurde bereits erbracht.
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Vollstandigkeit

Vollstandigkeit-Satz (Bernays, Post). Das Beweissystem Fr ist
vollstandig, d. h. wenn

TErS

gilt, dann auch
TrHT+ S.

Der Vollstandigkeit-Satz folgt mit Satz 1 und Lemma 2 aus
folgender Vollstandigkeits-Variante:

Vollstandigkeits-Variante. Jede formal konsistente Menge von
Séatzen ist wt-erfiillbar.

Lemma 2. T U{=S} 1 L gilt genau dann, wenn 7 7 S.
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik

Beweis der Vollstandigkeits-Variante

Eine Menge von Sdtzen T heiBt genau dann formal vollstandig,
wenn fiir jeden Satz S der Sprache entweder 7 1 S oder
T E1 =S gilt.

Satz 4. Jede formal vollstindige und formal konsistente Menge von
Satzen ist wt-erfiillbar.

Satz 6. Jede formal konsistente Menge von S&tzen kann zu einer
formal vollstdndigen und formal konsistenten Menge von Satzen
erweitert werden.
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Beweis von Satz 4

Lemma 3. Es sei T eine formal vollstdndige und formal konsistente
Menge von Satzen. Dann gilt:

@ 7T+F7 (RAS) genau dann, wenn 7 -7 Rund 7 +7 S.
@ 77 (RVS) genau dann, wenn 7 7 R oder T 1 S.
© 7 k1 (—S) genau dann, wenn T I/7 S.

Q@ 7+F7r (R—S) genau dann, wenn 7 t/1 R oder T F1 S.

@ 7 F1 (R <+ S) genau dann, wenn
(T =1 R genau dann, wenn T 71 S).

Satz 4. Jede formal vollstdndige und formal konsistente Menge von
Satzen ist wt-erfiillbar.
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Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Beweis von Satz 6

Lemma 5. Eine Menge von Satzen T ist genau dann formal
vollstandig, wenn fiir jeden atomaren Satz A gilt, dass

TI—T A oder TI—T -A.

Satz 6. Jede formal konsistente Menge von S&tzen kann zu einer
formal vollstdndigen und formal konsistenten Menge von Satzen
erweitert werden.
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