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Vollständigkeit der Aussagenlogik

Objekt- und Metatheorie

Objekttheorie = Beweise innerhalb eines formalen Beweissystems
(z. B. Fitch)

Metatheorie = Beweise über ein formales Beweissystem
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Wahrheitswertbelegung und Bewertungsfunktion

Definition

Wahrheitswertbelegung ist eine Funktion h von der Menge der
atomaren Sätze einer Sprache in die Menge {T ,F}.

Definition

Die Wahrheitswertbelegung h kann zur Bewertungsfunktion ĥ
von der Menge aller Sätze in die Menge {T ,F} erweitert werden:

1 ĥ(Q) = h(Q) für atomare Sätze Q.

2 ĥ(¬Q) = T genau dann, wenn ĥ(Q) = F ,

3 ĥ(Q ∧ R) = T genau dann, wenn ĥ(Q) = ĥ(R) = T ,

4 ĥ(Q ∨ R) = F genau dann, wenn ĥ(Q) = ĥ(R) = F ,

5 ĥ(Q → R) = F genau dann, wenn ĥ(Q) = T und ĥ(R) = F ,

6 ĥ(Q ↔ R) = T genau dann, wenn ĥ(Q) = ĥ(R).
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Tautologische Folgerung

Ein Satz S ist eine tautologische Folgerung aus einer Menge T von
Sätzen, geschrieben als

T |=T S ,

genau dann, wenn für alle Belegungen der atomaren Formeln mit
Wahrheitswerten, die alle Sätze von T wahr machen, auch S wahr
ist.

Eine Menge T von Sätzen heißt genau dann wt-erfüllbar, wenn es
eine Wahrheitswertbelegung h gibt, unter der alle Sätze in T wahr
sind. (T kann unendlich sein.)
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Tautologische Folgerung und Erfüllbarkeit

Satz 1. Der Satz S ist eine tautologische Folgerung aus der
Satzmenge T genau dann, wenn die Menge T ∪ {¬S}
nicht wt-erfüllbar ist.
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Aussagenlogische Beweise

Ein Satz S ist FT -beweisbar aus T , in Zeichen

T `T S ,

wenn für S ein formaler Beweis mit Prämissen aus T existiert, der
allein die Beseitigungs- und Einführungsregeln für ¬,∨,∧,→,↔
sowie ⊥ benutzt.

Wir bemerken erneut, dass T auch unendlich sein kann.
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Konsistenz

Eine Menge von Sätzen T heißt formal inkonsistent, wenn

T `T ⊥

gilt, andernfalls heißt T formal konsistent.

Beispiele:

{A ∨ B,¬A,¬B} ist formal inkonsistent.
{A ∨ B,A,¬B} ist formal konsistent.
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Korrektheit

Korrektheits-Satz. Das Beweissystem FT ist korrekt, d. h., wenn

T `T S

gilt, dann auch
T |=T S .

Der Beweis wurde bereits erbracht.
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Vollständigkeit der Aussagenlogik

Vollständigkeit

Vollständigkeit-Satz (Bernays, Post). Das Beweissystem FT ist
vollständig, d. h. wenn

T |=T S

gilt, dann auch
T `T S .

Der Vollständigkeit-Satz folgt mit Satz 1 und Lemma 2 aus
folgender Vollständigkeits-Variante:

Vollständigkeits-Variante. Jede formal konsistente Menge von
Sätzen ist wt-erfüllbar.

Lemma 2. T ∪ {¬S} `T ⊥ gilt genau dann, wenn T `T S .
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Beweis der Vollständigkeits-Variante

Eine Menge von Sätzen T heißt genau dann formal vollständig,
wenn für jeden Satz S der Sprache entweder T `T S oder
T `T ¬S gilt.

Satz 4. Jede formal vollständige und formal konsistente Menge von
Sätzen ist wt-erfüllbar.

Satz 6. Jede formal konsistente Menge von Sätzen kann zu einer
formal vollständigen und formal konsistenten Menge von Sätzen
erweitert werden.

Till Mossakowski Logik 11/ 13
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Beweis von Satz 4

Lemma 3. Es sei T eine formal vollständige und formal konsistente
Menge von Sätzen. Dann gilt:

1 T `T (R ∧ S) genau dann, wenn T `T R und T `T S .

2 T `T (R ∨ S) genau dann, wenn T `T R oder T `T S .

3 T `T (¬S) genau dann, wenn T 6`T S .

4 T `T (R → S) genau dann, wenn T 6`T R oder T `T S .

5 T `T (R ↔ S) genau dann, wenn
(T `T R genau dann, wenn T `T S).

Satz 4. Jede formal vollständige und formal konsistente Menge von
Sätzen ist wt-erfüllbar.

Till Mossakowski Logik 12/ 13
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Beweis von Satz 6

Lemma 5. Eine Menge von Sätzen T ist genau dann formal
vollständig, wenn für jeden atomaren Satz A gilt, dass

T `T A oder T `T ¬A.

Satz 6. Jede formal konsistente Menge von Sätzen kann zu einer
formal vollständigen und formal konsistenten Menge von Sätzen
erweitert werden.
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