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Die Negation – Wahrheitstafel
Negation symbol: ¬ / 69

P ¬P

true false

false true

truth table for ¬

The game rule for negation is very simple, since you never have to do game rule for ¬
anything. Once you commit yourself to the truth of ¬P this is the same as

committing yourself to the falsity of P. Similarly, if you commit yourself to

the falsity of ¬P, this is tantamount to committing yourself to the truth of

P. So in either case Tarski’s World simply replaces your commitment about

the more complex sentence by the opposite commitment about the simpler

sentence.

You try it
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

J1. Open Wittgenstein’s World. Start a new sentence file and write the following

sentence.

¬¬¬¬¬Between(e, d, f)

J2. Use the Verify button to check the truth value of the sentence.

J3. Now play the game, choosing whichever commitment you please. What

happens to the number of negation symbols as the game proceeds? What

happens to your commitment?

J4. Now play the game again with the opposite commitment. If you won the

first time, you should lose this time, and vice versa. Don’t feel bad about

losing.

J5. There is no need to save the sentence file when you are done.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Congratulations

Remember

1. If P is a sentence of fol, then so is ¬P.

2. The sentence ¬P is true if and only if P is not true.

3. A sentence that is either atomic or the negation of an atomic sentence

is called a literal.

Section 3.1
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Das Henkin-Hintikka Spiel

Ist ein Satz in einer gegebenen Welt wahr?

Spieler: Sie und der Computer (Tarski’s World)

Sie behaupten, ein Satz ist wahr (oder falsch), Tarski’s world
wird das Gegenteil behaupten.

In jeder Runde wird der Satz reduziert und es entsteht ein
einfacherer.

Wenn ein atomarer Satz erreicht ist, kann sein Wahrheitswert
direkt in der gegebenen Welt überprüft werden.

Sie haben eine Gewinnstrategie genau dann, wenn Ihre Behauptung
wahr ist.
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Die Negation – Spielregeln

Form Ihre Entscheidung Spieler am Zug Ziel

¬P in beiden Fällen — Ersetze ¬P durch P
und kehre die Ent-
scheidung um.
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Die Konjunktion – Wahrheitstafel

72 / The Boolean Connectives

Semantics and the game rule for ∧
Just as with negation, we can put complex sentences as well as simple ones

together with ∧. A sentence P ∧ Q is true if and only if both P and Q are true.

Thus P ∧ Q is false if either or both of P or Q is false. This can be summarized

by the following truth table.

P Q P ∧ Q

true true true

true false false

false true false

false false false

truth table for ∧

The Tarski’s World game is more interesting for conjunctions than nega-

tions. The way the game proceeds depends on whether you have committedgame rule for ∧
to true or to false. If you commit to the truth of P ∧ Q then you have

implicitly committed yourself to the truth of each of P and Q. Thus, Tarski’s

World gets to choose either one of these simpler sentences and hold you to the

truth of it. (Which one will Tarski’s World choose? If one or both of them are

false, it will choose a false one so that it can win the game. If both are true,

it will choose at random, hoping that you will make a mistake later on.)

If you commit to the falsity of P ∧ Q, then you are claiming that at least

one of P or Q is false. In this case, Tarski’s World will ask you to choose one of

the two and thereby explicitly commit to its being false. The one you choose

had better be false, or you will eventually lose the game.

You try it
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I 1. Open Claire’s World. Start a new sentence file and enter the sentence

¬Cube(a) ∧ ¬Cube(b) ∧ ¬Cube(c)

I 2. Notice that this sentence is false in this world, since c is a cube. Play

the game committed (mistakenly) to the truth of the sentence. You will

see that Tarski’s World immediately zeros in on the false conjunct. Your

commitment to the truth of the sentence guarantees that you will lose the

game, but along the way, the reason the sentence is false becomes apparent.

I 3. Now begin playing the game committed to the falsity of the sentence.

When Tarski’s World asks you to choose a conjunct you think is false,

pick the first sentence. This is not the false conjunct, but select it anyway

and see what happens after you choose OK.

Chapter 3
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Die Konjunktion – Spielregeln

Form Ihre Entscheidung Spieler am Zug Ziel

P ∧ Q
TRUE

FALSE

Tarski’s World

Sie

Wähle eines von
P, Q, das falsch
ist.
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Die Disjunktion – Wahrheitstafel

Disjunction symbol: ∨ / 75

If we wanted to express the exclusive sense of or in the above example, we

could do it as follows:

[Home(john) ∨ Home(mary)] ∧ ¬[Home(john) ∧ Home(mary)]

As you can see, this sentence says that John or Mary is home, but it is not

the case that they are both home.

Many students are tempted to say that the English expression either . . . or

expresses exclusive disjunction. While this is sometimes the case (and indeed

the simple or is often used exclusively), it isn’t always. For example, suppose

Pris and Scruffy are in the next room and the sound of a cat fight suddenly

breaks out. If we say Either Pris bit Scruffy or Scruffy bit Pris, we would not

be wrong if each had bit the other. So this would be translated as

Bit(pris, scruffy) ∨ Bit(scruffy, pris)

We will see later that the expression either sometimes plays a different logical

function.

Another important English expression that we can capture without intro-

ducing additional symbols is neither. . . nor. Thus Neither John nor Mary is

at home would be expressed as:

¬(Home(john) ∨ Home(mary))

This says that it’s not the case that at least one of them is at home, i.e., that

neither of them is home.

Semantics and the game rule for ∨
Given any two sentences P and Q of fol, atomic or not, we can combine them

using ∨ to form a new sentence P ∨ Q. The sentence P ∨ Q is true if at least

one of P or Q is true. Otherwise it is false. Here is the truth table.

P Q P ∨ Q

true true true

true false true

false true true

false false false

truth table for ∨

The game rules for ∨ are the “duals” of those for ∧. If you commit yourself game rule for ∨
to the truth of P ∨ Q, then Tarski’s World will make you live up to this by

committing yourself to the truth of one or the other. If you commit yourself to

the falsity of P ∨ Q, then you are implicitly committing yourself to the falsity

Section 3.3
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Die Disjunktion – Spielregeln

Form Ihre Entscheidung Spieler am Zug Ziel

P ∨ Q
TRUE

FALSE

Sie

Tarski’s World

Wähle eines von
P, Q, das wahr ist.
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Formalisierung

Der deutsche Ausdruck und legt manchmal eine zeitliche
Ordnung nahe, der PL1-Ausdruck ∧ tut dies nie.

Die deutschen Ausdrücke aber, jedoch, hingegen, dennoch
und außerdem sind alle stilistische Varianten von und.

Die deutsche Wendung sowohl . . . als auch wird bisweilen wie
Klammern verwendet, um einen andernfalls mehrdeutigen Satz
zu klären.

Das oder in der deutschen Sprache kann das inklusive oder
(∨) oder das exklusive oder (entweder . . . oder) bedeuten:
A xor B ⇔ (A ∨ B) ∧ (¬A ∨ ¬B)
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Aussagenlogische Formeln

Definition

Gegeben eine Menge A von atomaren Formeln, definieren wir die
Menge der aussagenlogischen Formeln über A induktiv wie folgt:

1 jede Formel aus A ist eine aussagenlogische Formel;

2 wenn P eine aussagenlogische Formel ist, dann auch ¬P;

3 wenn P und Q aussagenlogische Formeln sind, dann auch
(P ∨ Q);

4 wenn P und Q aussagenlogische Formeln sind, dann auch
(P ∧ Q).

Bemerkungen:

Die äußersten Klammern können weggelassen werden.
Zusätzliche Klammern dürfen eingeführt werden.
Bei mehrfachen Disjunktionen oder Konjunktionen können die
Klammern weggelassen werden: P ∧ Q ∧ R.
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Strukturelle Induktion über Formeln

Prinzip der strukturellen Induktion über aussagenlogische Formeln:

Es sei A die Menge der atomaren Formeln und E eine Eigenschaft
aussagenlogischer Formeln. Wenn gilt

1 jede Formel aus A hat die Eigenschaft E ;

2 wenn P die Eigenschaft E hat, dann auch ¬P;

3 wenn P und Q die Eigenschaft E haben, dann auch (P ∨ Q);

4 wenn P und Q die Eigenschaft E haben, dann auch (P ∧ Q);

dann hat jede aussagenlogische Formel (über A) die Eigenschaft E .
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Logische Notwendigkeiten (Wahrheiten)

Ein Satz ist

logisch notwendig oder eine logische Wahrheit, wenn er unter
allen Umständen (in allen Welten) wahr ist,

logisch möglich oder erfüllbar, wenn es Umstände (oder
Situationen, Welten) gibt, in denen die Aussage wahr ist,

logisch unmöglich, oder unerfüllbar, wenn er unter keinen
Umständen (in keiner Welt) wahr ist.
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Logisch möglich Logisch und physikalisch möglich

Logisch unmöglich

P ∧ ¬P a 6= a

Logisch notwendig

P ∨ ¬P a = a
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Logik, Boolesche Logik und Tarski’s World

Ein Satz ist

logisch notwendig oder eine logische Wahrheit, wenn er unter
allen Umständen (in allen Welten) wahr ist,

TW-notwendig, wenn er in allen Welten von Tarski’s World
wahr ist,

eine Tautologie, wenn er wahr ist für alle Bewertungen der
atomaren Sätze mit {TRUE, FALSE}.
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Die Wahrheitstafelmethode

Ein Satz ist genau dann eine Tautologie, wenn
in allen Zeilen seiner vollständigen Wahrheitstafel
der Wahrheitswert TRUE steht.

Wahrheitstafeln können mit dem Programm Boole erstellt
werden.
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Tautologische Äquivalenz und Folgerung

Zwei Sätze P und Q sind tautologisch äquivalent genau dann,
wenn in jeder Zeile der gemeinsamen Wahrheitstafel unter
ihren Hauptjunktoren jeweils derselbe Wahrheitswert steht.

Q ist eine tautologische Folgerung aus P1, . . . ,Pn genau
dann, wenn in jeder Zeile einer gemeinsamen Wahrheitstafel,
in der alle P1, . . . ,Pn den Wert TRUE erhalten, auch Q den
Wert TRUE erhält.

Wenn Q eine tautologische Folgerung aus P1, . . . ,Pn ist,
dann ist Q auch eine logische Folgerung aus P1, . . . ,Pn.

Es gibt logische Folgerungen, die keine tautologische
Folgerungen sind.
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de Morgansche Gesetze und die doppelte Negation

¬(P ∧ Q) ⇔ (¬P ∨ ¬Q)

¬(P ∨ Q) ⇔ (¬P ∧ ¬Q)

¬¬P ⇔ P
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Substitution von Äquivalentem

Substitution von Äquivalentem: Wenn P und Q logisch äquivalent
sind (P ⇔ Q), dann sind die Sätze, die sich ergeben, wenn das
eine im Kontext eines größeren Satzes für das andere ersetzt wird,
auch logisch äquivalent, also S(P) ⇔ S(Q).

Wir können also de Morgan und das Gesetz der doppelten
Negation auch im Kontext größerer Sätze anwenden.
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Negations-Normalform (NNF)

Definition

Ein Satz ist in Negations-Normalform (NNF), falls sich alle
Vorkommen von ¬ direkt auf atomare Sätze beziehen.

Lemma

Wenn P in NNF ist, dann lässt sich auch ¬P in eine äquivalente
Formel in NNF umwandeln.

Beweis.

Strukturelle Induktion über den Aufbau der Formeln; dabei
Anwendung der de Morganschen Gesetze und des Gesetzes der
doppelten Negation.
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Negations-Normalform (NNF), Teil 2

Theorem

Für jede aussagenlogische Formel gibt es eine äquivalente Formel
in NNF.

Beweis.

Strukturelle Induktion über den Aufbau der Formeln, unter
Anwendung von obigem Lemma.
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