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Die Sprache PL1: Individuenkonstanten

Individuenkonstanten sind Symbole, die Personen, Dinge oder
Objekte bezeichnen.

Beispiele:

Zahlen: 0, 1, 2, 3, . . .
Namen: Max, Claire
Formale Konstanten: a, b, c, d, e, f, n1, n2

Jede Individuenkonstante muss ein existierendes Objekt
bezeichnen.

Keine Individuenkonstante kann mehr als ein Objekt
bezeichen.

Ein Objekt kann keinen, einen oder mehrere Namen
(Individuenkonstanten) haben.
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Die Sprache PL1: Prädikatsymbole

Prädikatsymbole bezeichnen eine Eigenschaft eines Objektes
oder Beziehungen zwischen Objekten

Jedes Prädikatsymbol hat eine Stelligkeit, die die Anzahl der
Objekte angibt, die in Beziehung stehen.

Beispiele:

Stelligkeit 0: Gate0 is low, A, B, . . .
Stelligkeit 1:

Cube (Würfel), Tet (Tetraeder), Dodec (Dodekaeder),
Small (Klein), Medium (Mittelgroß), Large (Groß)

Stelligkeit 2:
Smaller (Kleiner), Larger (Größer),
LeftOf (Links Von), BackOf (Hinter),
Adjoins (Benachbart), SameSize (Gleichgroß), . . .

Stelligkeit 3: Between (Zwischen)
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Die Interpretation von Prädikatsymbolen

In Tarski’s World besitzt jedes Prädikatsymbol eine feste
Bedeutung, die nicht immer mit der Interpretation in einer
natürliche Sprache übereinstimmen muss.

In anderen PL1-Sprachen kann die Interpretation von
Prädikatsymbolen variieren. Zum Beispiel kann ≤ eine
Ordnung von Zahlen, von Zeichenketten, Bäumen, etc.
bedeuten.

Wir vereinbaren, dass das Symbol “=” allerdings immer die
Gleichheit, Identität bedeutet.
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Atomare Sätze

In der Aussagenlogik (Boole):

Die aussagenlogischen Symbole: A, B, C , . . .

In PL1 (Tarski’s World):

Anwendung von Prädikatsymbolen auf Konstanten:
Larger(a,b)
Reihenfolge der Argumente ist wichtig:
Larger(a,b) vs. Larger(b,a)
Atomare Sätze haben genau einen Wahrheitswert:

true (wahr, 1) oder false (falsch, 0)
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Logische Argumente

Ein (logisches) Argument sagt aus, dass ein Satz, die Konklusion,
von anderen Sätzen, den Prämissen, folgt.

Beispiele:

Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch. Also ist
Sokrates sterblich.

Lucretius ist ein Mensch. Schließlich ist Lucretius sterblich, und
alle Menschen sind sterblich.

Ein Argument ist logisch gültig (oder eine logische Folgerung),
wenn unter allen Umständen, unter denen die Prämissen wahr sind,
auch die Konklusion wahr ist.
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Logische Folgerungen

Ein Satz B ist eine logische Folgerung von A1, . . . ,An, wenn unter
allen Umständen, die A1, . . . ,An wahr machen, auch B wahr ist.
In Zeichen: A1, . . . ,An |= B.

Die Sätze A1, . . . ,An heißen Prämissen, B heißt Konklusion.

In diesem Fall ist es ein gültiges Argument, B von A1, . . . ,An

abzuleiten.

Ein gültiges Argument mit wahren Prämissen heißt korrekt (oder
auch beweiskräftig, schlüssig).
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Logische Folgerungen – Beispiele

Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch. Also
ist Sokrates sterblich. (gültig, korrekt)

Alle reichen Schauspieler sind gute Schauspieler. Brad Pitt ist
ein reicher Schauspieler. Also ist er ein guter Schauspieler.
(gültig, aber nicht korrekt)

Alle reichen Schauspieler sind gute Schauspieler. Brad Pitt ist
ein guter Schauspieler. Also ist er ein reicher Schauspieler.
(nicht gültig)
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Fitch Notation für logische Folgerungen

Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.

Also ist Sokrates sterblich.

A1...
An

B

Prämisse1...
Prämissen

Konklusion
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Beweismethoden für die (Un-)Gültigkeit von Argumenten
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Beweismethoden für die (Un-)Gültigkeit von Argumenten

Gültigkeit Um zu zeigen, dass ein Argument gültig ist, müssen
wir es beweisen.
Ein Beweis besteht aus einer Folge von
Beweisschritten, die alle gültig sein müssen.

In der Aussagenlogik können wir die Gültigkeit
auch durch Wahrheitstabellen zeigen. Das ist
aber in der Prädikatenlogik erster Stufe nicht
möglich.

Ungültigkeit Ein Argument kann als ungültig nachgewiesen
werden, indem man ein Gegenbeispiel findet, d. h.
eine Welt, in der alle Prämissen wahr sind, aber die
Konklusion falsch ist.
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Informelle und formale Beweise

Informelles Beweisen wird im täglichen Leben genutzt.

Semi-formales Beweisen wird in der Mathematik und in der
Theoretischen Informatik genutzt.

Balance zwischen Lesbarkeit und Genauigkeit.

Formale Beweise

folgen einem festen System von Regeln,
sind vollkommen präzis
und können von einem Computer überprüft werden.
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Ein informeller Beweis

Da Sokrates ein Mensch ist und alle Menschen sterblich sind,
folgt, dass Sokrates sterblich ist.

Alle Sterblichen werden aber irgendwann einmal sterben (was
gerade die Sterblichkeit ausmacht).

So wird auch Sokrates irgendwann einmal sterben.

Wir setzen aber voraus, dass jeder, der einmal sterben wird,
sich gelegentlich mit dem Sterben auseinander setzt.

Also setzt sich auch Sokrates gelegentlich mit dem Sterben
auseinander.
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Notwendigkeit formaler Beweise
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Ein formaler Beweis

1. Cube(c)
2. c = b

3. Cube(b) = Elim: 1,2
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Vier wichtige Prinzipien für die Identitätsrelation

1 =Elim: Gilt b = c , dann trifft alles, was auf b zutrifft, auch
auf c zu (Ununterscheidbarkeit von Identischem).

2 = Intro: Sätze der Form b = b sind stets wahr (in einer
PL1-Sprache). (Reflexität der Identität).

3 Symmetrie der Identität: Wenn b = c, dann c = b.

4 Transitivität der Identität: Wenn a = b und b = c , dann
a = c.

Die beiden letzten Prinzipien folgen dabei aus den ersten beiden.
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Transitivität . . .

Till Mossakowski Logik 18/ 36



Die Sprache PL1
Formale Beweise in Fitch
Die Booleschen Junktoren

Informeller Beweis der Symmetrie der Identität

Es sei a = b.

Es gilt a = a, gemäß der Reflexivität der Identität.

Nun ersetzen wir das erste Vorkommen des Namens a in
a = a durch den Namen b, wobei wir das Prinzip der
Ununterscheidbarkeit von Identischem verwenden.

Damit ergibt sich wie gewünscht b = a.
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Formale Beweise in Fitch
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Formale Beweise

P
Q
R

S1 Begründung 1
...

Sn Begründung n
S Begründung n+1
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Formaler Beweis der Symmetrie der Identität

1. a = b

2. a = a = Intro:
3. b = a = Elim: 2,1

Till Mossakowski Logik 22/ 36



Die Sprache PL1
Formale Beweise in Fitch
Die Booleschen Junktoren

Fitch-Regel: Identity Introduction (Identitäts-Einführung)

Formal proofs / 55

Notice that on the right of every step below the Fitch bar, we give a

justification of the step. In our deductive system, a justification indicates justification

which rule allows us to make the step, and which earlier steps (if any) the rule

is applied to. In giving an actual formal proof, we will number the steps, so

we can refer to them in justifying later steps.

We already gave one example of a formal proof in the system F , back on

page 48. For another example, here is a formalization of our informal proof of

the symmetry of identity.

1. a = b

2. a = a = Intro

3. b = a = Elim: 2, 1

In the right hand margin of this proof you find a justification for each step

below the Fitch bar. These are applications of rules we are about to introduce.

The numbers at the right of step 3 show that this step follows from steps 2

and 1 by means of the rule cited.

The first rule we use in the above proof is Identity Introduction. This = Intro

rule allows you to introduce, for any name (or complex term) n in use in

the proof, the assertion n = n. You are allowed to do this at any step in the

proof, and need not cite any earlier step as justification. We will abbreviate

our statement of this rule in the following way:

Identity Introduction (= Intro):

. n = n

We have used an additional graphical device in stating this rule. This is

the symbol . . We will use it in stating rules to indicate which step is being

licensed by the rule. In this example there is only one step mentioned in the

rule, but in other examples there will be several steps.

The second rule of F is Identity Elimination. It tells us that if we have = Elim

proven a sentence containing n (which we indicate by writing P(n)) and a

sentence of the form n = m, then we are justified in asserting any sentence

which results from P(n) by replacing some or all of the occurrences of n by m.

Section 2.3
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Fitch-Regel: Identity Elimination (Identitäts-Beseitigung)

56 / The Logic of Atomic Sentences

Identity Elimination (= Elim):

P(n)
...

n = m
...

. P(m)

When we apply this rule, it does not matter which of P(n) and n = m occurs

first in the proof, as long as they both appear before P(m), the inferred step.

In justifying the step, we cite the name of the rule, followed by the steps in

which P(n) and n = m occur, in that order.

We could also introduce rules justified by the meanings of other predicates

besides = into the system F . For example, we could introduce a formal rule

of the following sort:

Bidirectionality of Between:

Between(a,b, c)
...

. Between(a, c, b)

We don’t do this because there are just too many such rules. We could state

them for a few predicates, but certainly not all of the predicates you will

encounter in first-order languages.

There is one rule that is not technically necessary, but which will makeReiteration

some proofs look more natural. This rule is called Reiteration, and simply

allows you to repeat an earlier step, if you so desire.

Reiteration (Reit):

P
...

. P

To use the Reiteration rule, just repeat the sentence in question and, on the

right, write “Reit: x,” where x is the number of the earlier occurrence of the

sentence.

Chapter 2
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Fitch-Regel: Reiteration (Wiederholung)
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Beispiel eines Beweises in Fitch

SameRow(a, b)
b = a

SameRow(b, a)
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Eigenschaften von Prädikaten in Tarski’s World

Larger(a, b)
Larger(b, c)

Larger(a, c)

RightOf(b, c)

LeftOf(c, b)

Solche Argumente können in Fitch bewiesen werden durch
Verwendung der besonderen Regel Ana Con.

Diese Regel gilt allerdings nur für Beweise in Tarski’s World!
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Beweis von Ungültigkeit durch Gegenbeispiele

Al Gore ist ein Politiker.
Kaum ein Politiker ist aufrichtig.

Al Gore ist unaufrichtig.

Stellen wir uns eine Situation vor, in der es 10 000 Politiker gibt,
und Al Gore der einzige aufrichtige unter ihnen ist.
Unter diesen Umständen wären beide Prämissen wahr, die
Konklusion aber falsch.

Eine solche Situation ist somit ein Gegenbeispiel zum Argument; es
zeigt, dass das Argument ungültig ist.
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Sind die folgende Argumente gültig?

Small(a)
Larger(b, a)

Large(b)

Small(a)
Larger(a, b)

Large(b)
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Die Booleschen Junktoren
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Die Negation – Wahrheitstafel Negation symbol: ¬ / 69

P ¬P

true false

false true

truth table for ¬

The game rule for negation is very simple, since you never have to do game rule for ¬
anything. Once you commit yourself to the truth of ¬P this is the same as

committing yourself to the falsity of P. Similarly, if you commit yourself to

the falsity of ¬P, this is tantamount to committing yourself to the truth of

P. So in either case Tarski’s World simply replaces your commitment about

the more complex sentence by the opposite commitment about the simpler

sentence.

You try it
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

J1. Open Wittgenstein’s World. Start a new sentence file and write the following

sentence.

¬¬¬¬¬Between(e, d, f)

J2. Use the Verify button to check the truth value of the sentence.

J3. Now play the game, choosing whichever commitment you please. What

happens to the number of negation symbols as the game proceeds? What

happens to your commitment?

J4. Now play the game again with the opposite commitment. If you won the

first time, you should lose this time, and vice versa. Don’t feel bad about

losing.

J5. There is no need to save the sentence file when you are done.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Congratulations

Remember

1. If P is a sentence of fol, then so is ¬P.

2. The sentence ¬P is true if and only if P is not true.

3. A sentence that is either atomic or the negation of an atomic sentence

is called a literal.

Section 3.1
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Das Henkin-Hintikka Spiel
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Das Henkin-Hintikka Spiel

Ist ein Satz in einer gegebenen Welt wahr?

Spieler: Sie und der Computer (Tarski’s World)

Sie behaupten, ein Satz ist wahr (oder falsch), Tarski’s world
wird das Gegenteil behaupten.

In jeder Runde wird der Satz reduziert und es entsteht ein
einfacherer.

Wenn ein atomarer Satz erreicht ist, kann sein Wahrheitswert
direkt in der gegebenen Welt überprüft werden.

Sie haben eine Gewinnstrategie genau dann, wenn Ihre Behauptung
wahr ist.
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Die Negation – Spielregeln

Form Ihre Entscheidung Spieler am Zug Ziel

¬P in beiden Fällen — Ersetze ¬P durch
P und kehre die
Entscheidung um.
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Die Konjunktion – Wahrheitstafel

72 / The Boolean Connectives

Semantics and the game rule for ∧
Just as with negation, we can put complex sentences as well as simple ones

together with ∧. A sentence P ∧ Q is true if and only if both P and Q are true.

Thus P ∧ Q is false if either or both of P or Q is false. This can be summarized

by the following truth table.

P Q P ∧ Q

true true true

true false false

false true false

false false false

truth table for ∧

The Tarski’s World game is more interesting for conjunctions than nega-

tions. The way the game proceeds depends on whether you have committedgame rule for ∧
to true or to false. If you commit to the truth of P ∧ Q then you have

implicitly committed yourself to the truth of each of P and Q. Thus, Tarski’s

World gets to choose either one of these simpler sentences and hold you to the

truth of it. (Which one will Tarski’s World choose? If one or both of them are

false, it will choose a false one so that it can win the game. If both are true,

it will choose at random, hoping that you will make a mistake later on.)

If you commit to the falsity of P ∧ Q, then you are claiming that at least

one of P or Q is false. In this case, Tarski’s World will ask you to choose one of

the two and thereby explicitly commit to its being false. The one you choose

had better be false, or you will eventually lose the game.

You try it
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I 1. Open Claire’s World. Start a new sentence file and enter the sentence

¬Cube(a) ∧ ¬Cube(b) ∧ ¬Cube(c)

I 2. Notice that this sentence is false in this world, since c is a cube. Play

the game committed (mistakenly) to the truth of the sentence. You will

see that Tarski’s World immediately zeros in on the false conjunct. Your

commitment to the truth of the sentence guarantees that you will lose the

game, but along the way, the reason the sentence is false becomes apparent.

I 3. Now begin playing the game committed to the falsity of the sentence.

When Tarski’s World asks you to choose a conjunct you think is false,

pick the first sentence. This is not the false conjunct, but select it anyway

and see what happens after you choose OK.

Chapter 3
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Die Konjunktion – Spielregeln

Form Ihre Entscheidung Spieler am Zug Ziel

P ∧ Q
TRUE

FALSE

Tarski’s World

Sie

Wähle eines von
P, Q, das falsch
ist.
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