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Akzeptierende TURING-Maschine

Definition:
Eine akzeptierende TURING-Maschine M ist ein Sechstupel

M = (XyZ7Z07Q767F)7

wobei (X, Z, 29, @, 0) eine TURING-Maschine ist und F' C Q gilt.
Die von M akzeptierte Sprache T'(M) wird durch

T(M) =A{w|we X", (X zo,w) " (v1,4,v2) fiir ein g € F}

definiert.
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Akzeptierende TURING-Maschine — Beispiel |

M{ — ({CL, b}7 {Z()a Ray <bs as Qb}7 20, {Qaa Qb}a 6/7 {Qa})

) 20 Za 2p

* (Q7*7N) (QaaaaN) (Qbaba N)
a | (za, % R) | (24,0, R) | (2,0, R)
b | (zp,%, R) | (24,0, R) | (25,0, R)

T(M]) = {aw | w € {a,b}*}.
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Akzeptierende TURING-Maschine — Beispiel |l

Mé — ({CL, b}v {207 <1, Q}v 20; {Q}7 0, {Q}>

) 20 21

x | (z0,%,N) | (q,%,N)
a (ZlaaaR) (Zo,(l,R)
b (Zl, b, R) (ZQ, b, R)

T(M) ={w | w € {a,b}", |w| ungerade}.
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Eine Normalform fur akzeptierende TURING-Maschinen

Lemma:

Zu jeder akzeptierenden TURING-Maschine M gibt es eine akzeptierende
TURING-Maschine M’, deren Menge der Stopzustinde mit der Menge der
akzeptierenden Zustande tibereinstimmt und fir die T(M) = T'(M") gilt. Dabei
kann die Menge der Stopzustande von M’ einelementig gewahlt werden.

Satz:
Eine Sprache wird genau dann von einer TURING-Maschine akzeptiert, wenn sie
Definitionsbereich einer TURING-berechenbaren Funktion ist.

Satz:
Eine Sprache wird genau dann von einer TURING-Maschine akzeptiert, wenn sie
Wertevorrat einer TURING-berechenbaren Funktion ist.
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Rekursive Sprachen

Definition: Eine Sprache L C X* heiBt rekursiv, falls es eine akzeptierende
TURING-Maschine M = (X, Z, 2y, Q, 9, F') gibt, die auf jeder Eingabe stoppt
und L akzeptiert.

Satz: Eine Sprache L C X* ist genau dann rekursiv, wenn sowohl L als auch
X*\ L von TURING-Maschinen akzeptiert werden

Satz: Fur eine rekursive Menge L ist die charakteristische Funktion

0 &L
SOL(x):{l azil}

von L algorithmisch berechenbar.

Satz: Die Menge der rekursiven Sprachen ist echt in der Menge der von TURING-
Maschinen akzeptierbarten Sprachen enthalten.
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TURING-Maschinen versus Regelgrammatiken

Lemma:
Zu jeder TURING-Maschine M gibt es eine Regelgrammatik G mit L(G) = T'(M).

Lemma:
Zu jeder Regelgrammatik GG gibt es eine nichtdeterministische TURING-Maschine

M mit T(M) = L(G).

Satz:
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
i) L wird von einer Regelgrammatik erzeugt.
ii) L wird von einer deterministischen TURING-Maschine akzeptiert.
iii) L wird von einer nichtdeterministischen TURING-Maschine akzeptiert.
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Nichtdeterministische TURING-Maschinen |

Definition: Eine nichtdeterministische TURING-Maschine M ist ein Quintupel
M = (X,Z,Zo,Q,T,F),

wobei X, Z, 29, und F wie bei einer (akzeptierenden deterministischen)
TURING-Maschine definiert sind und 7 eine Funktion

71 (Z\ Q) x (X U {x}) — 272Xt {RN.L)

Ist.
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Nichtdeterministische TURING-Maschinen 1l

(w1, z, zws) E (wy, 2',wh), falls (2/,x',1) € 7(z, x) existiert und
(w1, z,ws) = (wh, 2’,wh) bei einer (deterministischen) TURING-Maschine
mit (2/,2',r) = (2, x) gilt

Definition: Es sei M = (X, Z,29,Q,J) eine nichtdeterministische TURING-
Maschine. Die von M akzeptierte Sprache T'(M') definieren wir durch

T(M) ={w|we X", (Az,w) " (v1,q,v2) fir ein g € F}.
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Nichtdeterministische TURING-Maschinen — Beispiel

M = ({a,b},{20720,221,27227227227 q},20,1a}7:1q})

) = {(z9,2,N),(23,2,N)} firx € {a,b},
) = {(z,a R)} fur i € {2, 3},
) = {(z/,a,R)} firie {23},
(2, a) = {(Z" a R)}
) = {(z;,%x,N)} firie {23},
) = {(¢,%x,N)} furie {23},
) = {(z04,%, L)} firie {23}
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Nichtdet. TURING-Maschinen — Beispiel - Fortsetzung

= {(21,2,0, L)}, 7(21,2,0) = {(20,2,a, L)},
= {(zi,2,0, L)} firj€{0,1},
(21,2:0, L)}, 7(213,a) = {(22,3,0, L)},
(20,3:a, L)},
(
(
(

I
—~—

= { Zj73,b, L)} fur 5 € {0, 1,2},
= {(z,*, R)} furie{2,3},
= {(zj4, %, N)} furje{l,2},ie{2,3}

ﬂ

~—~
N
\.[\.'J
' »
-

N—" N—" N——" N—" N—" N—" N—"

I

—~—

=
S
|

= {a™ | m = 2" oder m = 3" fiir ein n > 0}
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Linear beschrankter Automat

Definition:
Ein linear beschrankter Automat ist eine nichtdeterministische T URING-Maschine

M = (X,Z,2y,Q,0, F), deren Kopf sich wahrend der Abarbeitung der Eingabe
w € X* hochstens liber |w| + 2 verschiedenen Zellen befindet.

Satz:
Eine Sprache ist genau dann kontextabhangig, wenn sie von einem linear
beschrankten Automaten akzeptiert werden kann.
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Endlicher Automat — Definition

Definition: i) Ein endlicher Automat ist ein Quintupel
A — (X727207F75)7

wobeli
- X und Z Alphabete sind,

- 20 € Z und F C Z gelten,

- 0 eine Funktion von Z x X in Z ist.

ii) Die Erweiterung 6* von § auf Z x X* definieren wir durch
0*(z,\) =z und 6*(z,wzx) =9(6*(z,w),x) firw e X*, z € X.
iii) Die durch A akzeptierte Wortmenge definieren wir durch

TA) ={w | we X* §(z,w) € F}.
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Endlicher Automat — Beispiel

A= (X,Z, 2y, F,6) mit X ={a,b,c}
Z = {20,21,22,23} ,
F = {2},
(21 firz=2zp,x=a
zo furz=2z1,2=a
oz,2) = S 2o fir z € {20,22},x = ¢
z3 sonst

T(A) = {c"aac™aac™aa...c"aa | k> 1,n >0,n; >1,2<j <k}

Theoretische Informatik, Formale Sprachen und Automaten 91



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Nichtdeterministischer endlicher Automat

Definition:

i) Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel A =
(X,Z, 29, F,0), wobei fir X Z zy, F die Bedingungen wie beim endlichen
Automaten gelten und 0 eine Funktion von Z x X in die Menge der Teilmengen
von Z ist.

i) Wir definieren 6*(z,\) = {2} fir z € Z, und fir w € X*, x € X und
z € Z gelte 2’ € §*(z,wx) genau dann, wenn es einen Zustand z” € §*(z, w) mit
'€ 6(2",x) gibt.

iii) Die von A akzeptierte Wortmenge ist durch

T(A) ={w | 6*(z0,w) N F #£ 0}

definiert.
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Endliche Automaten versus regulare Sprachen

Satz:

Die beiden folgenden Aussagen sind fiir eine Sprache L aquivalent:

i) L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten akzeptiert.

ii) L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

Satz:

Fir eine Sprache L sind die folgenden Aussagen aquivalent.

i) L ist regular.

ii) L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten akzeptiert.

iii) L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptiert.
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Beispiel fur Konstruktion des Automaten aus Grammatik |

G ({S, A, B},{a,b}, P, S)

P = {§S=>\5—d4,S—>a,S—bS—bB,A— a,
A—-b,A—aA,A—bB,B—bB,B— bB,B — b}

G'" = ({S,A, B,$},{a,b}, P,S)

P = {S—\S—aA S —a$,S— b3S —bB,A— a$,
A— b3, A—aA,A—bB,B—bB,B — b$,$— \}

nichtdeterministischer endlicher Automat: B = ({a,b},{S, A, B,$},S,{S, $},6)

5(S,a) = 6(A,a) = {A,8} . 8(S,b) = 6(A,b) = 8(B,b) = {B,$) ,
5(B,a) = 6($,a) = 5($,b) =0 .
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Beispiel fur Konstruktion des Automaten aus Grammatik |l

deterministischer endlicher Automat: B’ = ({a,b},{S, A, B,$},{S},{S,$},d)

{4,8} = 0'({Sha) =0"({4},a) =6'({S, A}, a) = 0'({S. B}, a)
= 0'({4,B},a) =6'({S, 4, B}, a),
0 = 6({B},a)=106(0,a)=205(0,0)
{B,8} = &' ({S}b)=06({A}b) =d({B},b) =d"({S,A},b)
= ¢({S,B},b) =06 ({A,B},b) =06({S, A, B},D),
(U U{$tz) = §Ux)u{$} firU C{S,A B}, ze€{a,b}
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Kellerautomat — Definition

Definition:
Ein Kellerautomat ist ein Sechstupel

M — (XyZ7F7Z07F75)7

wobei

- X das Eingabealphabet ist,

- Z die endliche Menge von Zustanden ist,

- I' das Bandalphabet ist,

- 20 € Z und F C Z gelten,

- 0 eine Funktion von Z x X x (I'U{#}) in die Menge der endlichen Teilmengen
von Z X {R, N} x I'* ist,
wobei # ¢ I', R und N zusatzliche Symbole sind.
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Kellerautomat — Definition — Fortsetzung

Definition: Eine Konfiguration K des Kellerautomaten M st ein Tripel
(w, z,a#) mitw e X*, z€ Zund a € T'*.

Der Ubergang von einer Konfiguration K7 in die nachfolgende Konfiguration K5
(geschrieben als K7 = K5) wird wie folgt beschreiben: Firz € X,v e X*, 2z € Z,
ZeZ,yel,fel™ ael™ gilt

(xv, z,va#) = (v, 2/, Ba#), falls (2, R,05) € 0(z,x,7),
(zv, 2,va#) E (20, 2', Baft), falls (2, N,B) € 6(z,x,7),
(xv, z, #) E (v, 2/, B#), falls  (2/,R,B) € 0(z,x,#)

(z0,2,4) F (xv, 2/, B#),  falls (2N, B) € 8z, 2, #).

Definition: Sei M ein Kellerautomat. Die von M akzeptierte Sprache definieren
wir durch

TM) ={w | (w, 20, #) F" (A, ¢, #) fir ein g € F}.
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Kellerautomat — Beispiele

M= (X,Z,T, z,F,0) M = (X, 2", T 2, F',d")
X ={a,b}, I'={a}, X = ({a,b}, T"={S,a,b},
= {20,21,22} F = {Zl} 1 7! — {zé)zi)zé}) F = {zi}
S(z0.0.#) = {(z0. Roaa)} . /(o #) = {(2}, N, S)} fiir @ € {a, b},
5(20,0,0) = {(20. R.aaa)} ,  &(,2,8) = {(, N,aSbb), (21, Nabb)}
d(z0,0,a) = {(z1, R, \) , fur z € {a, b},
6(q,b,a) = {(21, R,\)}, 0'(z1, @, x) = {(21, R, \) } fiir x € {a, b}
6(z, am) {(z2, R,7)} 0'(z,z,7) = {(23, B, \)}

In allen anderen Fallen In allen weiteren Fallen
T(M) = {a™*" | n > 1} T(M') ={a"b*" | n > 1}
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Kellerautomaten versus kontextfreie Spachen

Lemma:
Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es einen Kellerautomaten M mit T'(M) = L.

Lemma:
Zu jedem Kellerautomaten M gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) =
T(M).

Satz:
Die beiden folgenden Aussagen sind fiir eine Sprache L aquivalent:

i) L ist eine kontextfreie Sprache.
i) L =T(M) gilt fir einen Kellerautomaten M.
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