Fakultat fur Informatik Universitat Magdeburg

Jirgen Dassow

Motivation — natirliche Sprachen

Satz) — (Substantivphrase)(Verbphrase)
Satz) — (Substantivphrase)(Verbphrase)(Objektphrase)

(

(

(Substantivphrase) — (Artikel)(Substantiv)
(Verbphrase) — (Verb)(Adverb)

(Substantiv) — Hund (Substantiv) — Banane
(Artikel) — der (Artikel) — ein

(Verb) — geht (Verb) — singt
(Adverb) — langsam

Theoretische Informatik / Formale Sprachen und Automaten

61



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Motivation — natirliche Sprachen

(Satz) = (Substantivphrase)(Verbphrase)
—> (Substantivphrase)(Verb)(Adverb)
—> (Substantivphrase) geht (Adverb)
—> (Substantivphrase) geht langsam
—> (Artikel)(Substantiv) geht langsam
—> der (Substantiv) geht langsam

—> der Hund geht langsam

(Satz) = ... = ein Banane singt langsam
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Motivation — Programmiersprachen

(unsigned integer) — (digit) | (digit){digit}

(unsigned real) — (unsigned integer).(digit){digit} |
(unsigned integer)E(scale factor)

(scale factor) — (unsigned integer) | (sign) (unsigned integer)

(digit) = 0|1|2|3|4]5|6|7|8]9

(sign) — + | -

(

unsigned real) = (unsigned integer)E(scale factor)
— (digit){digit }E(scale factor)
—> 3{digit }E(scale factor)

—> 314E(scale factor) = 314E(sign)(unsigned integer)

—> 314E—(unsigned integer) =—> 314E—(digit)
—> 314E-2
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Regelgrammatik — Definition

Definition: Eine Regelgrammatik (oder kurz Grammatik) ist ein Quadrupel

G = (N,T,P,S),
wobel
e N und T endliche, disjunkte Alphabete sind (V = N UT),
e P eine endliche Teilmenge von (V*\ T™) x V* ist, und

e 5 c N gilt.
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Regelgrammatik — Ableitung und Sprache

Definition: Sei G = (N, T, P, S) eine Regelgrammatik.
Wir sagen, dass aus dem Wort v € VT das Wort «' € V* erzeugt wird, wenn

v =mav2, ¥V =7Br, a—BEP
fur gewisse 1,75 € V* gelten.
Schreibweise: v — +/

—* — reflexiver und transitiver Abschluss von —>

Definition: Fiir eine Grammatik G = (N, T, P,S) definieren wir die von G
erzeugte Sprache L(G) durch

LG)=Aw:weT" und S =" w}.
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Regelgrammatik — Beispiele |

Gl — ({SaA7B}7 {CL, b}7 {p17p27p37p47p5}7 S)
p1=8S—AB, pp=A—aA p3=A— X\ ps=B— Bb, ps =B — A

L(G1)={a"® :n>0,m >0}

Gy = ({5},{a,b},{S — aSbh,S — ab}, 5)
L(G2) ={a™b™ :n > 1}

Gs = ({S, A}, {a,b},{S — N\, S — aS,S — Sb},9)
L(G3) ={a™ :n>0,m >0}

Gy = ({S,A},{a,b}, Py, S)
Pi={S—X\5—aS5,5—a,S— A A—bA, A — b}
L(Gy) ={a™ :n>0,m >0}
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Regelgrammatik — Beispiele |1l

G, ={S,A,B,B,B"} {a,b,c}, P;,S) firi € {5,6}

Ps Ps

po =S — abc
p=5— ABA P =95 — aABbA

py = AB — aAbB’' | po = AB — aAbB’
p3s = AB — abB" | p3 = AB — abB"”
P4 = B'b — bB’ P4 = B'b — bB’

ps = B"b — bB” | ps = B"b — bB”

pe = B'A — BAc | p¢ = B'A — BAc
pr = B"A — ¢ pr = B"A — cc
ngbB%Bb ngbB%Bb

L(Gs) = L(Gg) = {a™b"c" | n > 1}
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Regelgrammatik — Beispiele 1l

G- = (N,T,P,S) mit

= {5}
{xayaza+7_7'7:7(7)}7
(S (S+5),5 — (S—5),5 — (S-5),5 — (S : ).

S—z,5—y,S— 2z}

T 8=
|

L(G7) besteht aus allen exakt geklammerten arithmetischen Ausdriicken mit den
Variablen z,y, 2
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Regelgrammatik — Beispiele 1V

Gs = ({A,I,J},T,P,A) mit

T — {S,P,LOOP, WHILE, BEGIN,END, =, .. (,)
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,2,[,]},

P = {A—z[l]:=0, A— x[I]:=x[I], A— x[I]:= S(z[I]),
A = a[l] = P(z[I]), A— A; A, A— LOOP z[I]| BEGIN A END,
A — WHILE z[I] # 0 BEGIN 4 END)
U{I = Jz, J— Jz |z € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9})
Ul —>zx, Jox|ze{l,23,456,7,89}}

L(Gg) besteht aus allen LOOP /WHILE-Programmen
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Typen von Regelgrammatiken

Definition: Sei G = (N, T, P, S) eine Regelgrammatik. Wir sagen

a) GG ist monoton, wenn fiir alle Regeln @« — 8 € P die Bedingung |a| < |f]
erfullt ist, wobei als Ausnahme S — \ zugelassen ist, wenn |5’|s = O fiir alle
Regeln o/ — B’ € P gilt,

b) G ist kontextabhangig, wenn alle Regeln in P von der Form uAv — wwv mit
u,v € V¥, A€ N und w € V7 sind, wobei als Ausnahme S — )\ zugelassen
ist, wenn |3’|s = O fur alle Regeln o/ — B’ € P gilt,

c) G ist kontextfrei, wenn alle Regeln in P von der Form A — w mit A €¢ N
und w € V* sind,

d) G ist regular, wenn alle Regeln in P von der Form A — wB oder A — w
mit A, B € N und w € T sind.
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Typen von Sprachen

Definition: Eine Sprache L heiBt monoton (bzw. kontextabhangig, kontextfrei
oder regular), wenn es eine monotone (bzw. kontextabhangige, kontextfreie oder

regulare) Grammatik G mit L = L(G) gibt.

L(REG) - Menge der regularen Sprachen

L(CF) — Menge der kontextfreien Sprachen

L(CS) — Menge der kontextabhangigen Sprachen

L(MON) - Menge der monotonen Sprachen

L(RE) — Menge der von Regelgrammatiken erzeugbaren Sprachen
Lemma:

L(CS) C L(MON) C L(RE) und L(REG) C L(CF) C L(RE)
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Normalformen |

Lemma:

Zu jeder Regelgrammatik G = (N,T,P,S) kann eine Regelgrammatik
G'" = (N',T,P',S) so konstruiert werden, dass alle Regeln aus P’ von der
Form

a— foder A— amita,5e (N, Ae N, aeT

sind und L(G) = L(G") gilt. Ist auBerdem G eine monotone, kontextabhangige
bzw. kontextfreie Grammatik, so ist auch G’ monoton, kontextabhangig bzw.
kontextfrei.
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Normalformen 11

Satz:
Zu jeder monotonen Grammatik G = (N, T, P,S) kann eine monotone Grammatik

G' = (N',T,P',S") so konstruiert werden, dass jede Regel aus P’ von einer der
Formen

A— BC, A— B, AB— CB, AB — AC, B — a oder §" — \

mit Ae N, B,C € N'\ {5}, ae T ist und L(G) = L(G") gilt.

Folgerung: L(MON) = L(CS).
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Normalformen 111

Lemma:
Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P,S) existiert eine kontextfreie
Grammatik G' = (N',T, P’ S) derart, dass
i) P’ keine Regel der Form A — X mit A # S enthalt,
i) lw|s = 0 fiir alle Regeln A — w € P’ gilt, und
i) L(G) = L(G') ist.

Folgerung: L(CF) C L(MON).
(L(REG) C L(CF) C L(CS)=L(MON) C L(RE))
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Normalformen 1V

Lemma:

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N,T,P,S) kann eine kontextfreie
Grammatik G’ = (N, T, P’,S) so konstruiert werden, dass P’ keine Regel der
Form A — B mit A, B € N enthilt und L(G) = L(G') gilt.

Satz (CHOMSKY-Normalform):
Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N,T,P,S) kann eine kontextfreie
Grammatik G' = (N',T, P’,S) so konstruiert werden, dass P’ nur Regeln der

Form
A— BC und A—a mit A B,CcN, ,acT

enthalt, wobei S — X\ als Ausnahme zugelassen ist, falls S in keiner rechten
Seite einer Regel aus P’ vorkommt, und L(G) = L(G') gilt.
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Normalformen V

Satz:
Zu jeder regularen Grammatik G = (N, T, P,S) kann eine regulare Grammatik
G'= (N',T, P’ S) so konstruiert werden, dass P’ nur Regeln der Form

A—aB und A—a mit A BeN, ,acT

enthalt, wobei S — X als Ausnahme zugelassen ist, falls P’ keine Regel der
Form A — aS enthilt, und L(G) = L(G') gilt.
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Schleifensatze |

Satz (Schleifensatz / Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen):
Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es eine (von L abhangige) Konstante k
derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u,v,w gibt, die den
folgenden Eigenschaften genugen:

1) 2z = uvw,

i) |luv| <k, |[v] >0, und

i) uv'w € L fiir alle i > 0.

Lemma: L ={a"b":n>1} € L(CF)\ L(REG).
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Schleifensatze 1l

Satz (Schleifensatz / Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine (von L abhangige) Konstan-
te k derart, dass es zu jedem Wort z € L mit |z| > k Worter u, v, w, x,y gibt,
die folgenden Eigenschaften genugen:

1) 2 = uvwzy,

i) lvwzx| <k, |v| + |z| > 0, und
i) wo'wx'y € L fir alle ¢ > 0.

Lemma: L = {a"b"c":n>1} € LMON)\ L(CF).

Satz: L(REG) C L(CF) C L(CS) = L(MON) C L(REG).
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