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Vorbemerkungen

if (x >y) z=ux; else z = y;

Wenn es blaue Tiger regnet, dann fressen alle Kirschbaume schwarze
Tomaten.

(1) =1,
q(i) =q(i — 1) 4+ 2¢ — 1 fir ¢ > 2
Welchen Wert hat ¢(6)7

24 st durch 2 teilbar. Wenn 24 durch 2 teilbar ist
24 1st durch 3 teilbar. und 24 durch 3 teilbar ist,
24 st durch 6 teilbar. so ist 24 durch 6 teilbar.
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Aussagen

Eine Aussage ist ein sprachliches oder gedankliches Gebilde, dem genau
einer der beiden Wahrheitswerte wahr oder falsch zukommt.

Prinzip der Zweiwertigkeit: Jede Aussage ist wahr oder falsch.

Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch: Es gibt keine Aussage, die
sowohl wahr als auch falsch ist.

Die Sonne kreist um die Erde.
Heute ist schones Wetter.
x 1st eine Primzahl.

Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.
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Worter

Alphabet — nichtleere Menge
Buchstabe — Element eines Alphabets

Wort (iiber V') — Folge von Buchstaben (aus V)
V* (bzw. V1) — Menge aller (nichtleeren) Worter liber V
Produkt (Katenation) von Worter — Hintereinanderschreiben von Wortern

v Teilwort von w — w = z1vzo fur gewisse 1,10 € V*
v Anfangsstuck von w — w = vx fur ein gewisses x € V'*

#.(w) — Anzahl der Vorkommen des Buchstaben a im Wort w

lw| =" ,cv #alw) — Lange des Wortes w € V*
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Aussagenlogischer Ausdruck - Definition

Alphabet V= {(7 )7 =, A\, V, =, H} U\{plap27p37 ce -y Pny - - }/

var

Definition: i) Jede Variable p;, i € N, ist ein aussagenlogischer Ausdruck
uber V.

ii) Sind A und B aussagenlogische Ausdriicke tiber V', so sind auch
_'Aa (A/\ B)a (A \ B)7 (A — B>7 (A — B)

aussagenlogische Ausdrucke uber V.

iii) Ein Wort tber V' ist nur dann ein aussagenlogischer Ausdruck tber V/,
falls dies aufgrund endlich oftmaliger Anwendung von i) und ii) der Fall ist.
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Aussagenlogischer Ausdruck - Beispiele

a) 7(p1 — ~(p2 — p3)) —ja

b) == (p1 V p2) — ja

)
)
c) p1 — —pz — nein
) (

d) (Vp1) — nein

Definition: Ein aussagenlogischer Ausdruck heilt Literal, falls er die Form
p; oder —p; fiir ein ¢ € N hat.
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Aussagenlogischer Ausdruck - Charakterisierung

Satz: Ein Wort A ist genau dann ein aussagenlogischer Ausdruck tber V/,
wenn es die folgenden fiinf Bedingungen (gleichzeitig) erfiillt:

1. Das Wort A beginnt mit einer Variablen oder mit — oder mit (.
2. Auf eine Variable oder ) folgt in A das Symbol ) oder ein Element aus
{A,V,—, <}, oder die Variable bzw. ) ist das letzte Symbol des Wortes.
3. Auf ein Element aus {(,—, A, V, —, <>} folgt in A eine Variable oder —
oder (.
4. #(A) =#)(A) = #nv,—,o1(A).
5. Fiir jede Stelle in A, an der ( steht, d.h. A =W (W’, gibt es ein
Wort B mit folgenden Eigenschaften:
- A=W (BW",
— fiir jedes echte Anfangsstiick U von (B gilt #((U) # #(U),
- #((B) = #)((B) = #{a vy (B).
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Aussagenlogischer Ausdruck - Wertberechnung

Definition. Eine Belegung ist eine Funktion « : var — {0,1}

Definition: Der Wert w,(C) eines aussalogischen Ausdruck C' unter der

Belegung « ist induktiv wie folgt definiert:

— Ist C' = p; fiir eine Variable p;, i € N, so gilt w,(p;) = a(p;).

—Ist C' = —A, so gilt w,(—A) = 0 genau dann, wenn w,(A) =1 gilt.

—Ist C = (A A B), so gilt wo((AA B)) =1 genau dann, wenn
wa(A) = we(B) =1 gilt.

—Ist C' = (A V B), so gilt w,((AV B)) =0 genau dann, wenn
wa(A) = we(B) = 0 gilt.

—lIst C = (A — B), so gilt w,((A — B)) = 0 genau dann, wenn
wa(A) =1 und wy(B) = 0 gelten.

—Ist C = (A < B), so gilt w,((A <> B)) = 1 genau dann, wenn
wa(A) = we(B) gilt.
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Boolesche Funktion

Definition: Sei n € N. Unter einer n-stelligen Booleschen Funktion f
verstehen wir eine Funktion von {0,1}" in {0, 1}.

1 i) I3 b

0O 0 0|1

0O 0 110

0O 1 010

Beispiel: 0 1 1 |1
1 0 010

1 0 1 |1

1 1 0 |1

1 1 1 |1

Satz: Fiir n € N gibt es 22" Boolesche Funktionen.
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Ausdruck versus Funktion |

Definition: Sei A ein aussagenlogischer Ausdruck A mit wvar(A) C
{p1,p2,...,pn}. Die von A induzierte n-stellige Boolesche Funktion f4 ,
ist durch

fan(x1, o, ... xn) = wa(A) mit a(p;) =x; firl <i<n

definiert.
2 f(p1/\p2) (z) f(pl\/m) (z) f(p1—>p2) (z) f(p1<—>p2) (z)
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
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Ausdruck versus Funktion |l

A= =(p1 — ~(p2 — p3))
B=(py—p3), C=-B, D= (p1 —C)und A=-D

r1 = Oé(pl) L2 = Oé(pg) L3 = Oé(pg) wa(B) wa(c) wa(D) wa(A)
0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0 1
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Semantische Aquivalenz

Definition: Ein aussagenlogischer Ausdruck A heillt semantisch aquivalent
zum aussagenlogischen Ausdruck B, wenn fur jede Belegung o die Beziehung
wa(A) = we(B) gilt.

Bezeichnung: A= B

Satz: Die semantische Aquivalenz Ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der aussagenlogischen Ausdrucke.

Lemma: Seien A und B zwei aussagenlogische Ausdriicke und n € N eine
natlirliche Zahl, so dass var(A) Uwvar(B) C {p1,p2,--.,pn} gilt. Dann
sind A und B genau dann semantisch aquivalent, wenn f4 , = fp . gilt.
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Tautologie, Kontradiktion, Erfullbarkeit

Definition: i) Ein aussagenlogischer Ausdruck A heiBt Tautologie, falls
wq(A) =1 fir jede Belegung « gilt.

ii) Ein aussagenlogischer Ausdruck A heiBt Kontradiktion oder unerfiillbar,
falls wy(A) = 0 fir jede Belegung « gilt.

iii) Ein aussagenlogischer Ausdruck A heiBt erfillbar, falls A keine
Kontradiktion ist.

Lemma: Zwei aussagenlogische Ausdricke A und B sind genau dann
semantisch aquivalent, wenn der Ausdruck (A < B) eine Tautologie ist.
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Tautologien |

Satz: Die folgenden aussagenlogische Ausdriicke sind Tautologien:

i) (——p1 < p1) (doppelte Verneinung)
i) ((p1 Ap1) < p1)
i) ((p1Vp1) < p1)
iv)  ((p1 Ap2) < (p2 Ap1)) (Kommutativitit der Konjunktion)
v) ((p1Vp2) < (p2Vp1)) (Kommutativitit der Disjunktion)
vi) (1 <= p2) < (p2 = p1))
vii)  (((p1 Ap2) Aps) <> (p1 A (p2Ap3))) (Assoziativitit der Konjunktion)
viii)  (((p1Vp2) Vps) < (p1V (p2Vp3))) (Assoziativitit der Disjunktion)
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Tautologien |l

Satz: (Fortsetzung)

ix)  (((p1 Ap2) Vp3) < ((p1Vps) A (p2Vp3)))
x)  (((p1Vp2) Ap3) < ((p1 Aps) V (p2 Aps)))
xi)  ((p1Ap2) < ~(=p1V —p2))
xii)  ((p1Vp2) < =(=p1 A —p2))
xiii)  ((p1 — p2) < (mp2 — —p1))
xiv)  ((p1 — p2) < (mp1V p2))
xv) ((p1 < p2) < ((pr — p2) A (P2 — p1)))
xvi)  ((p1 A (p1 — p2)) — p2)
xvii)  (((p1 — p2) A (P2 — p3)) — (P1 — P3))

Distributivgesetz)
Distributivgesetz)
)
)

(
(
(de Morgan-Regel
(de Morgan-Regel
(

Kontraposition)
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Parallele Substitution |

Bezeichnung: psub(A,p, B) ist das Wort, das aus A entsteht, indem man
jedes Vorkommen von p in A durch B ersetzt

Lemma: Seien A und B aussagenlogische Ausdriicke, p eine Variable und
« eine Belegung. Ferner sei die Belegung 3 durch

Blq) = {04(61) q7p

wo(B) q=p

definiert. Dann gilt
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Parallele Substitution |l

Satz: Sind A eine Tautologie und p eine Variable, so ist fur jeden
aussagenlogischen Ausdruck B auch psub(A, p, B) eine Tautologie.

Satz: Sind A und A’ zwei semantische aquivalente Ausdriicke und p
eine Variable, so sind fur jeden aussagenlogischen Ausdruck B auch die
Ausdriicke psub( A, p, B) und psub(A’, p, B) semantisch aquivalent.
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Sequentielle Substitution und ein Lemma

Bezeichnung: Fir aussagenlogische Ausdricke A und B und einen
Teilausdruck C von A ist ssub(A, C, B) die Menge der Worter, die aus A
entsteht, indem wir ein Vorkommen von C in A durch B ersetzen.

Satz: Seien B und C zwei semantisch aquivalente Ausdrucke, A ein
Ausdruck und C' ein Teilausdruck von A. Dann ist A zu jedem Ausdruck
aus ssub(A, C, B) semantisch aquivalent.

Satz: Seien B und C zwei semantisch aquivalente Ausdricke, A eine

Tautologie und C' ein Teilausdruck von A. Dann ist jeder Ausdruck aus
ssub(A, C, B) eine Tautologie.

Lemma: Fir einen Ausdruck A, eine Tautologie B und eine Kontradiktion

C' gelten
ANB=A und AV(C=A.
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Normalformen |

Definition: Ein aussagenlogischer Ausdruck A ist in konjunktiver
Normalform, falls A die Form

A= (AL NA3N---NA)
fur ein m > 1 hat, wobei jeder der Ausdrucke A;, 1 < i < m, die Form
Ai = (Az',l \V4 Ai’Q VeV Az,nz)

mit n; > 1 hat, in der jeder Ausdruck A;;, 1 < <m, 1 <j <mn,, ein
Literal ist.
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Normalformen Il

Definition:  Ein aussagenlogischer Ausdruck A ist in disjunktiver
Normalform, falls A die Form

A= (A1 VANV---VA,)
fur ein m > 1 hat, wobei jeder der Ausdrucke A;, 1 < i < m, die Form
Ai = (Az',l N\ Ai’Q JANKIIEIVAN Az,nz)

mit n; > 1 hat, in der jeder Ausdruck A;;, 1 < <m, 1 <j <mn,, ein
Literal ist.
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Normalformen 111

Satz: Zu jedem aussagenlogischen Ausdruck gibt es einen semantisch
aquivalenten Ausdruck, bei dessen Konstruktion nur Negation, Konjunktion
und Disjunktion (Alternative) benutzt werden.

Satz: Zu jedem aussagenlogischen Ausdruck A gibt es aussagenlogische

Ausdrucke B in konjunktiver Normalform und C' in disjunktiver Normalform,
fur die A = B und A = C gelten.

Folgerung: Zu jeder n-stelligen Booleschen Funktion f gibt es einen
aussagenlogischen Ausdruck A mit var(A) = {p1,p2,...,pn} und f = fa.
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Normalformen IV

A= ﬁ(Pl — ﬁ(P2 — P3))

disjunktive Normalform konjunktive Normalform
M = {(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1), M’ = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0)}
(0,1,1),(1,1,0)}

m(1,0,0) = (P1 A =p2 A —p3) 5(0,0,0) = (p1V p2 V p3)

m(1,0,1) = (P1 A —p2 A p3) 50,0,1) = (P1 V p2 V —p3)

m,1,1) = (p1 A p2 A D3) 5(0,1,0) = (P1 V —p2 V p3)
5(0,1,1) = (P1 V —p2 V —p3)
8$(1,1,0) = (—p1 V —p2 V p3)

((pr A =p2 A=p3) V (pr A=p2 Ap3) | ((p1Vp2Vp3)A(pLVp2V —ps)

V(p1 A p2 Aps)) A(p1V —p2 V p3) A (p1V —p2 V —p3)
A(—p1 V —p2 V p3))
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Entscheidungsprobleme

Probleme:
Ist ein gegebener aussagenlogischer Ausdruck erfullbar?
Ist ein gegebener aussagenlogischer Ausdruck eine Tautologie?

Ist ein gegebener aussagenlogischer Ausdruck eine Kontradiktion?

Reduktionen:

Ein Ausdruck A ist genau dann eine Kontradiktion, wenn A nicht erfiillbar
Ist.

Ein Ausdruck A ist genau dann eine Tautologie, wenn —A nicht erfillbar
Ist.
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Eingabe: Aussagenlogischer Ausdruck A mit n Variablen

m = 0; 1 =0;
while (m ==0&& 1 <2") {m =wy,(4); i =i+ 1;}

if (m == 0) Gib ,,A ist nicht erfiillbar" aus;
else Gib ,, A ist erfullbar” aus;

(dabei ist «; die Belegung fir die «a;(p1)ai(p2)...ai(p,) die
Binardarstellung von i ist)

Komplexitat: exponentiell
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Klausel und Resolvente

Definition: Eine Klausel iiber {p1,ps,...,pn} ist eine Menge
K = {pi;» Digs - -+ s Pips "Pj1> Pjos -+ > Wis}
mit
{Dirs Pigy -+ Pir} SAPL -+, Pn} und {Djy, Djys -5 iy S APL -+ D) -

Definition: K, K5 und R seien Klauseln. R hei8t Resolvente von K7 und
K5, falls es eine Variable p derart gibt, dass

—p € K7 und —-p € K5 und

- R=(Ki\ {p}) U (K2 \ {-p})
gelten.
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Klauseln und Normalformen

Alternative A = (pi, Vpi, V- -V ;. Vpi, Vi, V-V —p;.)
entspricht ,,eineindeutig”

Klausel KA — {pilpp?:Q'; L 7p’l:7«7_lpj17_|pj27 DR ﬁpzs}

konjunktive Normalform A = (A1 A As A--- N A,)

entspricht ,,eineindeutig”

Menge von Klauseln K = {K4,, Ka,,...,Ka,}
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Resolutionshulle

Definition: Fur eine Menge K von Klauseln setzen wir

res(K) = K U{R | R ist Resolvente zweier Klauseln aus K},
res’(K) = K,
res"THK) = res(res"(K)) firn >0,
res*(K) = U res'(K) .

i>0

Satz: Sei K eine endliche Menge von Klauseln. Dann gibt es eine naturliche
Zahl k£ > 0 derart, dass

res" T (K) = res®(K) firn >0 und res*(K) = res"(K)

gelten.
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Aussagen zur Resolution

Lemma: Es sei R die Resolvente von K’ € K und K" € K. Dann ist
der zur Klauselmenge K = {K’, K"'} gehorende aussagenlogische Ausdruck
A = Ag = (Dgr N\ Dgn) semantisch aquivalent zu dem zur Klauselmenge

L ={K',K" R} gehorenden Ausdruck B = Ay, = (Dg' A Dgn A DR).

Lemma: Fur eine endliche Menge K von nichtleeren Klauseln sind die
zu K, res*(K) fir t > 0 und res*(K) gehdrenden Ausdriicke semantisch
aquivalent zueinander.

Satz: Der zu einer endlichen Klauselmenge K von nichtleeren Klauseln
gehorende Ausdruck ist genau dann unerfiillbar, wenn () € res*(K) gilt.
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Resolutionsalgorithmus

Eingabe: Klauselmenge K eines aussagenlogischen Ausdrucks A
(oder konjunktive Normalform zu A, aus der dann K
gewonnen wird)

n =1; R|0] = K; R[l] = res(K);
while () ¢ R[n] && R[n] # R[n—1]) {n =n+1; R[n] =res(R[n—1]);}

if (0 € R[n]) Gib ,,A ist unerfiillbar" aus;
else Gib ,, A ist erfullbar’ aus;

Komplexitat: exponentiell
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Hornausdruck

Definition:

Ein Hornausdruck ist ein aussagenlogischer Ausdruck in konjunktiver
Normalform (A3 A A A--- A A,,), bei dem jede Alternative A;, 1 < i < m,
hochstens eine nichtnegierte Variable enthalt.

Satz:
Der Algorithmus von Horn fur das Erfullbarkeitsproblem fur Hornausdrucke
ist korrekt.
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Algorithmus von Horn
Eingabe: Hornausdruck A = (A1 AN As A -+ N Ay)

M=0:b=1:

for (1 =1;1 <m; i+ +)
if (A;=p){M =MU{p}; b=0:}

while (b ==0)
{b=1;
for (1 =1;i<m; i+ +)
if (A== (pV-q1V-qV- -V -q)
&& p ¢ M && q; € M furl <j <k)
{M=MU{p};b=07} }

a=1;
for (i =11 <m;i++)
{if (Ai==(—q1 Vg2V -V ~qy)
&&qJEMfurlgjgk)
a=0;}

if (a == 0) Gib ,,A ist unerfullbar” aus;
else Gib ,,A ist erfullbar” aus;

Komplexitat: polynomiell (Polynom vom Grad 3)
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