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Boolesche Funktionen |

Bn.m = {f| f bildet {0,1}" in {0,1}™ ab },

B, = B, firn>1,
B = UBn
n>1

Lemma: Es gibt genau 22" Funktionen in B,,.
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Boolesche Funktionen |l

|dentitat | Negation | Konstante 0 | Konstante 1
X X x ]{/’0 ]{/’1
0 0 1 0 1
1 1 0 0 1
Konjunktion Disjunktion | Parity-Funktion
AND-Funktion | OR-Funktion | XOR-Funktion
L1 2 L1 /\CCQ L1 \/CCQ Tr1 D To
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Beschreibungskomplexitat - Boolesche Funktionen 3



Fakultat fiur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Boolesche Funktionen Il

=7 und zl=12

1 ANxo =71 VT und 21V 2o =71 A T2,

=
8

=z, z=xdl, zx=0, zANrx=zxVzIr=ux,

Sl

i)
iii) T1 0T = To0xy und (21 0x2)0x3 =210 (20 x3)
flir o € {A,V, D},

iv) (x1 B x3) - x3 = (21 - T3) P (T2 - T3).
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Boolesche Funktionen IV

fira = (a1,a2,...,a,) € {0,1}": my(T1,22...,25) = ] AZ3EA. AT

: __ 01\ /.02 an
L Sa(X1, T,y ., xy) = 2] VIV Ve

Satz: Fir jede Boolesche Funktion f € B,, gelten

a) flx1,20,...,2,) = \/ Ma (21,22, ..., Tn),;
acf=1(1)
b) flr1,20,...2y) = /\ Sa(T1, T2, ..., Tn),
acf=1(0)
c) flz1,22,...,2,) = @ Aiiig...imLigLig « + « Liypy

(i1, yim}YCH1,...,n}

fur gewisse a;,4,..4,, € {0,1}.

Beschreibungskomplexitat - Boolesche Funktionen 5



Fakultat fiur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Boolesche Funktionen V

rr T2 T3 f(5817$2,$3)

0 0 0 1

0 0 1 1 f(x1,22,23)

0 1 0 1 = X1 -T2 -3V I -T2 -3VI1 T2 T3
0 1 1 0 VI -y -T3z3VI- T T3

1 0 O 0 = (x1 VT2 VT3) - (T1V a2V 23)
Lo 0 (TTV 22V T3)

110 1 = 212223 O T122 © X223 D 1 D1

1 1 1 1
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Schaltkreis - Definition

Definition: Es sei S eine endliche Menge von Funktionen aus B. Ein (n,m)-
Schaltkreis tber S ist ein (knoten-)markierter, gerichteter und azyklischer
Graph S mit folgenden Eigenschaften:

e 1 paarweise verschiedene Knoten von S sind mit x4, zo, ..., x, markiert,
e die mit einem z;, 1 < ¢ < n, markierten Knoten haben keinen Vorganger,
e die restlichen Knoten von S sind mit Elementen aus & markiert,

e die mit einem f € SN B markierten Knoten haben £ Vorganger,

e m Knoten von S sind zusatzlich noch mit y1,vs, ..., ¥, markiert.
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Schaltkreis - Komplexitatsmale |

Definition:
Es sei S ein (n, m)-Schaltkreis liber S.

i) Wir definieren die GroBe (oder Komplexitat) C'(S) von S als die Anzahl
der mit Elementen aus & markierten Knoten von S.

i) Fir einen Knoten g von S definieren wir die Tiefe D(g) als die maximale
Lange eines Weges von einem mit z;, 1 < ¢ < n, markierten Knoten nach g.

iii) Unter der Tiefe D(S) des Schaltkreises S verstehen wir die maximale
Tiefe der Knoten von S.
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Schaltkreis - Beispiel

S={AV, D}
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Schaltkreis - induzierte Funktion

Definition: Es sei S ein (n, m)-Schaltkreis iiber § C B.
i) Dann definieren wir die Boolesche Funktion f,, die in einem Knoten g
von S induziert wird induktiv uber die Tiefe des Knotens wie folgt:
— Es sei D(g) = 0. Dann ist g mit einer Variablen z;, 1 <1 < n, markiert,
und wir setzen f,(z1, T2, ...,Ty) = ;.
— Es sei D(g) > 0. Dann ist g mit einer Funktion f € § markiert. Sind
f € Bx, 91,92, - - -, gr. die Vorgangerknoten von g und fg,, fg,, ..., fg, die
in den Vorgangerknoten induzierten Funktionen, so setzen wir
folxi, ... xn) = f(fo(x1, s 2n), fou(T1, - s Zn), ooy fo (T, 20)).
i) Sind Ay, ho, ... h,, die Knoten von S, die zusatzlich mit y1,v2,...,Ym
markiert sind, so berechnet S die Funktion f : {0,1}"™ — {0,1}™, die durch

flx1,..sxn) = ((fa (@1, -y xn), fr (@1, s xn), ooy fr, (1,0 ooy 20))

definiert ist.
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Schaltkreis zur Addition von drei Dualziffern

Beschreibungskomplexitat - Boolesche Funktionen 11



Fakultat fiur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Komplexitaten Boolescher Funktionen

Definition:

Fiir eine Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1}" und eine endliche
Teilmenge S von B definieren wir die GroBe Cs(f) und die Tiefe Ds(f)
von f bezuglich & durch

Cs(f) = min{C(S) | S berechnet f und ist Schaltkreis liber S}
und

Ds(f) = min{D(S) | S berechnet f und ist Schaltkreis uber S}.
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Schaltkreis - Komplexitatsmalle ||

Definition:

i) Wir sagen, dass ein Schaltkreis S fan-out-k-beschrankt ist, wenn der
Ausgangsgrad eines jeden Knotens von S hochstens k ist.

ii) Fir eine Boolesche Funktion f : {0,1}™ — {0,1}" und eine endliche
Teilmenge S von B definieren wir C s(f) als das Minimum der GroBen
C'(S), wobei das Minimum (ber alle Schaltkreise tiber S genommen wird,
die f berechnen und fan-out-k-beschrankt sind.
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Formeln und Lange

Wir definieren Formeln bzw. Ausdricke uber & durch die drei folgenden
Bedingungen:

1. Ist f eine n-stellige Funktion aus S, n > 1, so ist f(x1,22,...x,) eine
Formel uber S.

2. Ist f eine n-stellige Funktion aus § und sind Hy, Hs, ..., H, Formeln
iber S, so ist auch f(Hy, Ho, ..., H,) eine Formel lber S.

3. Formeln entstehen nur mittels 1. und 2.

Als Lange Ls(F') einer Formel F' definieren wir die Anzahl der in F
vorkommenden Funktionssymbole.

Fakt: Ls(F') = C1.s(S), wobei S der Schaltkreis zu F ist.
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Vollstandigkeit |

Definition:
Eine Menge § C B heiBt vollstandig, falls jede Boolesche Funktion durch
einen Schaltkreis uber & berechnet werden kann.

Lemma: Eine Menge & C B ist genau dann vollstandig, wenn jede
Boolesche Funktion aus B durch einen Schaltkreis uber S berechnet werden
kann.

Lemma: Ist 7 eine vollstandige Menge und ist jede Funktion f € &7 durch
einen Schaltkreis tiber Sy berechenbar, so ist auch S5 vollstandig.
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Vollstandigkeit |1

Ty = {f|feB,n>1,£0,0,...,0) =0},
T = {f|fe€Bun>1f(1,1,...,1) =1},
Lin = {f|fe€Byn>1f(r,...2,) =ag D a1x1 D asrs® ... P a,xy,
fur gewisse a; € {0,1},1 <i < n},
Mon = {f|fe€B,n>1,f(a,as,...,a,) < f(b1,ba,...by)

fir a; < b;,1 <i < n},
Sd = {f\fEBn,nZ1,f(a1,a,2,...,an)Zf(a_l,a_g,...,m)}.

Satz: (Vollstandigkeitskriterium von POST)

Eine Menge & C B ist genau vollstandig, wenn sie in keiner der Mengen
To, 11, Lin, Mon und Sd enthalten ist.
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Beziehungen zwischen Komplexitatsmal3en |

Satz: Sind &7 und S zwei vollstandige Mengen und k£ > 1 eine naturliche
Zahl, so gibt es (von &1 und S abhangige) Konstanten ¢y, co, d1, ds und
Ck,1,Ck,2, SO dass fur jede Boolesche Funktion f

c1- Csy(f) < Cs,(f) < 2 Cs,(f),
d1- Ds,(f) < Ds,(f) < d2- Ds,(f),
k1 Cr,s,(f) < Crs,(f) < k2 Cr.s,(f)

gelten.
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Beziehungen zwischen Komplexitatsmal3en ||

Satz: Fir jede naturliche Zahl £ > 2 und jede vollstandige Menge S gibt
es eine Konstante ¢ derart, dass

Crs(f) < c-Cs(f)
jede Funktion f aus B gilt.

Satz: Fir jede vollstandige Menge S mit S C B> und jede Funktion f aus
B gelten

log(Ls(f) +1) < Ds(f).

und

Ds(f) < k(S) - log(L(f) + 1) mit k(S) = - o022

Beschreibungskomplexitat - Boolesche Funktionen 18



Fakultat fiur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Beziehungen zwischen KomplexitatsmalB3en Ill

Satz:
Fur jede vollstandige Menge & C Bs und jede Funktion f € B gelten

Cs(f) < Ls(f) und  log(Cs(f) +1) < Ds(f).

Satz:
Fiir jede vollstindige Menge & C B gibt es eine Konstante £/'(S) derart,
dass fur jede Funktion f € B

k'(S) - Ds(f) -log(Ds(f)) < Cs(f)

gilt.
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Asymptotische Komplexitat

f € B,, hangt wesentlich von der Variablen x; ab, , 1 < ¢ < n, wenn es
Werte a; fur 1 < j <n, j # 1, derart gibt, dass

flai,...;ai-1,0,a541,...,an) # fla1, .- ai-1, 1, @iq1, - - ap)

Satz: Fur jede Boolesche Funktion f € B,, die von allen Variablen
wesentlich abhangt, gilt Cp,(f) > n — 1.

Definition: Fiir ein KomplexitatsmaB K € {C,L,D} und eine Menge
S C B von Basisfunktionen definieren wir die Funktion Kg : N — N
vermoge

Ks(n) =max{Ks(f) | f € Bn}.
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Obere Schranken |

Satz: Es gibt eine naturliche Zahl ng derart, dass fur jede naturliche Zahl

n = no on on
C(n) < —+ 0(—>
n n
gilt.
Satz: Es gibt eine naturliche Zahl ng > 1 derart, dass fir jede naturliche
Zahl n > ny
2n—|—1 on
L(n) < ( )
)= fog(m *\iogtm)
gilt.

Beschreibungskomplexitat - Boolesche Funktionen 21



Fakultat fiur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Obere Schranken |l

Satz: Fur jede naturliche Zahl n > 2 gilt

D(n) < n+ [log(n)].

Satz: Es gibt eine naturliche Zahl ng > 1 derart, dass fiir jede natirliche
Zahl n > ng
D(n) < n —log(log(n)) + 2+ o(1)

gilt.
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Einige Abschatzungen
Fir natiirliche Zahlen n > 1 und b > 1 und K € {C, D, L} setzen wir

K(n,b) =#{f | f € Bn, KB,(f) <b}).

Lemma: Fur naturliche Zahlen n > 1 und b > 1 gelten

b-16°- (n+b)?°

L(n,b) < n®164° und C(n,b) < I

Corollary: Es gibt eine naturliche Zahl ng derart, dass fur alle n > ng
C(n,b) < be"(16e(n +b))®

gilt.
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Untere Schranken

Satz: Fir jede natirliche Zahl n > 1 gilt

2 —o(n n) mi n :log(n) !
log(n)(l d(n)) < L(n) t d(n) on +610g(n)°

Satz: Es gibt eine naturliche Zahl ng derart, dass fur alle n > ng
n — log(log(n)) —2 < D(n)

gilt.

Satz: Fiir jede (beliebig kleine) Zahl § gibt es eine naturliche Zahl ng

derart, dass on
fur alle n > ng gilt.
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Asymptotisches Verhalten

Satz:

Es gelten die folgenden Beziehungen:
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Eine komplizierte Funktion

f € Boky3p43
Einteilung der 2% + 3k 4 3 Variablen:

x = (21,2T2,...,Tok), a = (Toky1, Tok o, Tokyy),
b= ($2k+k+1v Lok 4 ey -+ 332’f+2k)v C= ($2k+2k+17 Lok 9k42 - - 'x2k+3k)v
P = Tok 341, q = Tok 3492 I = Tk 3k43

a, b and ¢ — die naturlichen Zahlen mit den Binardarstellungen a, b und ¢

f(ajl’ T x2k+3kz—|—3) — f(@a a, ba ¢ D, q, T)
— [q A [(zg Nxp) V(DA zp A $£)H VI[GA (xq @ xp)].

Satz: C(f) > 3.2~ - 3.
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K- and KA-Ausdrucke

Fakultat fur Informatik

Definition:
Es sei X eine (unendliche) Menge von Variablen.

i) K-Ausdriicke sind wie folgt induktiv definiert.

— Fur jede Variable x € X sind x und © K-Ausdrucke.

— Ist U ein K-Ausdruck und kommt weder die Variable = selbst noch
ihre Negation @ in U vor, so sind U A x und U AT auch K-Ausdrucke.

i) KA-Ausdriicke sind wie folgt induktiv definiert.

— Jeder K-Ausdruck ist ein KA-Ausdruck.
— Sind V7 und V5 zwei KA-Ausdrucke, so ist V7 V V5 ein KA-Ausdruck.

iii) V ist ein KA-Ausdruck fur f € B, falls f =V gilt.
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Kosten eines KA-Ausdruckes

Definition:
Die Kosten eines KA-Ausdrucks sind induktiv wie folgt definiert:
— Fur z € X gilt k(x) = k(T) = 1.

— Fur x € X und einen K-Ausdruck U, der weder x noch T enthalt,
git k(UNz)=k(UAT)=kU)+ 1.

— Sind V7 und V5 KA-Ausdriicke, so gilt k(Vy V Vo) = k(Vh) + k(Va).

Beschreibungskomplexitat - Boolesche Funktionen 28



Fakultat fiur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Implikanten

Definition:

i) Ein K-Ausdruck U heiBt Implikant der Funktion f, falls er fiir jede
Belegung der Variablen U nur dann den Wert 1 annimmt, wenn auch f den
Wert 1 annimmt.

i) Ein K-Ausdruck U heiBt Primimplikant von f, wenn U ein Implikant von
f ist und bei Streichung einer beliebigen (einfachen oder negierten) Variable
in U ein K-Ausdruck entsteht, der kein Implikant von f ist.

I(f) — Menge der Implikanten von f

PI(f) — Menge der Primimplikanten von f
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Einige Aussagen

Lemma:
Ein hinsichtlich der Kosten minimaler KA-Ausdruck fur eine Boolesche
Funktion f ist die Alternative von Primimplikanten von f.

Lemma:
Ein K-Ausdruck U, der weder x noch T enthalt, ist genau dann ein Implikant
fur f, wenn U A x und U AT Implikanten von f sind.

Theorem:
Das Problem der Bestimmung eines minimalen KA-Ausdrucks fur die
Funktion f aus der reduzierten Pl-Tafel von f ist NP-vollstandig.
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Algorithmus von QUINE und MCCLUSKEY

Eingabe: Boolesche Funktion f € B,, als Wahrheitstabelle,
Ausgabe: Menge PI(f) der Primimplikanten von f

Qn ::{mg:Qef_l(l) } !
1:="n;
WHILE Q; # ()
BEGIN 7 :=47—1;
Q; := {U : es gibt eine Variable x derart, dass x und T in U
nicht vorkommen und U Az, U AT € Q;11 gilt } ;
Pz’—|—1 = {U U € Qi—i—l und
jede Menge V' € Q); ist kein Teilausdruck von U }
END :

P[(f) = UZ:z'—I—l Py
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Algorithmus zur Reduktion einer Pl-Table

Eingabe: Pl-Tafel der Funktion f
Ausgabe: Teilmenge R von Primimplikanten von f und reduzierte Pl-Tafel

R := 0 ; Ty := Matrix mit einer Zeile und Spalte und Eintrag O ;
T1:= Pl-Tafel von f; i :=1;
WHILE T; # T;_4
BEGIN M, := {a : zu a gehorige Spalte enthalt genau eine 1} ;
N; :={U : U ist Primimplikant in T;,U(a) = 1 fiir ein a € M;} ;
R:=RU Nz .
T! entstehe aus T} durch Streichen aller Zeilen U € N; und
Streichen aller Spalten zu b mit U(b) = 1 fir ein U € N; ;
T;+1 entstehe aus T} durch Streichen aller Spalten c,
fur die eine Spalte ¢’ mit ¢’ < ¢ existiert;
1 =1+1
END
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Verzweigungsprogramm — Definition

Definition: Ein Verzweigungsprogramm ist ein gerichteter Graph mit

Kanten- und Knotenmarkierungen und drei Sorten von Knoten:

e genau einer Quelle, die mit einer Booleschen Variablen markiert ist, deren
Eingangsgrad 0 und Ausgangsgrad 2 betragen und von den beiden vom
Knoten ausgehenden Kanten ist die eine mit 0 und die andere mit 1
markiert,

e inneren Knoten, die mit einer Booleschen Variablen markiert sind, deren
Eingangsgrad mindestens 1 ist, deren Ausgangsgrad 2 ist und von den
beiden vom Knoten ausgehenden Kanten ist die eine mit 0 und die andere
mit 1 markiert, und

e zwei Senken, die mit 0 bzw. 1 markiert sind und deren Ausgangsgrade 0
sind.
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Verzweigungsprogramm — berechnete Funktion

Defintion:

Es sei GG ein Verzweigungsprogramm, dessen innere Knoten mit x;, 1 <1 <
n, markiert sind.

Wir ordnen GG wie folgt eine Funktion fg zu:

Es sei a = (a1,a2,...,a,) € {0,1}". Wir beginnen mit der Quelle und
folgen stets bei einem Knoten x;, 1 < ¢ < n, der mit a; markierten
Kante. Der Funktionswert fg(a) ist durch Markierung der erreichten Senke
gegeben.
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Verzweigungsprogramm — Beispiel |
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GroBe und Tiefe eines Verzweigungsprogramms

Definition:

Fir ein Verzweigungsprogramm G definieren wir die GroBe VC(G) bzw.
die Tiefe V.D(G) als die um 1 erhohte Anzahl der inneren Knoten von G
bzw. die Tiefe von G.

Definition:
Fiir eine Boolesche Funktion f und K € {C, D} setzen wir

VK(f) =min{VK(G) | G berechnet f}.
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Verzweigungsprogramm — Beispiel |l
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Resultate zur Komplexitat von
Verzweigungsprogrammen |

Theorem:
Fur jede Boolesche Funktion f € B,, gelten

VO(f)<2"—1 und VD(f)<n.

Theorem:
Fur jede vollstandige Menge S gibt es zwei Konstanten ¢y und ¢y derart,
dass fur jede Boolesche Funktion f € B,,

Cs(f) < er-(VC(f)+2) und Ds(f) < s (VD(f) +1)

gelten.
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Resultate zur Komplexitat von
Verzweigungsprogrammen |l

Bezeichnung: VK (n) =max{VK(f) | f € B,} fir K € {C, D}

Theorem: Fur hinreichend groBes n gelten

2TL
— —2<V(C(n)<2" -1
3n - () <
und |
- Og;(n)_c—lg‘/l)(n)gn,

wobel ¢ eine Konstante ist.
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Turing-Maschine

Eine Turing-Maschine ist ein Tupel M = (X, Z, 29, Q, ), wobei
— X das Eingabealphabet ist,

— Z die Menge der Zustande ist,

— 2o € Z der Anfangszustand ist,

— () C Z die Menge der Endstande ist, und

— die Uberfiihrungsfunktion & eine Funktion von (Z\ Q) x (X U {x}) in
Z x (X U{x}) x{R, N, L} ist.

x, R, L and N bezeichnen das Symbol fiir die Leere einer Bandzelle und
die Richtungen nach rechts oder nach links fur die Bewegung des Kopfes
bzw. keine Kopfbewegung.
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Akzeptanz durch Turing- Maschinen

Die Turing-Maschine M akzeptiert das Wort w = aqas...a,, a; € X fur

1 <12 <n, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

1) zu Beginn der Arbeit steht w auf dem Band,

2) zu Beginn der Arbeit ist M im Zustand z,

3) zu Beginn der Arbeit steht der Kopf liber der Zelle, in der a; steht,

4) die Maschine stoppt in einem Endzustand,

5) bei Beendigung der Arbeit steht auf dem Band nur ein ausgezeichnetes
Symbol 1 ¢ X,

6) 1 steht in der Zelle, in der zu Beginn a; stand, und der Kopf befindet
sich erneut uber dieser Zelle.

w wird von M abgelehnt, wenn in Punkt 5 der vorstehenden Definition der
Akzeptanz 1 durch 0 ¢ X ersetzt wird.
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Turing-Maschinen versus Schaltkreise

Definition: Eine Turing-Maschine M heiBt bewegungsuniform, wenn die
Position des Kopfes nach ¢ Schritten nur von der Lange n des Eingabewortes
(und nicht vom Wort selbst) abhangt.

Theorem: Wird eine Sprache L durch eine bewegungsuniforme Turing-
Maschine in der Zeit t entschieden, so gibt es eine Konstante ¢ und eine
Folge von Schaltkreisen, die L mit der Komplexitat ¢t mit t'(n) = ct(n)
entscheidet.

Theorem: Zu jeder Turing-Maschine, die eine Sprache L in der Zeit t
entscheidet, gibt es eine bewegungsuniforme Turing-Maschine, die L in
O(t(n)log(t(n)) entscheidet.

Theorem: Wird eine Sprache L durch eine Turing-Maschine in der
Zeit t entschieden, so gibt es eine Folge von Schaltkreisen, die L mit
der Komplexitat O(t(n)log(t(n)) entscheidet.
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Beispiel fur einen Schaltkreis zur
Simulation einer Turing-Maschine
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