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Kapitel 4

Petri-Netze und formale Sprachen

In diesem Kapitel werden wir auf der einen Seite die Mengen von Schaltfolgen eines Petri-
Netzes aus der Sicht der Theorie formaler Sprachen untersuchen, und auf der anderen Seite
wollen wir mit Hilfe von Petri-Netzen ein Problem aus der Theorie formaler Grammatiken
mit gesteuerten Ableitungen l6sen. Zuerst wollen wir aber einige Notationen und Fakten
aus der Theorie formaler Sprachen geben, die wir im Folgenden benutzen werden.

4.1 Einiges aus der Theorie formaler Sprachen

Hinsichtlich der Theorie der formalen Sprachen gehen wir davon aus, dass die Leserin / der
Leser iiber die Grundkenntnisse aus einer Vorlesung zur Theoretischen Informatik verfiigt
(siche z.B. [12]). Insbesondere erwarten wir die Kenntnis der Chomsky-Normalform fiir
kontextfreie Grammatiken, der Aquivalenz der reguléren Sprachen und der von endlichen
Automaten akzeptierten Sprachen und der Schleifensitze (Pumpinglemmata) fiir regulére
und kontextfreie Sprachen. Wir geben hier nur kurz einige Bezeichnungen und einige Re-
sultate an, die iiblicherweise nicht in den Grundvorlesungen zur theoretischen Informatik
vorkommen.

Ein endlicher Automat wird als Quintupel A = (X, Z, zo, F, 0) spezifiziert, wobei X die
Menge der Eingabesymbole, Z die Menge der Zustéinde, 2y € Z der Anfangszustand, F' C
Z die Menge der akzeptierenden Zustinde und ¢ : Z x X — Z die Uberfiihrungsfunktion
sind.

Eine Regelgrammatik wird als Quadrupel G = (N, T, P, S) spezifiziert, wobei N die
Menge der Nichtterminale, T' die Menge der Terminale, P die Menge der Regeln und S das
Startsymbol oder Axiom sind. Wir bezeichnen die Mengen der reguléren, kontextfreien
und kontextabhéngigen Sprachen mit L(REG), L(CF) und L(CS).

Lemma 4.1 i) R, = {a™0™ |n>m >0} ¢ L(REG).
i) Rope={a"b’c" | r>s>t>0} ¢ L(CF).

Beweis. i) Wir nehmen an, dass R,; regulir ist. Dann gibt es einen endlichen Automa-
ten A = ({a,b}, Z, 2, F,0), der R,; akzeptiert. Die Anzahl der Zustinde von Z sei k.
Wir betrachten das Wort a®*T1b¥+1. Wegen a*t1b*! € R, ist §(29, a*T16FY) € F. Wir
betrachten die Zustéinde z, = 6(zg, a*"1b?), 1 < ¢ < k+1. Dies sind k+ 1 Zusténde. Da es
aber nur k£ Zustande in Z gibt, existieren Zahlen ¢ und j mit 1 < i < 5 < k+1 derart, dass
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z; = z; gilt. Damit erhalten wir 6(z;, V™) = z; und daraus zuerst §(z;, b”(j*")) = z; fur alle
n > 2 und dann 0(zg, d*F1HHMTDYHITI) € F. Damit wird a® 1 pF DG akzeptiert.
Also haben wir af+1pf+1i+=D0=) ¢ R, Da aber (n — 1)(j — i) > 0 ist, ist wegen der
Struktur der Worter in R, auch a*+1pk+i+(n=00-9 ¢ R, Der dadurch erhaltene Wi-
derspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch, womit die Aussage i) des Lemmas bewiesen
ist.

ii) Wir verzichten hier auf einen vollstdndigen Beweis. Wir nehmen an, dass R, eine
kontextfreie Sprache ist und G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-
Normalform ist, die R, . erzeugt. Die Grammatik G habe k Nichtterminale. Wir betrach-
ten das in Ry liegende Wort w = a2 7 p2 2 Dann enthilt der Ableitungsbaum fiir
w einen Teilbaum der Tiefe k + 1, dessen Blétter alle ¢ sind. In diesem Baum gibt es
einen Pfad, der ein Nichtterminal doppelt enthélt. Mittels dieses Nichtterminals kénnen
ein Pumping von zwei Teilwortern ¢ und ¢” mit p + ¢ > 0 erreichen. Hierdurch ent-
steht ein Wort mit mehr Vorkommen von ¢ als Vorkommen von a. Folglich wird ein Wort
abgeleitet, dass nicht in R, . liegt, womit wir einen Widerspruch hergeleitet haben. O

Es sei G = (N, T, P, S) eine Regelgrammatik. Fiir eine Ableitung
D:S—u—w—...=w=w
von w € T in GG, defieren den Arbeitsplatz von w bei D als
Wsa(w, D) = max{|w;| |1 <i<r}
und den Arbeitsplatz von w als
Wsa(w) = min{Wsg(w, D) | D is a derivation of w in G}.
Ohne Beweis geben wir die folgende Aussage an; ein Beweis ist in [13] zu finden.

Satz 4.2 Wenn es fiir eine Regelgrammatik G = (N, T, P,S) eine Konstante k € N
derart gibt, dass Wsa(w) < k|w| fir alle w € L(G) gilt, so ist L(G) eine kontextabhingige
Sprache. a

4.2 Petri-Netz-Sprachen

Das Verhalten von Petri-Netzen wird in entscheidendem Mafle von den im Netz realisier-
baren Schaltfolgen bestimmt. Wir haben bereits im Abschnitt 3.1 fiir jedes Petri-Netz
N = (S,T,F,V,mg) die Menge

L(N,my) = {q | mo[g > m fiir eine Markierung m}

definiert. Offensichtlich ist L(N,my) eine Sprache iiber dem Alphabet 7. Wir nennen
L(N,mg) die Sprache des Petri-Netzes. Da mit N die Anfangsmarkierung my festgelegt
ist, schreiben wir nur einfach L(N) anstelle von L(N,my).

Petri-Netz-Sprachen haben die folgende einfache Eigenschaft, die oft den Nachweis
gestattet, dass eine gegebene Menge keine Petri-Netz-Sprache ist.
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Lemma 4.3 i) Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz und q ein Wort aus L(N).

Dann ist auch jedes Anfangsstiick ¢ von q ein Wort aus L(N). Insbesondere gilt \ € L(N).

ii) Fiir jedes Petri-Netz N = (S, T, F,V,mq) gilt L(N) = Pref(L(N)).!

Beweis. 1) folgt aus der Tatsache, dass mit ¢ auch jedes Anfangsstiick von ¢ eine Schalt-

folge ist. ii) ergibt sich direkt aus i). O
Die folgende Aussage ergibt sich sofort aus der Definition der Lebendigkeit von Petri-

Netzen.

Lemma 4.4 Essei N = (S,T,F,V,mq) ein Petri-Netz. Dann ist N genau dann lebendig,
wenn L(N) die folgende Figenschaft (%) besitzt.
(%) Fir jedes g € L(N) und jedes t € T' gibt es ein r € T mit grt € L(N). O

Folgerung 4.5 Die Sprache eines lebendigen Petri-Netzes ist unendlich. a

Wir definieren nun einige Mengen von Petri-Netz-Sprachen:

L(P) = {L(N)| N ist ein Petri-Netz},
L(PB) = {L(N)| N ist ein beschrénktes Petri-Netz},
L(PL) = {L(N)| N ist ein lebendiges Petri-Netz}.

Wir vergleichen zuerst die gerade definierten Familien von Petri-Netz-Sprachen unter-
einander und mit den Familien der der Chomsky-Hierarchie.

Satz 4.6 FEs gilt das folgende Diagramm aus Abbildung 4.1, das wie folgt zu interpretieren
ist: A — B steht fiir A C B; sind zwei Familien nicht durch einen gerichteten Weg
verbinden, so sind sie unvergleichbar.

L(CS)

/ \
L(CF) L(P)
E(RTEG)

N

L(PB) L(PL)
Abbildung 4.1: Hierachie der Petri-Netz-Sprachen

Beweis. Die Inklusionen L(REG) C L(CF) C L(CS) und ihre Echtheit sind aus der
Vorlesung Theoretische Informatik bekannt (siehe z. B. [12]). Da beschrénkte und leben-
dige Petri-Netze spezielle Petri-Netze sind, folgt aus den Definitionen von £(PB), L(PL)
und L(P) sofort L(PB) C L(P) und L(PL) C L(P).

'Fiir eine Sprache L C V* ist Pref(L) durch Pref(L) = {u | uv € L fiir ein v € V*} definiert.
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i) Es gibt eine regulére Sprache R, die nicht in L(P) liegt.

Offensichtlich ist die endliche Sprache R = {t°} iiber dem einelementigen Alphabet
{t} reguldr. Nach Lemma 4.3 i) ist R aber keine Petri-Netz-Sprache. Also gilt R ¢ L(P).

ii) L(PB) C L(REG).

Es sei L € L(PB). Dann gilt L = L(N) fiir ein beschrénktes Petri-Netz N =
(S,T,F,V,mg). Dann ist die Menge R(N,mg) der erreichbaren Markierungen endlich.
Wir konstruieren nun den endlichen Automaten

A = (T7 R(N7 mO)amOa R(N7 mO)a 5)7

wobei ¢ durch §(m,t) = m’ mit m[t > m’ definiert ist. Da jede erreichbare Markierung
zu den akzeptierenden Zustinden gehort, ist jede Schaltfolge in der von A akzeptierten
Menge. Folglich ist T'(A) = L und damit L regulér.

Da jede Sprache aus L(PB) regulér ist, gilt £L(PB) C L(REG).

Die Sprache R aus i) erfiillt offenbar R ¢ L£(PB). Folglich ist die Inklusion £(PB) C
L(REG) sogar echt.

iii) Es gibt eine Sprache in £(PL), die nicht kontextfrei ist.
Wir betrachten das gewohnliche Netz

N = ({s1, s2},{t1, t2, t3}, {(t1, 51), (51, t2), (t2, 52), (S2,t3)}, V, (0,0)).

Da in N zu jedem Zeitpunkt die Folge t1t5t3 geschaltet werden kann, ist N lebendig. Die
Petri-Netz-Sprache von N ist

L(N) = {u | fiir jedes Wort v € Pref(u) gilt #¢, (v) > #4,(v) > #4,(v)}.

Wir zeigen nun, dass L(N) nicht kontextfrei ist. Angenommen, L(N) ist kontextfrei.
Dann ist auch L(N) N {t;}*{t2}*{t5}* als Durchschnitt einer kontextfreien Sprache mit
einer reguldren Sprache kontextfrei. Wegen

L(N) N {ta} {t} {ts} = {titts [ r = s > ¢ > 0}

erhalten wir einen Widerspruch zu Lemma 4.1 ii).

iv) Aus den Inklusionen L(REG) C L(CF) und L(PL) C L(P) und den Aussagen
in 1) und iii) folgt sofort die Unvergleichbarkeit von L(REG) und L(CF') einerseits und
L(PL) und L(P) andererseits.

v) L(PL) und L£(PB) sind unvergleichbar.

Die Sprache L(N) aus iii) liegt in £(PL), aber ist nicht kontextfrei. Wegen L(PB) C
L(REG) C L(CF) ist auch L(N) ¢ L(PB).

Andererseits ist fiir das gewohnliche Netz N’ = ({s},{t},{(s,t)},V, (1)) die Erreich-
barkeitsmenge R(N’, (1)) durch {(1),(0)} gegeben. Somit ist N’ ein beschrinktes Petri-
Netz. Daher gilt L(N') = {\,t} € L(PB). Wegen Folgerung 4.5 gilt noch L(N') ¢ L(PL).

vi) L(PL) C L(P).
Wir haben schon festgestellt, dass L(PL) C L(P) gilt. Die Sprache L(N’) aus v) liegt
in L(PB) und folglich in £(P), aber nach i) nicht in £(PL). Damit gilt L(PL) C L(P).
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vii) L(P) C L(CS).
Es sei N = (S,T, F,V,mgp) ein Petri-Netz. Dabei sei S = {s1, s9,...,,}. Mit jeder
Transition ¢ und jeder Stelle s assoziieren wir die Mengen

Mt = {Xt) }/t) Zt}7

Ms,t = {At,s,lu At,s,Q; cee 7At7s,t—(s)+1}7
Ns,t = {Bt,s,b Bt,8,27 ceey Bt,s,n(s,t)}>

wobei n(s,t) durch

CA()(s)+1 fiir Adt)(s) < 0
n(s,t) = { | fiir A(f)(s) > 1

definiert ist.
Wir konstruieren nun die Regelgrammatik G = (N, T, P, S), wobei

N={8,S X, VY ZyU{A|1<i<npu{A|1<i<n}ulJMuU| M, U] Ny

teT teT teT
SES seS

gilt und P aus allen Regeln der folgenden Art besteht:
S — SY X AT x gmols2) -y gmolsn) x°g
(durch diese Regel wird eine Beschreibung der Anfangsmarkierung

mo = (mo(s1), mo(s2),...,mo(Sn))
erzeugt),

$YX — $XA 1 fix teT,

ApgrAi = AlA o fiir teT, 1<i<n, 1<r <t (s),
At t-sy+1di = AiAi s -1 fir t€T, 1 <i<mn,
Apsit—(s)+1X = XAy a1 fiir teT,1<i<n—1,

(die Symbole A;, wandern von links nach rechts iiber das Wort und markieren dabei
durch Ubergang zur gestrichenen Variante jeweils soviel Symbole A;, wie ¢~ (s) angibt; sind
nicht geniigend A; vorhanden, so wird die Ableitung blockiert, wenn A; s, mit r < ¢~ (s)
direkt vor einem X steht; sind stets ausreichend viele Symbole A; vorhanden, so wird X,
eingefiihrt),

A Xy — XA, fir teT, 1<i<n,
XXt — XtX fir ¢ eT
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(das Symbol X; bewegt sich von rechts nach links iiber und iiberfiithrt dabei alle A} wieder
in AZ),

$X, X — $XBMIEI A, L fiir te T, Alt)(s1) >0,

BissAi = Bigpn fur teT, 1<i<n, 1<r<n(ts),

Bt,si,n(t,s)Ai - AiBt,si,n(t,s) fir te T7 1 S { S n,

By X — XAZDEIB, L fie teT, 1<i<n—1,A()(sip) >0,

Bt,sn,n(s,t)X — X}/; fur ¢ eT
(wenn A(t)(s;) < 0 gilt, so werden —A(t)(s;) Symbole A; gestrichen; ist A(t)(s;) > 0,
so werden A(t)(s;) Symbole A4; zusitzlich eingefiihrt; folglich wird die Anzahl der 4; um
A(t)(s;) gedndert; nach dieser Anderung wird wird Y; erzeugt),

Vit =Y, fir t,t €T,
V,$— Zt$ fir teT

(das Symbol Y; bewegt sich weiter nach rechts und fiigt vor der Endmarkierung $ ein ¢
ein und wird zu Z geéndert),

t7 — 7t fir teT,
XZ — 7ZX,$7 — %Y

(das Symbol Z wandert nach links und wird vor der Anfangsmarkierung in Y geéndert;
insgesamt wird damit ein Wort $Y XA X A,,,X ... XA X¢$ mit ¢ € T* ins Wort

$YXAT/1XAm/2X . .XAZL;Lth$ iiberfithrt, wobei die Markierung m = (mq, mo, ..., m,)
durch Schalten von ¢ in die Markierung m' = (m/,m}, ..., m!) iibergeht),

SYX =Y, Y'X =Y, Y'$— A
YA, — Y fir 1<i<n,
Yt -tY' fir teT

(das Symbol Y’ wird erzeugt, bewegt sich von links nach rechts und 16scht dabei alle
Symbole, die nicht in 7" liegen).
Aus den Erkldrungen zu den Regeln folgt, dass

SY XA x ATl x Amolon) X§ —* SY XAV XA, X ... XA Xp$ = p

genau dann gilt, wenn mg[p > (uy, us,. .., u,) giltig ist. Hieraus ergibt sich L(G) = L(N).
Wenn k = max{A(t)(s) | t € T, s € S} ist, so wird bei jedem Hinzufiigen einer
Transition der vordere Teil aus Nichtterminalen hochstens um n x k& Symbole verlangert.
Daher hat jede Satzform einer Ableitung von p héchstens die Lange kn|p| +n + 4 + |p|p.
Aus Satz 4.2 folgt nun, dass L(G) und damit auch L(N) kontextabhéingig ist.
Damit ist £(P) C £(CS). Da die Sprache R aus i) in £(C'S) aber nicht in L(P) liegt,

ist die Inklusion sogar echt. a
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Wir geben nun Abschlusseigenschaften beziiglich der in der Theorie formaler Sprachen
iiblichen mengentheoretischen Operationen Vereinigung, Durchschnitt und Durchschnitt
mit reguldren Mengen und der algebraisch motivierten Operationen Konkatenation, Ho-
momorphismen und inversen Homomorphismen.

Satz 4.7 Die Mengen L(P), L(PB) und L(PL) sind nicht abgeschlossen unter Vereini-
gung, Konkatenation, Homomorphismen und Durchschnitten mit requldren Mengen.

Beweis. 1) Vereinigung
Wir betrachten die gewdhnlichen Netze

Ny = ({31}7 {t1}> {(Slvtl)’ (tlv 31)}7 % (1)) und Ny = ({52}7 {t2}> {(SQth)’ (t2a 32)}7 Vi (1))

Offensichtlich sind die Netze beschrénkt und lebendig. Folglich sind die zugehorigen Petri-

Netz-Sprachen
L(Ny) ={t7]0<n}und L(N2) ={t5 |0 <n}

sowohl in £(P) als auch in £(PB) und L(PL).
Wir beweisen nun, dass

nicht in £(P) liegt.

Wir nehmen an, dass es ein Petri-Netz N = (S, 1,19, F,V,mg) mit L(N) = L; gibt.
Wir merken zuerst an, dass A(t;) > 0 gilt. Dies folgt daraus, dass im anderen Fall eine
Stelle s mit A(#)(s) < 0 existiert, fiir die nach k-maligem Schalten von ¢; dann my(s) +
k- A(t1)(s) Marken auf s liegen und fiir hinreichend grofies & wird dieser Wert kleiner als
t1 (s), d.h. t; wére nicht mehr aktiviert; aber aus der Struktur von L(N) folgt, dass ¢;
nach beliebig oftmaligen Schalten von ¢; immer aktiviert ist. Es sei m; durch mg[t; > my
definiert. Wegen my = mgy + A(t1) > mg und der Schaltbarkeit von ¢y bei my ist t5 auch
bei m; aktiviert. Somit ist ¢;t5 eine Schaltfolge in N und damit in L(/N). Andererseits ist
t1ty nicht in L;. Dies widerspricht L(N) = L;.

ii) Konkatenation

Wir betrachten erneut die Netze Ny und N, aus i) und die Sprache

Ly = L(N;) - L(Ny) = {tMJ" | n >0, m > 0}.

Wir nehmen erneut an, dass es ein Petri-Netz N' = (S, {t1,t2}, F', V', m{) mit L(N') =
Ly gibt. Wie in Teil i) kann gezeigt werden, dass A(t;) > 0 und A(tz) > 0 gelten. Es
sei my die Markierung nach Schalten von t;. Wegen my = mg + A(t;) > my ist to bei
my aktiviert. Die Markierung my entstehe aus m; durch Schalten von t,. Dann gilt auch
mo = my + A(te) > my > mg, womit ¢; bei my aktiviert ist. Damit ist ¢1£5t; eine Schalt-
folge in N, aber titoty liegt nicht in Lo. Der damit erhaltene Widerspruch zeigt, dass Lo
keine Petri-Netz-Sprache ist.

iii) Durchschnitt mit reguldren Mengen
Wir betrachten wieder das Netz N; aus i) und betrachten die Sprache

R=L(N)n{t]} = {3},
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t3

o

t)

7AN

Abbildung 4.2: Netz K

die als Durchschnitt einer Petri-Netz-Sprache mit einer reguldren Menge entsteht. Im Teil
i) des Beweises von Satz 4.6 haben wir bereits nachgewiesen, dass R keine Petri-Netz-
Sprache ist.

iv) Homomorphismen

Wir betrachten das Netz K aus Abbildung 4.2. Es ist leicht zu sehen, dass K be-
schriankt ist (zu jedem Zeitpunkt ist genau eine Marke im Netz) und die zu K gehorige
Petri-Netz-Sprache

LK) = {qg-..qx | k=0, g € {tst{ty [ n >0} U {tat3ty [ n >0} fiir 1 <i <k —1,
qr € Pref({tstity | n > 0} U {tststy | n > 0})}

ist. Aufgrund der Struktur von L(K) ist auch sofort zu sehen, dass K lebendig ist (vgl.
Lemma 4.4).

Wir definieren den Homomorphismus A durch
h(t) =t, h(t2) =t2, h(ts) = h(ts) = A, h(t3) = h(t}) =t.
Dann ergibt sich

WL(K)) = {tt a2 [ k> 1, iy € {1,2} fiir 1 <j <k, n; >0 fir 1 < j <k}

1

Ut 0 k> 1, 4 € {1,2) fir 1< 5 <k, ny >0 fiir 1 < j < k}.

In h(L(K)) steht zwischen zwei verschiedenen ¢; und ¢; immer ein ¢. Wir nehmen jetzt
wieder an, dass es ein Netz N” mit L(N"”) = h(L(K)) gibt. Analog zum Teil i) dieses
Beweises konnen wir zuerst A(t;) > 0 und A(ty) > 0 fiir N” zeigen und dann nach-
weisen, dass tttaot; eine Schaltfolge in N” ist. Wegen ¢ttot; ¢ h(L(K)) haben wir den
gewiinschten Widerspruch erhalten. a

92



Satz 4.8 Die Menge L(P) ist abgeschlossen unter Durchschnitten und inversen Homo-
morphismen.

Beweis. 1) Durchschnitt

Es seien L; und Ly zwei Sprachen aus L£(P). Ferner seien Ny = (51,71, F1,Vi,mq)
und Ny = (Ss, Ty, Fy, Vo, my) zwei Petri-Netze mit L(N;) = Ly und L(N3) = Ly. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass S; NSy = 0 gilt.

Der Durchschnitt Ly N Ly ist offenbar eine Sprache iiber 77 N 715, da eine Transition
aus T} \ Ty bzw. aus T3 \ 7} nicht in Ly bzw. L; vorkommen kann. Folglich kénnen wir
die Transitionen aus (77 \ T5) U (T3 \ 1) streichen.

Wir konstruieren nun das Petri-Netz

= (S1U S, Ty N Ty, F{ U F,, V,my),
wobei folgende Beziehungen bestehen:

N (S1 x (11 N'Ty))

° F’ U
(SQ X (Tl N Tz))) U (FQ M ( T1 N Tg) X Sg)),

(F3 (
= (F? (
) = Vi(s, )Ude(,s)le(,s)furgesl7
s, t) = VQ(,)undV(,s) Va(t, s) fir s € S,,

V(s
VI
(s) = my(s) fiir s € .Sy und
(s) = ma(s) fiir s € S,.

3 3

Entsprechend der Konstruktion ist eine Transition ¢ € 77 N'7T5 in N genau dann
aktiviert, wenn sie sowohl im N; entsprechenden Teilnetz und im N, entsprechenden
Teilnetz aktiviert ist. Folglich ergibt sich, dass eine Schaltfolge aus N sowohl Schaltfolge
in V; als auch Schaltfolge in N, ist. Daher gilt L(N) = L(Ny)NL(N3), und L(N;)NL(Ns) €
L(P) ist gezeigt.

ii) Inverse Homomorphismen.

Es seien L eine Sprache aus £(P) und N = (S, T, F,V, mg) ein Petri-Netz mit L(N) =
L. Ferner sei ein Homomorphismus h : (T")* — T* gegeben. Dann ist 7" = T; U Ty, wobei

—{A| AT, M(A) #£)\} und Ty={A|AeT, h(A) =}

Es sei ¢ € TT. Wenn my und my zwei Markierungen von N sind, so dass ¢ € L(N,m;)
und ¢ € L(N,ms), so liegt ¢ auch in L(N,m), wobei m durch die Setzungen m(s) =
min{m, (s), ma(s)} fiir s € S definiert ist, da die minimale Anzahl von Marken ausrei-
chend ist, um ¢ schalten zu kénnen. Damit gibt es fiir jede Schaltfolge ¢ eine minimale
Markierung H(q) mit ¢ € L(N, H(q)). Dabei ist H(q) durch

H(q)(s) = min{m'(s) | ¢ € L(N, m’)}

definiert.
Wir betrachten das Netz N, = (S, T3, F1, Vi, mg). Dabei sind F} und V; wie folgt
bestimmt. Fiir A in 77 mit h(A) = ¢ setzen wir

A" =H(q) und A"t =Aq+ H(q).
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Durch diese Setzungen sind F; und V; eindeutig bestimmt. Dann erhalten wir
A(A)=AT— A" = Alq) + H(q) — H(q) = Ala).

Dadurch ist A;As ... A, genau dann eine Schaltfolge in Ny, wenn h(A;)h(As)...h(A,)
eine Schaltfolge in NV ist. Somit haben wir L(N;) = h{'(L(N)) fiir den Homomorphismus

hy TV — T
Es bleibt nun, eine Erweiterung des Netzes N; vorzunehmen, damit auch die Transi-
tionen aus 75 erfasst werden. Da h(A) = A fir A € T; gilt, haben wir die Konstruktion so
vorzunehmen, dass A € T, immer aktiviert ist. Dies geschieht einfach durch Hinzunahme
einer Stelle p, die mit jedem A € 75 in beiden Richtungen jeweils mit der Vielfachheit 1
verbunden wird und in der Anfangsmarkierung eine Marke erhélt. Es ist nun dieses Netz
mit N7 so zu verbinden, dass ein zusammenhédngendes Netz entsteht, die Schaltungen
aber unabhéngig voneinander erfolgen kénnen. Diese Verbindung schaffen wir durch eine
zusétzliche Transition z, deren Nachbereich aus einer beliebigen Stelle aus S besteht, deren
Vorbereich aus p besteht und V' (p, z) = 2 erfiillt. Da auf p stets nur eine Marke liegt, kann z
nie geschaltet werden. Fiir das so konstruierte Netz N’ gilt L(N') = h™*(L(N)) = h=(L).
O

Die Frage der Abgeschlossenheit unter dem Kleene-Abschluss lassen wir offen.

Nach den Abschlusseigenschaften wenden wir uns nun den Entscheidbarkeitsproblemen
zu. Dabei beschrénken wir uns auf Mitglieds-, Leerheits-, Endlichkeits-, Universalitéts-
und Aquivalenzproblem, die wie folgt spezifiziert sind:

Mitgliedsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N = (S, T, F,V,mq), ¢ € T*
Frage: Gilt ¢ € L(N)?

Leerheitsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N,
Frage: Enthélt L(N) ein nichtleeres Wort?

Endlichkeitsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N,
Frage: Ist L(N) endlich?

Universalitatsproblem:
Gegeben: Petri-Netz N = (S, T, F,V, my),
Frage: Gilt L(N) =T*7?

Aquivalenzproblem:
Gegeben: zwei Petri-Netz N; und N
Frage: Gilt L(Ny) = L(Ny) ?

Wir bemerken, dass wir das Leerheitsproblem gegeniiber der iiblichen Variante aus der
Theorie formaler Sprachen leicht modifiziert haben. Das liegt daran, dass jede Petri-Netz-
Sprache das leere Wort enthélt. Folglich ist L(N) nie leer. Es bleibt daher die Frage, ob
L(N)\ {\} leer ist. Dies ist offenbar unsere obige Frage.

Offenbar gilt ¢ € L(N) genau dann, wenn ¢ eine Schaltfolge in N (mit Start in my)
ist, d.h. wenn wir in N der Reihe nach die Transitionen von ¢ schalten kénnen. Dies ist
einfach zu iiberpriifen. Daher gilt die folgende Aussage.
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Satz 4.9 Das Mitgliedsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze N = (S, T, F,V,mq) und
beliebige Worter ¢ € T* entscheidbar. a

Wenn es ein nichtleeres Wort ¢ in L(N) gibt, so ist ¢ = t¢/ fiir ein ¢t € T und ein g € T*
und ¢ liegt auch in L(N). Folglich enthdlt L(NN) genau dann ein nichtleeres Wort, wenn es
ein t € T mit t € L(N) gibt. Da fiir jedes t € T' die Frage ,Ist t in L(N)?* entscheidbar
ist, erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.10 Das Leerheitsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze entscheidbar. a
Satz 4.11 Das Endlichkeitsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze entscheidbar. a

Beweis. Wir entscheiden zuerst, ob das Petri-Netz N = (S, T, F,V, mg) beschrankt ist.
Falls es beschrénkt ist, so konnen wir aus dem endlichen Erreichbarkeitsgraphen einen
endlichen Automaten A konstruieren, der L(N) akzeptiert (sieche Beweis von Satz 4.6, Teil
ii)). Da fiir endliche Automaten (oder fiir die dazu #quivalenten reguldren Grammatiken)
entscheidbar ist, ob T'(A) endlich ist oder nicht, kénnen wir die Endlichkeit von L(N)
entscheiden.

Wenn N nicht beschriankt ist, so gibt es eine Stelle s, auf die beliebig viele Marken
geschaltet werden konnen. Es sei r = max{A(t)(s) | t € T'}. Bei einem Schalten einer
Transition kommen also héchstens r zusétzliche Marken auf s geschaltet werden. Um k&
Marken auf s zu erreichen, sind somit mindestens n Schaltungen erforderlich, wobei n die
kleinste Zahl mit k —my(s) > n-r ist. Offenbar wéchst mit & auch n und wir haben daher
in L(N) beliebig lange Schaltfolgen, womit L(/N) als unendlich nachgewiesen ist. O

Satz 4.12 Das Universalititsproblem ist fiir beliebige Petri-Netze entscheidbar. O

Beweis. Wir beweisen die folgende Aussage: Fir ein Petri-Netz N(S,T,F,V,mq) gilt
L(N) = T* genau dann, wenn A(t) > 0 fir allet € T gilt und jedes t € T bei my
aktiviert ist. Da diese Eigenschaft offensichtlich entscheidbar ist, erhalten wir sofort die
Aussage des Satzes.

Sei zuerst L(N) = T*. Dann ist t € L(N) fiir jede Transition ¢. Damit ist jede
Transition ¢ aktiviert bei mg. Aulerdem haben wir t" € L(N) fiir jede Transition ¢ und
jede natiirliche Zahl n. Wie im Beweis von Satz 4.8 (Teil i)) konnen wir nun nachweisen,
dass A(t) > 0 gilt.

Ist umgekehrt jede Transition ¢ bei mg aktiviert, so kann jede Transition bei mg ge-
schaltet. Somit ist jedes Wort der Léange 1 in L(N). Sei nun schon bewiesen, dass alle
Worter der Lénge n in L(N) liegen. Wir betrachten ein beliebiges Wort ¢ der Lénge
n+ 1. Dann gilt ¢ = ¢'t fiir ein ¢ € 7" und t € T. Wegen A(t) > 0 fiir jedes t € T erhalten
wir auch

Atity. .. ty) = A(t) + Ata) + -+ A(ty) > 0

fiir jedes Wort ¢ty ...t € T*. Damit ist A(q¢’) > 0. Somit gilt fiir die nach Schalten von
¢’ erhaltene Markierung m die Beziehung m = mgy + A(q') > mg. Daher ist ¢ aktiviert bei
m und ¢ = ¢t eine Schaltfolge in N. Folglich gilt ¢ € L(N). Deshalb liegt jedes Wort der
Lange n+ 1 in L(N). Damit haben wir L(N) = T™*. O

Satz 4.13 Das Aquivalenzproblem fir Petri-Netze ist unentscheidbar. O

Wir verzichten auf den langen Beweis und verweisen auf [11].
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4.3 Petri-Netze und Sprachen mit Auswahlkontext

Es ist bekannt, dass nicht alle Aspekte und Phenomena, die bei natiirlichen und Pro-
grammiersprachen auftreten, durch kontextfreie Sprachen beschrieben werden kénnen.
Wir geben ein Beispiel.

Wir betrachten die Programmiersprache ALGOLG60, einer der klassische deklarativen
Programmiersprachen (dhnliche Konstruktionen lassen sich aber auch fiir andere Pro-
grammiersprachen durchfiihren). Bei ALGOLG60 ist es erforderlich, jede auftretende Va-
riable zu deklarieren. Wir betrachten das Programm

begin integer z;

y:=1
end

wobei die beiden auftretenden Variablen x und y jeweils durch ein Wort tiber {a, b} gege-
ben seien. Damit das Programm richtig ist, muss an beiden Stellen des Auftretens einer
Variablen jeweils das gleiche Wort stehen. Wenn wir den Durchschnitt von ALGOL60 mit
der reguldren Menge S aller obigen Programme bilden und durch einen Homomorphismus
h dann alle von a und b verschiedenen Symbole l6schen ergibt sich

R=nW(ALGOLNS) ={zx |z € {a,b}"}

Wenn ALGOLG60 kontextfrei wére, so wiirde auch R kontextfrei sein, was aber nicht der
Fall ist. Damit ist ALGOLG60 keine kontextfreie Sprache.

Zur Beschreibung von natiirlichen Sprachen und Programmiersprachen bedarf es al-
so Mechanismen, die auch gewisse nicht-kontextfreie Sprachen erzeugen konnen. Dies ist
sicher fiir die kontextsensitiven Grammatiken der Fall, die aber zwei negative Aspekte
haben: Einige Entscheidbarkeitsprobleme sind fiir kontextsensitive Grammatiken unent-
scheidbar bzw. sehr schwer; so sind z.B. das Endlichkeits- und das Leerheitsproblem un-
entscheidbar. Zum anderen gibt es fiir kontextsensitive Grammatiken keine verniinftigen
Ableitungsbaume, da mehrere Nichtterminale aus verschiedenen Schichten des Baumes
von einer Regel betroffen sein konnen. Ableitungsbdume haben sich aber als sehr gutes
Instrument fiir die Analyse von Sédtzen in natiirlichen Sprachen bzw. von Programmen
erwiesen.

Daher ist man an Erweiterungen der kontextfreien Grammatiken interessiert, die zum
einen Ableitungsbédume ermdoglichen (d.h. jede angewendete Regel muss kontextfrei sein)
und zum anderen moglichst einfach zu entscheidende Probleme haben. Wir préasentieren
eine derartige Grammatik.

Definition 4.14 i) Eine Grammatik mit Auswahlkontezt ist ein Quadrupel G = (N, T, P, S),
wobei

o N, T, S die Menge der Nichtterminale, die Menge der Terminale bzw. das Startwort
(Aziom) sind,

o P eine endliche Menge von Paaren p = (rp, E,) ist, wobei jeweils r, = A, — w,
eine kontextfreie Regel ist, und E, eine Teilmenge von N ist.
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i1) Fir zwei nichtleere Worter x und y tiber N UT sagen wir, dass y aus x durch
Anwendung von p = (A — w, E) erzeugt wird (geschrieben als © =, y), wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:
— x =uAv, y = uwv (kontextfreie Ersetzung)
— jedes Symbol aus E kommt in uv vor.
Wir sagen, dass y aus x in G durch einen Ableitungsschritt entsteht (geschrieben als
T =>¢ y), wenn es eine Regel p mit x =, y gibt.

iti) Die von einer Grammatik G = (N, T, P, S) mit Auswahlkontext erzeugte Sprache
L(G) ist

LG)={w| S = w, weT"},

wobei =7, der reflexive und transitive Abschluss von = ist.

Bei einer Regel p = (A — w, E) heifit E der geforderte Kontext der Regel A — w.

Die Definition der Grammatiken mit Auswahlkontext ist speziell darauf abgestellt,
einen Zusammenhang zwischen Deklaration und Benutzung von Variablen in Program-
miersprachen zu erméglichen, d.h. den Grund dafiir, dass oben im dritten Beispiel eine
nicht kontextfreie Sprache auftritt, zu eliminieren. Dies geschieht dadurch, das eine Be-
nutzung einer Variablen entsprechend einer Regel nur moglich ist, wenn diese schon in
der Satzform vorkommt.

Wir bemerken weiterhin, dass Grammatiken mit Auswahlkontext eine Erweiterung
der kontextfreien Grammatiken sind, denn bei der Wahl von E = () fiir jede Regel, ergibt
sich eine kontextfreie Grammatik, da nun keine Bedingungen mehr fiir die Anwendung
von Regeln vorliegen (also jede Regel jederzeit anwendbar ist); und umgekehrt kann jede
kontextfreie Grammatik als eine Grammatik mit Auswahlkontext aufgefasst werden, bei
der alle geforderten Kontexte leer sind.

Wir zeigen nun, dass Grammatiken mit Auswahlkontext Sprachen erzeugen koénnen,
die nicht kontextfrei sind.

Beispiel 4.15 Wir betrachten die Grammatik mit Auswahlkontext
Gl = ({37 A7 Alv Aaa Ab7 Ba B/}a {CL, ba C}; {p07p17 .. ap10}; S)

mit den Regeln

po = (S — AB,0), m = (A — aA,, {B}), po = (A — bAy, {B}),
Pp3 = (B — aB, {Aa})v Ps = (B — bB/, {Ab}>’ D5 = (Aa — A, {B/})7
pGZ(Ab—)Av{B/})v p7:(BI—>B,{A}) Ps = (A—)A,>{B})7
po = (B — \{A'}), po = (A" — X\, 0).

Offensichtlich beginnt jede Ableitung mit der einzigen Regel fiir S, d.h. wir erhalten
S = AB. Wir wollen etwas allgemeiner von einer Satzform wAwB ausgehen (das in
einem Schritt erhaltene Wort AB wird gerade bei w = X erhalten). Wir kénnen keine
der Regeln mit linker Seite B anwenden, da der jeweilige geforderte Kontext A, bzw. A,
bzw.A’ in der Satzform nicht vorhanden ist. Folglich muss eine Regel mit linker Seite A
verwendet werden. Wir unterscheiden drei Fille.

Fall 1. Es wird die Regel p; angewendet. Dadurch erhalten wir waA,wB. Da die einzige
Regel fiir A, den geforderten Kontext B’ hat, ist eine Regel fiir B anzuwenden. Es kommt
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nur Regel p;3 in Frage, da bei den anderen Regeln wieder der geforderte Kontext fehlt.
Daher ergibt sich waA,waB’. Jetzt ist nur Regel p; anwendbar, wodurch waAwaB' ent-
steht. Nun ist Regel p; anzuwenden, und wir erhalten waAwaB. Damit haben wir wieder
die Ausgangssituation erhalten, nur dass das Wort an beiden Stellen um den Buchstaben
a verldngert wurde.

Fall 2. Es wird die Regel p, angewendet. Dann ergibt sich analog zu Fall 1 als einzig
mogliche Ableitung

wAwB =, wbAy,wB =>,, wbA,wbB' =, WbAwWbB' —>,,. wbAwbB,

d.h. wir haben das Wort an beiden Stellen um den Buchstaben b verlangert.

Fall 3. Es wird die Regel pg angewendet. Dann ergibt sich die eindeutige Ableitung
wAwB =, wA'wB =, wA'w =, ww

(man beachte, dass die Anwendung von p;g auf wA'wB zwar moglich ist, aber wwB liefert,
worauf keine Regel mehr anwendbar ist und somit kein terminales Wort erreicht werden
kann).

Aufgrund der drei Félle ist sofort zu sehen, dass
L(Gy) = {ww | w € {a,b}"}
gilt.
Beispiel 4.16 Wir betrachten die Grammatik
Gy = ({5, 4, B, A", B'} {a,b,c} {ao. a1, .- -, ar}, 5),

wobei die Regeln durch

QO:(SHABv(D)’ q1 = (AﬁaAlba{B})v q2 = (B—>B/C, {A/}>’
g3 =(A"— AA{B}), q=(B — B,{4}), g5 = (A — A", {B}),
@6 =(B—c{A"),  ar=(A"—ab0)

gegeben sind. Es ist leicht — in Analogie zum vorhergehenden Beispiel — zu sehen, dass
ausgehend von einem Wort der Form a™ Ab™ B¢™ mit n > 0 (durch Anwendung der einzigen
Regel fiir das Axiom entsteht ein Wort dieser Form mit n = 0) nur die beiden folgenden
Ableitungen moglich sind:

a"Ab"Bc" = a"aA'bb" Bc" = a"aA'bb"B'cc® = a" AT B " = a" LA Bt
a"Ab"Bc" = a"A"b"Bc" = a"A"bV"cc = a"abb" " = g Tipntientt

Hieraus folgt sofort
L(Gy) = {a"b"c" | n > 1}.

Es sei eine Grammatk G = (N, T, P,.S) mit Auswahlkontext gegeben. Dabei kénnen
wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass bei jeder Regel p = (4, —
wy, E,) die Beziehung A, ¢ E, gilt (die Forderung nach der Existenz von A, in der
Satzform, auf die die Regel angewendet werden soll, ist nicht notwendig, da nur bei Exis-
tenz von A, die Regel A, — w, anwendbar ist). Wir definieren den Homomorphismus
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h:(NUT)* — N* durch h(A) = A fir A € N und h(a) = A fiir a € T. Fiir ein Wort
w € NUT)* wird h(w) offenbar dadurch gebildet, dass alle Terminale in w gestrichen
werden.

Wir konstruieren nun das Petri-Netz H = (N, P, F,V,my), bei dem die Menge der
Stellen durch die Menge der Nichtterminale von G und die Menge der Transitionen durch
die Regeln von G gegeben ist und F,V und mg durch folgende Setzungen definiert sind.
Fiir eine Regel p = (4, — w,, E,)

1 for Ae E,
p (A) = 1 for A=A, |
0 otherwise
HA) = 1+ #a(h(w,)) for A€ E,
p #4(h(w,)) otherwise

mo(A) = {1 for S

0 otherwise

Bei der Anfangsmarkierung ist genau eine Marke im Netz, die auf der Stelle S liegt.
Offensichtlich ist die Transition p aktiviert, wenn auf jeder Stelle A aus E, und auf der
Stelle A, jeweils mindestens eine Marke liegt, d.h. wenn p als Regel anwendbar ist. Beim
Schalten von p wird die Marke von A, abgezogen, jeweils eine Marke auf den A aus E, wird
abgezogen und wieder hingelegt und zusétzlich werden auf jede Stelle A soviel Marken
abgelegt, wie A in w, vorkommen. Aus diesen Bemerkungen folgt, dass jeder Ableitung

S =Wy ==p, W1 ==p, Wy ==p, W3 ==p, ... =p,_, W1 ==p, Wy €T
eine Folge

mo[P1 > m1[p2 > m2[p3 > m3[P4 > "'[pk—l > mk—l[pk > myg

mit

mi(A) = #fa(h(wi))
entspricht und umgekehrt. Da wy, in T™* liegt, gilt #4(wg) = 0 fiir alle A € N. Daher
wird genau dann ein Wort iiber dem Terminalalphabet erzeugt, wenn die 0-Markierung in
Herreichbar ist. Somit ist die von G erzeugte Sprache L(G) genau dann nicht leer, wenn
die 0-Markierung in H erreichbar ist. Da die Erreichbarkeit einer Markierung in einem
Netz nach Satz 3.31 entscheidbar ist, erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.17 Das Leerheitsproblem fiir Grammatiken mit Auswahlkontext ist entscheidbar.

Da die Regeln einer Grammatik mit Auswahlkontext kontextfrei sind, kénnen wir fiir
diese Grammatiken Ableitungsbédume definieren. Aulerdem sind wir in der Lage auch ei-
nige nicht-kontextfreie Sprache zu erzeugen (darunter die Sprachen, die man aus der Sicht
natiirlicher Sprachen fiir erforderlich hélt). Wahrend das Leerheitsproblem fiir kontext-
sensitive Grammatiken unentscheidbar ist, ist es fiir Grammatiken mit Auswahlkontext
entscheidbar. Damit sind Grammatiken mit Auswahlkontext ein moglicher Kandidat zur
Beschreibung von natiirlichen und Programmiersprachen.
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