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Bei der ersten Folge w; essen nur der nullte und der zweite Philosoph. Der dritte
und vierte Philosoph haben zwar unendlich oft die Chance zum Essen, aber sie wird
ihnen stets durch den nullten bzw. zweiten Philosophen genommen. Der erste Philosoph
dagegen hat nicht einmal die Chance, zwei Gabeln aufzunehmen. Dies bedeutet, dass drei
der Philosophen denkend verhungern miissen. Das Verhalten von den beiden essenden
Philosophen kann nicht als fair oder gerecht bezeichnet werden.

Bei der zweiten Folge ist die Situation vollig anders. Jeder der Philosophen kann die
Chance zum Essen auch nutzen und isst wihrend des Ablaufs der Folge sogar ,,unendlich®
oft. Dieser Ablauf benachteiligt keinen Philosophen, ist also gerecht /fair.

Bei der dritten Folge kommt zwar jeder der Philosophen ,unendlich“ oft mal zum
Essen, aber die Abstdnde zwischen zwei Essen werden fiir den ersten, dritten und vier-
ten Philosophen werden beliebig lang, was praktisch auch zum Verhungern dieser drei
Philosophen fiihrt.

In diesem Abschnitt wollen wir einige Konzepte einfiihren, die die Gerechtigkeit /Fair-
ness/Parteilichkeit von Abldufen in Petri-Netzen beschreiben kénnen.

Definition 3.79 FEs sei N = (S,T,F,V,mg) ein Petri-Netz und w = tita--- = (t;)i>1
eine unendliche Folge von Transitionen aus T. Wir nennen w einen Ablauf in N, wenn
es eine unendliche Folge my, mo, ... von Markierungen von N derart gibt, dass firi > 1
die Beziehungen

tz_ S mi—1 und mMiv1 = My + A(tl)
gelten.

Entsprechend der Definition kann die unendliche Folge (¢;) also geschaltet werden und
dabei gilt
mo[t1 >m1[t2>m2[t3 >m3[t4> [tl>mz[tz+1

Fiir einen gegebenen Ablauf w = (t;) werden wir die zugehérige unendliche Folge von
Markierungen mit (m}’) bezeichnen. Es gelten dann m} = mg + A(tyty...t;) fir i > 1
und m}” = m;“ + A(ti+1ti+2 - tj) fir j >1 > 1.

Aus der Definition eines Ablaufs erhalten wir sofort die folgende Aussage.

Folgerung 3.80 Eine unendliche Folge w = (t;) von Transitionen eines Petri-Netzes N
ist genau dann ein Ablauf in N, wenn fir jedes i > 1 die Folge tity...t; in L(N,mg)
liegt. a

Die drei Folgen aus (3.2), (3.3) und (3.4) sind Abldufe im Netz der fiinf Philosophen
aus Abbildung 1.5.

Satz 3.81 Fliir ein Petri-Netz N ist es entscheidbar, ob es einen Ablauf in N gibt.

Beweis. Wir untersuchen zuerst, ob N beschréankt ist. Ist N unbeschréankt, so gibt es
offenbar einen Ablauf, da wir auf mindestens eine Stelle eine beliebig grofie Anzahl von
Marken bringen miissen.

Ist N beschriankt, so berechnen wir den Erreichbarkeitsgraphen von N. Ein Ablauf
entspricht einem unendlichen Weg im Erreichbarkeitsgraphen. Die Existenz unendlicher
Wege in einem Graphen ist genau dann gegeben, wenn der Graph einen Kreis enthélt. Es
bleibt daher nur zu testen, ob der Erreichbarkeitsgraph von N einen Kreis enthélt. Dies
kann mit Varianten von Breitensuche oder Tiefensuche geschehen. a
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Definition 3.82 Es seien N = (S, T, F,V,mq) ein Petri-Netz, T' C T eine Menge von
Transitionen und w = (t;) ein Ablauf in N.

i) Wir nennen w unparteilich (bez. T"), wenn jede Transition (aus T") in w unendlich
oft mal vorkommt.

i) Wir nennen w gerecht (bez. T"), wenn fiir jede Transition t (aus T") Folgendes gilt:
Wenn fiir fast alle* i > 1 die Beziehung t— < m¥ | erfiillt ist, so kommt t unendlich oft
mal in w vor.

iti) Wir nennen w fair (bez. T"), wenn fir jede Transition t (aus T") Folgendes gilt:
Wenn fir unendlich viele i > 1 die Beziehung t— < mi" | erfillt ist, so kommt t unendlich
oft mal in w vor.

Bei der Gerechtigkeit und Fairness wird im Gegensatz zur Unparteilichkeit nur gefor-
dert, dass eine Transition unendlich oft mal vorkommt, wenn diese Transition unendlich
oft mal aktiviert ist. Ist eine Transition nur endlich oft mal aktiviert, so braucht sie bei
Gerechtigkeit und Fairness nicht betrachtet zu werden (oder anders, fiir eine derartige
Transition sind die Bedingungen fiir Gerechtigkeit und Fairness stets erfiillt). Der Unter-
schied zwischen Gerechtigkeit und Fairness besteht darin, dass bei der Gerechtigkeit die
Transition von einem Moment an stets aktiviert sein muss, wahrend bei der Fairness die
Transition nicht von einem Zeitpunkt an stdndig, aber unendlich oft mal aktiviert sein
muss.

Wir betrachtet nun die Abldufe w; und ws aus (3.2) und (3.3) im Netz der fiinf
Philosophen aus Abbildung 1.5.

Der Ablauf w; ist unparteilich beziiglich {hg, ho} (weil diese beiden Transitionen un-
endlich oft mal in w; vorkommen), wiahrend w; parteilich (bez. der Menge T" aller Tran-
sitionen) ist (da z.B. h; hierin iiberhaupt nicht, also erst recht nicht unendlich oft mal
vorkommt). Die Folge w; ist gerecht, denn die Transitionen ng, hg, n1, h; kommen in der
Folge unendlich oft vor und keine der restlichen Transitionen ist fiir fast alle ¢ > 1 ak-
tiviert. Auflerdem ist w; fair beziiglich {ng,n1,n2}, da ng und ny unendlich oft in w;
vorkommen und 7 nie aktiviert ist. Dagegen ist w; nicht fair beziiglich {ng,ns}, da ns
unendlich oft aktiviert ist (immer nach dem Schalten von hy), aber nicht unendlich oft
mal in w; vorkommt.

Der Ablauf wy ist offensichtlich unparteilich, gerecht und fair.

Wir geben nun zwei einfache Beziehungen zwischen den in Definition 3.82 gegebenen
Konzepten.

Lemma 3.83 FEs seien N = (S,T,F,V,mg) ein Petri-Netz, T' C T eine Menge von
Transitionen und w ein Ablauf in T.

i) Wenn w unparteilich (bez. T') ist, dann ist w fair (bez. T").

it) Wenn w fair (bez. T') ist, dann ist w gerecht (bez. T").

Beweis. 1) folgt sofort aus den Definitionen.

ii) Es sei w ein Ablauf. Wenn ¢ fiir fast alle m{’ aktiviert ist, so ist ¢ unendlich oft
aktiviert. Aus der Fairness von w folgt nun, dass ¢ unendlich oft mal in w vorkommt.
Damit ist w als gerecht nachgewiesen. a

2Eine Aussage gilt fiir fast alle i > 0, wenn sie nur fiir endlich viele 7 nicht gilt. Dies bedeutet, dass es
ein j so gibt, dass die Aussage fiir alle ¢ > j gilt.
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Wir diskutieren nun die Umkehrbarkeit der Aussagen aus Lemma 3.83. Aus unseren
Beispielen ist zu ersehen, dass die Umkehrungen im Allgemeinen nicht gelten. Jedoch sind
sie unter schwachen Zusatzvoraussetzungen giiltig.

Satz 3.84 Wenn das Petri-Netz N konfliktfrei ist, dann ist jeder gerechte Ablauf auch
fair.

Beweis. Es sei N = (S,T, F,V,mg) ein konfliktfreies Petri-Netz, ¢ eine Transition aus
T und m eine erreichbare Markierung, bei der ¢ aktiviert ist. Ferner sei m’ eine von m
durch Schalten von t' # t erreichbare Markierung. Da N konfliktfrei ist, ist die Menge
{t,t'} nebenldufig. Nach Folgerung 3.15 sind dann ¢t und 't Schaltfolgen fiir m. Daher
ist t auch bei m’ aktiviert. Dieser Prozess kann fortgesetzt werden. Damit ist gezeigt, dass
eine Markierung, bei der ¢ nicht aktiviert ist, nur dann erreicht werden kann, wenn ¢ in
der zugehorigen Schaltfolge enthalten ist.

Es sei nun w ein gerechter Ablauf in V. Falls ¢ fiir fast alle m}” aktiviert ist, so kommt
t wegen der Gerechtigkeit von w in w unendlich oft vor. Sei ¢ nun fiir unendlich viele,
aber nicht fiir fast alle m}” aktiviert. Dann muss ¢ immer wieder schalten, da sonst ¢ von
einem ¢ an immer und damit fiir fast alle m}” aktiviert wére. Damit kommt ¢ unendlich
oft mal in w vor. a

Lemma 3.85 FEs seien N = (S,T,F,V,mg) ein konfliktfreies Petri-Netz, t und t' zwei
Transitionen aus T, q ein Wort diber T', in dem t nicht vorkommt und m eine erreichbare
Markierung mit (')~ < m und gt € L(N,m). Dann existiert ein Wort r dber T mit
folgenden Eigenschaften: t vorkommt in r nicht vor, |r| < |q| und t'rt € L(N, m).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢’ in ¢ nicht vorkommt. Wir zeigen durch
Induktion iiber die Lénge von ¢, dass gt € L(N, m + A(t")). Fiir ¢ = X folgt die Aussage
daraus, dass dann ¢ und ¢’ bei m aktiviert sind und wegen der Konfliktfreiheit das Wort
't geschaltet werden kann (siehe Folgerung 3.15). Die Induktionsvoraussetzung ist dann,
dass

gt € L(N,m), (t')~ <m, #v(q) = 0 impliziert gt € L(N,m + A(t")).

Wir haben die Induktionsbehauptung
t*qt € L(N,m), (t')” <m, #u(¢q) = 0 impliziert t*qt € L(N,m + A(t"))

fiir jedes t* € T zu zeigen (wir vergroBern die Lénge von ¢ durch Anfiigen eines Buchsta-
ben t* zu Beginn des Wortes). Wegen t*qt € L(N,m) ist t* bei m aktiviert und es gilt
gt € L(N,m+ A(t*)). Da t’ bei m ebenfalls aktiviert ist, kann wegen der Konfliktfreiheit
t*t'geschaltet werden. Damit ist ¢’ bei m + A(t*) aktiviert. Aus der Induktionsvorausset-
zung (angewandt auf m + A(t*)) ergibt sich, dass gt € L(N,m+ A(t*) + A(t')). Da t* bei
m aktiviert ist, erhalten wir damit t*qt € L(N, m+ A(t')). Wir wihlen nun einfach r = q.
Offenbar sind nach vorstehenden Uberlegungen nun alle Bedingungen erfiillt.

Wenn t' in dem Wort ¢ vorkommt, gibt es eine Zerlegung ¢ = ut’'v mit u € (T'\ {t'})*.
Wir wéhlen nun r = ww. Dann gilt |r| < |g|. Es bleibt zu zeigen, dass t'uvt € L(N,m)
gilt. Fiir u = X ist dies wegen ¢ = t'v trivial. Fiir die nichtleeren Worter geben wir wieder
einen Induktionsbeweis iiber die Lange, der analog zu dem Beweis im anderen Fall gefiihrt
wird. a
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Satz 3.86 Wenn das Petri-Netz N konfliktfrer und lebendig ist, dann ist jeder gerechte
Ablauf auch unparteilich.

Beweis. Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein konfliktfreies und lebendiges Petri-Netz und
w = (t;) ein gerechter Ablauf in N.

Es sei t eine Transition von N. Aus Satz 3.84 erhalten wir, dass w fair ist. Wenn ¢ bei
unendlich vielen Markierungen m;’ aktiviert ist, so kommt daher ¢ unendlich oft mal in
W VOr.

Es sei T" die Menge aller Transitionen ¢, die nur bei endlich vielen m}’ aktiviert sind.
Dann gibt es ein j, so dass jedes t' € T” bei allen m}’ mit & > j nicht aktiviert ist.
Fiir jedes ¢ > 7 sei [; die Lange des kiirzesten Wortes ¢;, fiir das ein ¢ € T’ mit ¢;t’ €
L(N,mY) existiert. Da das Netz lebendig ist, gibt es fiir jedes ¢’ € T" Schaltfolgen ¢’
mit ¢'t" € L(N, m}"); folglich existiert fiir derartige Schaltfolge eine mit minimaler Lénge,
d.h. l; existiert. Da aber kein ¢ € T" bei m}’ aktiviert ist, muss [; > 0 fiir ¢ > j gelten.
Wir wéhlen nun £ so, dass [, minimal unter den [;, ¢+ > 7, ist. Es seien ¢ ein Wort und
t € T eine Transition mit |¢| = lx und ¢t € L(N,m}’). Offensichtlich ist ¢ # t;, da
t bei m;’ nicht aktiviert ist, aber ¢, aktiviert ist. Es gilt also noch ¢, < mj’. Wegen
der Minimimalitdt von ¢ hinsichtlich der Lange gilt sogar ¢ € (7 \ 7")*. Damit sind die
Voraussetzungen von Lemma 3.85 erfiillt. Es gibt folglich ein r mit tyrt € L(N,m})
und |r| < [g|. Damit ergibt sich 7t € L(NN,mj’,,). Damit ist r eine bei der Bildung des
Minimums zugelassene Schaltfolge. Wegen der Minimalitéat von ¢ gilt daher |r| = |g|. Aus
dem Beweis von Lemma 3.85 ergibt sich, dass ¢, in ¢ nicht vorkommt und r = ¢ gewéahlt
werden kann (nur in diesem Fall gilt |r| = |¢|). Wegen ¢ = r und rt € L(n,m}’, ) erhalten
wir analog zu Obigem

t 7é tk—l—l; t];+1 S m;gUJrla q € (T \ T/)*7 qt € L(nv mﬁlf#»l)?

womit wir wie oben nachweisen kénnen, dass ¢;; nicht in ¢ vorkommt.

Wir fahren so fort und erhallten, dass keine der Transitionen ¢; mit ¢ > k in ¢ vor-
kommt. Nach Definition von 7" sind dies aber gerade alle Transitionen, die bei unendlich
vielen m}’ aktiviert sind. Da in ¢ auch keine Transitionen aus 7" vorkommen, ist ¢ das
leere Wort. Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl von ¢. Der Widerspruch kann nur
dadurch aufgelost werden, dass T” leer ist.

Also sind alle Transitionen unendlich oft aktiviert, und kommen in w unendlich oft
VOr. (]

Wir geben nun einige Beziehungen zwischen Parteilichkeit und der Existenz von T-
Invarianten.

Satz 3.87 i) Wenn das Petri-Netz N eine realisierbare T-Invariante besitzt, deren Triger
nicht alle Transitionen enthdlt, so gibt es in N einen parteilichen Ablauf.

ii) Ist das Petri-Netz N beschrinkt und gibt es einen parteilichen Ablauf in N, so hat
N eine realisierbare T-Invariante, deren Trdger nicht alle Transitionen enthdlt.

Beweis. i) Wenn x eine realisierbare T-Invariante von N ist, so gibt es eine Markierung

m € R(N,mp) und eine Schaltfolge ¢ fiir m mit 7(¢)" = = und m[q > m. Fiir ein
beliebiges Wort p mit mg [p > m ist dann pg* ein Ablauf in N. Da der Triger von x nicht
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alle Transitionen enthélt, kommen in ¢ nicht alle Transitionen vor. Damit kommen nicht
alle Transitionen in pg* unendlich oft vor, d.h. pg“ ist ein parteilicher Ablauf.

ii) Wenn w = (¢;) ein parteilicher Ablauf ist, so gibt es eine Transition ¢ und ein j > 1
derart, dass t # t; fiir ¢« > j gilt. Da N iiberdies beschrankt ist, gibt es zwei Zahlen k;
und ky derart, dass k1 < ko gilt und die Markierungen my’ und my iibereinstimmen. Wir
setzen q =t 41tg, 42 - . - tr,- Damit gilt A(g) = 0 fiir die Schaltfolge ¢ fiir m;/ . Folglich ist
7(q)" eine T-Invariante. Ferner kommt ¢ in ¢ nicht vor. Somit enthélt der Triiger von 7(q)”
nicht alle Transitionen. Der Vektor 7(q)? erfiillt daher alle geforderten Eigenschaften. O

Folgerung 3.88 i) Bei einem beschrinkten Petri-Netz ist genau dann jeder Ablauf un-
parteilich, wenn jede realisierbare T-Invariante das Netz tiberdeckt.

i1) In einem beschrdankten Petri-Netz, bei dem jede minimale T-Invariante das Netz
tiberdeckt, ist jeder Ablauf in N unparteilich.

Beweis. 1) folgt aus Satz 3.87 sofort.
ii) Wenn die minimalen 7T-Invarianten das Netz iiberdecken, so iiberdecken alle T'-
Invarianten das Netz. Damit folgt ii) aus i). O

Wir haben bereits bei der einleitend betrachteten Folge in (3.4) festgestellt, dass einige
Philosophen verhungern, obwohl sie unendlich oft essen, da ihre Denkphasen beliebig lang
werden. Es ist also nicht nur von Interesse, wie oft eine Transition schaltet, sondern auch
wie lang die Abschnitte werden kénnen, in denen eine Transition nicht schaltet. Dies wird
durch die Abweichung erfasst, die misst, wie oft eine Transition ¢ schalten kann, bevor ¢/
aktiviert ist.

Definition 3.89 FEs seien N = (S,T, F,V,mg) ein Petri-Netz, m eine Markierung von
N und U und W zwei Teilmengen von T'.
i) Als Abweichung der Transitionsmenge U von W bei m in N bezeichnen wir die Zahl

Abw(m, U, W) = sup{#uv(q) | #w(q) =0 und ¢ € L(N,m") fir ein m* € R(N,m)}.

i) Die Relation BA[m] der beschrinkten Abweichung bei m wird als Menge aller
Paare (U, W) definiert, fir die Abw(m,U, W) endlich ist.

Falls es keine Schranke fiir die Lange derartiger ¢ gibt, d.h. zu jeder Zahl £ gibt es ein
gr mit den geforderten Eigenschaften und |g| > k, so ist das Supremum w.

Ferner konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ mit einer
Transition aus U beginnt. Wire dies nicht der Fall, d.h. ¢ = rtr’ mit #w(q) = 0, #¢(r) =
0,t € Uund q € L(N,m") fiir ein erreichbare Markierung m*. Es sei m*[r > m].
Dann gilt #¢(q) = #u(tr'), #w(tr') = 0 und &' € L(N,m7), wobei m] eine erreichbare
Markierung ist. Daher kénnen wir anstelle von ¢ auch ¢r’ und erhalten den gleichen Wert
fiir die Abweichung.

Falls U = {t} und/oder W = {t'}, so schreiben wir anstelle von abw(U, W) auch
einfach Abw(t, W) bzw. Abw(U,t") bzw. Abw(t,t')

Beispiel 3.90 Wir betrachten das Netz Ny aus Abbildung 3.13 Wir geben in der fol-
genden Tabelle einige Werte fiir die Abweichung einer Transition ¢ von einer anderen
Transition ¢'. Zur Begriindung des Wertes fiir Abw(mg,t,t') geben wir auch stets die
Markierung mx und die Folge q.
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Abbildung 3.13: Petri-Netz Ny

t |t | Abw(mog,t,t") me q

ty | to w mo (t1tst4)" fiir beliebiges k
to | ¢ w mo (taoty4)* fiir beliebiges k
ty | ts 1 mo t

t3 tl 1 (O, 0, 1) t3(t4t2)rt4 fir alle r
ts |ty 1 (0,0,1) ts

ty | t3 w mo (tat4)® fiir beliebiges k

Wir geben nur eine Begriindung fiir die erste, die dritte und die vierte Zeile der Tabelle;
die analogen Betrachtungen in den anderen Féllen bleiben dem Leser iiberlassen.

Das Wort t;t3t, ist eine Schaltfolge fiir my und produziert wieder die Anfangsmarkie-
rung. Daher ist ¢,¢5t4)" fiir jede positive natiirliche Zahl k eine Schaltfolge fiir mg. Da my
trivialerweise erreichbar ist und ¢, nicht in (¢,¢5t4)* nicht vorkommt, ist jede Folge (¢,t5t4)"
bei der Bildung des Supremums zugelassen. Damit ist die Anzahl des Vorkommens von
t; in den zugelassenen Folge beliebig grofl. Also gilt Abw(my,t1,t2) = w.

Nach jedem Schalten von ¢; muss als néchste Transition ¢3 geschaltet werden. Folglich
ist die maximale Anzahl des Schaltens von t; bevor t3 geschaltet wird, genau 1.

Durch Schalten von t; erreichen wir die Markierung (0,0, 1), in der t3 aktiviert ist.
Nach dem Schalten von t3 konnen wir nun beliebig oft die Folge t,¢5 schalten, wodurch
die Anzahl der Vorkommen von ¢, zwar Null bleibt, aber auch die Anzahl der Vorkommen
von t3 nicht erhoht wird. Die andere Moglichkeit ist #4t1 zu schalten. Daher kann bis zum
erstmaligen Schalten von t; die Transition ¢3 héchstens einmal schalten.

Wir geben nun ein paar einfache Relation fiir die Abweichungen von Transitionsmen-
gen.

Folgerung 3.91 Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz, m eine Markierung von
N und U und W zwei Teilmengen von T

i) Wenn U C W ist, so gilt Abw(m,U, W) = 0.

ii) Wenn U eine bei m lebendige Transition enthdlt, ergibt sich Abw(m, U, ) = w.

Beweis. i) Wegen U C W erfiillt jedes Wort ¢ mit #w(q) = 0 auch #¢(q) = 0.

ii) Die bei m lebendige Transition aus U kann in N beliebig oft geschaltet werden, d.h.
dass es zu jeder Zahl k eine Schaltfolge ¢ gibt, in der ¢ 6fter als k-mal vorkommt. Damit
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gilt #1(¢) > k. Andererseits ist natiirlich #4(¢) = 0. Damit wird Abw(m, U, () beliebig
groBl, d.h. Abw(m, U, D) = w. O

Satz 3.92 FEs seien N = (S, T, F,V,mq) ein Petri-Netz, m eine Markierung von N und
U W, Uy, Uy, Wy und Wy Teilmengen von T'.

i) Wenn Uy C Uy gilt, so ist Abw(m, Uy, W) < Abw(m, Uy, W).

i1) Wenn Wy C Wy gilt, so ist Abw(m,U, Wy) > Abw(m, U, Ws),

iii) Es gilt Abw(m,U; U Uy, W) < Abw(m, Uy, W) + Abw(m, Uy, W).

Beweis. 1) Die Aussage folgt sofort aus #p, (¢) < #uv,(q) fir alle Worter ¢ iiber T

ii) Da #w,(q) = 0 die Beziehung #w,(¢) = 0 impliziert, sind bei Abw(m,U, Ws)
weniger Worter bei der Bildung des Supremums zugelassen als bei Abw(m, U, W7). Damit
folgt die behauptete Relation.

iii) Die Behauptung folgt sofort aus #u,u,(q) < #v,(q) + #v.(q) (Buchstaben aus
dem Durchschnitt werden auf der linken Seite nur einmal, auf der rechten Seite zweimal
gez&hlt). O

Fiir disjunkte Mengen U; und U, gilt zwar #y,00,(¢) = #uv,(¢) + #u,(q), aber in
Satz 3.92 iii) kann auch in diesem Fall das (echte) Kleinerzeichen stehen. Im Netz Npo aus
Abbildung 3.13 gilt z.B.

Abw(mo, tl, t4) = Abw(mo, tQ, t4) = Abw(mo, {tl, tQ}, t4) = 1,
wie man leicht erkennt.

Satz 3.93 FEs seien N = (S, T, F,V,mg) eine gewohnliche Zustandsmaschine, die bei mg
genau eine Marke trédgt, m eine Markierung von N und t, und ty zwer Transitionen aus
T. Dann gilt Abw(m,tq,ts) € {0,1,w}.

Beweis. Es seien N = (S, T, F,V,mg) eine gewohnlich Zustandmaschine, m eine Markie-
rung von N und ¢; und ¢, zwei Transitionen aus 7T, fir die Abw(m,t,t5) > 2 gilt. Dann
gibt es Wort ¢ mit

#1,(q) > 2, #4,(¢) =0 und g € L(N,m') fiir ein m’ € R(N, m).

Offenbar muss ¢ eine Zerlegung ¢ = rt1¢'t;q” haben. Da in einer Zustandsmaschine je-
de Transition nur eine Stelle im Vor- bzw. Nachbereich hat und die Zustandsmaschine
gewohnlich ist, wird bei jedem Schalten einer Transition immer nur eine Marke vom
Vorbereich auf den Nachbereich verschoben. Daher gilt mit m/[r > m” die Beziehung
m” [t1¢" > m”. Somit ist jedes Anfangsstiick von 7(t1¢")* eine bei der Bildung des Supre-
mums zugelassene Schaltfolge. Folglich gilt Abw(m, t1,t) = w.

Damit sind 0,1 und w die einzigen moglichen Werte fiir Abw(m, tq,t2) fiir Transitio-
nen t; und t, einer gewohnliche Zustandsmaschine, deren Anfangsmarkierung genau eine
Marke triagt. Offensichtlich gelten fiir das Netz Ny; aus Abbildung 3.14 die Beziechungen

AbU}(mQ,tl,tg) = 0, Abw(mo,t37t4) =1 und Abw(mo,t4,t1) =W
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]

t to t3

0

Abbildung 3.14: Netz Ny;

(t; kann in Ny bei keiner erreichbaren Markierung geschaltet werden; auf jedes Schalten
von t3 folgt ein Schalten von ¢4 und (3t4)" ist fiir jedes k eine Schaltfolge fiir mg). Hiermit
sind die drei moglichen Werte auch realisierbar. O

Wir geben nun einen Zusammenhang zwischen der Abweichung und der Unparteilich-
keit.

Satz 3.94 Es seien N = (S,T,F,V,mgy) ein Petri-Netz und m eine Markierung von
N. Wenn jedes Paar (t,t') von Transitionen in BA[my) liegt, so ist jeder Ablauf in N
unparteilich.

Beweis. Angenommen, es gibt einen parteilichen Ablauf w = (¢;). Dann gibt es eine
Transition ¢ € T', die in w nur endlich oft vorkommt. Dann gibt es eine natiirliche Zahl j
derart, dass fiir alle ¢ > j die Beziehung ¢; # t gilt. Wir setzen U = T\ {¢t} und ¢, =
tjt1...t fiir £ > j. Dann ergeben sich folgende Relationen

Hieraus folgt Abw(mg,U,t) = w, da k beliebig grof§ gewéhlt werden kann. Da U die
Vereinigung von endlich Einermengen ist, die jeweils aus genau einer Transition bestehen,
folgt aus Satz 3.92 iii), dass fiir ein ¢’ in U auch Abw(mo,t',t) = w gilt. O

Die Umkehrung von Satz 3.94 gilt im Allgemeinen nicht. Dazu betrachten wir das
Netz Nis, das in Abbildung 3.15 gegeben ist. Wenn k die Anzahl der Marken auf p; ist, so

Ok
Los

t2<—

Abbildung 3.15: Petri-Netz Ny
kann hochstens k-mal ¢; geschaltet werden, und dann muss wieder ¢y geschaltet werden.
Analoges gilt fiir ¢5 beziiglich der Marken auf p,. Daher gibt es in jedem Ablauf w = (t}) zu
jeder Zahl k Zahlen iy > kund i > kmit ¢ = t; bzw. t; = t. Daher enthélt jeder Ablauf
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unendlich viele Vorkommen von t; und ¢5, d.h. jeder Ablauf ist unparteilich. Andererseits
gilt Abw(myg,t1,t2) = w, da auf p; eine beliebige Anzahl k£ von Marken gebracht werden
kann und dann t; auch k-mal hintereinander schalten kann.

Satz 3.95 FEs seien N = (S,T,F,V,mg) ein beschrinktes Petri-Netz und m eine Mar-
kierung von N. Wenn jeder Ablauf in N unparteilich ist, so liegt jedes Paar (t,t") von
Transitionen in BA[my].

Beweis. Da N beschrénkt ist, ist R(NN, mg) eine endliche Menge, die aus K Markierungen
bestehen moge.

Angenommen, es gibt Transitionen ¢ und ¢ fiir die Abw(my, t,t') = w gilt. Dann gibt es
zu jeder Zahl k eine erreichbare Markierung my, € R(N, mg) und ein Wort g, € L(N, my),
in dem ¢ mindestens k-mal und ¢’ nicht vorkommt. Wir wihlen nun & > K. Dann gibt
es eine Markierung m/, die beim Schalten von ¢, mindestens zweimal erreicht wird und
daher Worter ¢, ¢’, ¢” und p derart, dass

@ = qq¢'q" und mg [p > my g >m'[¢ >m’
gelten. Somit ist w = pq(q’)* ein Ablauf in N, der aber nicht parteilich ist, da wegen
0 = #u(qr) > #v(¢') > 0 die Transition ¢’ in w nur endlich oft vorkommt. Damit haben
wir einen Widerspruch zu unserer Annahme erhalten. O

Die Relation BA[my| steht nach den beiden letzten Aussagen in engem Zusammenhang
mit der Unparteilichkeit. Es ist daher von Interesse ein Verfahren zur Bestimmung von
BA[myg| zu haben.

Es sei G der Uberdeckungsgraph des beschrinkten Petri-Netzes N = (S, T, F,V,myg).
G habe die elementaren Kreise ky, ko, . .. k, (dabei heifit ein Kreis k elementar, wenn kein
Teilweg von k ein Kreis ist). Fir 1 < i < r sei ¢; die Schaltfolge, die dem Kreis k;
entspricht. Wir definieren dann fiir eine Teilmenge U C T der Transitionen den Vektor

dU) = (#v(q), #v(a), -, #uvla))

und dessen Trager supp(d(U)) als die Menge der i mit #¢(q;) > 0.

Satz 3.96 Es sei N = (S, T, F.V,myq) ein Petri-Netz mit dem Uberdeckungsgraphen G.
i) Falls G keinen Kreis enthdlt, so gilt (U W) € BA[my| fir beliebige U C T und
W CT.
it) Wenn G die elementaren Kreise ky, ko, ...k, enthdlt, so gilt (U, W) € BA[my
genau dann, wenn supp(d(U)) = supp(d(W)) gilt. O

Wir verzichten hier auf einen Beweis, da dafiir Kenntnisse iiber den Uberdeckungsgra-
phen erforderlich sind, die im Rahmen dieser Vorlesung nicht bereitstehen.

Satz 3.97 Flir zwei gegebene Mengen U C T und W C T wvon Transitionen eines Netzes
N = (S,T,F,V,my) ist es entscheidbar, ob (U,W) € BA[my| gilt.
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Beweis. Wir berechnen zuerst den Uberdeckungsgraphen HG von N. Als nichstes be-
stimmen wir die elementaren Kreise von G (dies kann mittels der Breitensuche dhnlichen
Verfahren geschehen). Falls keine Kreise vorhanden sind, so gilt (U, W) € BA[my]. Im an-
deren Fall berechnen wir supp(d(U) und supp(d(W). Stimmen diese beiden Mengen iibe-
rein, so haben wir wegen Satz 3.96 (U, W) € BA[mo|; anderenfalls gilt (U, W) ¢ BA[my).
(]

Wir haben oben gesehen, dass die Abweichung kein Abstand sein kann, da sie nicht
symmetrisch ist. Wir wollen nun eine Modifikation vornehmen, die einen Abstand liefert.
Dabei werden wir auch noch eine Gewichtung der Transitionen vornehmen.

Definition 3.98 FEs sei N = (S,T, F.V.mg) ein Petri-Netz, U C T und W C T zwei
Mengen von Transitionen und x eine Abbildung von T in die Menge N der positiven
natirlichen Zahlen.

i) Wir definieren den Spaltenvektor xuw tber den Transitionen durch

x(t) fallsteU undt ¢ W,
xow(t) =< x(t) fallst¢ U undt e W, .
0 sonst

ii) Die Synchronieabweichung der Transitionsmenge U von der Transitionsmenge W
beziiglich x ist die Zahl

SA(Xv Uv W) = Sup{W(Q) *Xuw | q < L(N7 m) f’lL’l" e m € R(N7 mO)}>
und der Synchronieabstand von U und W beziiglich x ist die Zahl
D(x,U, W) = max{SA(x,U, W), SA(x, W,U)}.

Beispiel 3.99 Wir betrachten das Netz Nj3 aus Abbildung 3.15. Es ist leicht zu sehen,

o
o= O
/
0

Abbildung 3.16: Petri-Netz N3

dass alle Schaltfolgen Anfangsstiicke des unendlichen Wortes (t1t2t1t3)* sind.

Wenn wir den Vektor x = (1,1,1) wihlen, so erhalten wir SA(x,t1,t2) = w, da
fiir ein beliebiges k das Wort ¢ = (titat1t3)* den Wert 7(q)xe, 4, = 2k — k = k liefert,
womit das Supremum bei w liegt. Dagegen ist SA(x,t2,t1) = 1, denn bei jedem Wort
aus mindestens zwei Buchstaben ist die Anzahl der ¢; mindestens so grof§ wie die Anzahl
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der ty, wihrend to € L(N,m) mit mg[t;y > m den Wert 1 liefert. Folglich gilt auch
D(X,tl,tg) = D(X(tg,tl) = W.

Wihlen wir dagegen y = (1,2,2), so ergibt sich SA(y,t,t') = 2 und damit auch
D(x,t,t") = 2 fiir beliebige verschiedene Transitionen ¢ und ¢’ aus 7.

Wir stellen nun eine Beziehung zwischen der Abweichung Abw und der Synchronieab-
weichung S A her. Diese ergibt sich aus den folgenden Beziehungen.

SA(x,U,W) = sup{m(q) - xuw | ¢ € L(N,m) fiir ein m € R(N,myg)}
sup{m(q) - xuw | ¢ € L(N,m) fiir ein m € R(N,my), #w(q) =0}

sup{ > #i(q)xvw(t) | ¢ € L(N,m) fir ein m € R(N,mq), #w(q) = 0}
teU\W

> sup{#v\w(q) | ¢ € L(N,m) fiir ein m € R(N,mo), #w(q) =0}
= Abw(mg, U\ W, W)

A%

Wir geben zuerst einige elementare Eigenschaften von D an.

Folgerung 3.100 FEs seien N = (S, T, F,V,mq) ein Petri-Netz, U und W Mengen von
Transitionen und x eine Funktion von T in N.

i) Es gilt D(x,U,W) > SA(x,U,W) > 0.

it) Wenn U C W gilt, dann ist SA(x, U, W) = 0.

Beweis. i) Fiir das leere Wort A haben wir 7(A) - xyw = 0. Damit muss das Supremum
mindestens 0 sein.

ii) Entsprechend der Definition hat xyw unter der Voraussetzung U C W bei allen
s € W\ U einen negativen Wert und sonst nur Nullen. Damit gilt fiir jedes Wort ¢ die
Beziehung 7(q)xuw < 0. Unter Beachtung von i) folgt die Behauptung. a

Der folgende Satz zeigt, dass die Bezeichnung Synchronisationsabstand fir D (y, U, W)
berechtigt ist.

Satz 3.101 Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz, U und W Mengen von Tran-
sitionen und x eine Funktion von T in N. Wenn in N keine Transition tot ist, so ist D
bez. x ein Abstand in der Potenzmenge von T'.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die folgenden drei Eigenschaften gelten:

D(x,U, W) =0 gilt genau dann, wenn U = W ist. (3.5)
D(x,U,W) = D(x, W, U) gilt fiir alle U, W C T. .
D(x, U W) < D(x,U,Y)+ D(x,Y,W) gilt fir alle Uy W)Y C T. (3.7)

Wir zeigen (3.5). Wenn U = W gilt, so folgt aus Folgerung 3.100 ii) sofort
SA(x,U W)= SA(x,W,U) = 0.
Somit ist auch D(yx, U, W) = 0.
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Ist umgekehrt D(x, U, W) = 0, so ergibt sich aus der Definition von D und Folgerung
3.1001) SA(x,U, W) = SA(x, W,U) = 0. Daher gilt fiir alle Markierungen m € R(N, my)
und alle Worter ¢ € L(N,m)

m(@xvw <0 und 7(g)xwu < 0. (3.8)

Nun folgt aber aus der Definition von xyw sofort xpw = —xw,u. Falls also 7(¢)xuw < 0
fiir ein ¢ wiire, so wire 7(q)xwu = —7(¢)xvw > 0 im Widerspruch zu (3.8). Damit haben
wir m(q)xuw = 0. Analog zeigen wir 7(q)xwu = 0.

Die Aussage (3.6) folgt sofort aus der Symmetrie in der Definition von D(x, U, W).

Die Aussage (3.7) ist offenbar, wenn D(x,U,Y) = w oder D(x,Y,W) = w gilt. Wir
konnen daher im Folgenden annehmen, dass SA(x,U,Y) und SA(x,Y, W) endlich sind.
Ferner konnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass U, W und Y
paarweise disjunkt sind, da den Transitionen im Durchschnitt von A und B bei x4 g der
Wert 0 zugewiesen wird.

Es sei L die Vereinigung aller Mengen L(N, m) mit m € R(N,my). Dann erhalten wir

SA(x,U,W) = sup{n(¢)xuw | q€ L}
= sup{z #:1(q)x Z #i(q)x(t) | g€ L}

teU tew
= sup{z #i(q)x(t) — Z #e(q)x(t)
+ D #la)x(t) = D #ila)x(t) [ ¢ € L}

IN
=
=
[
35#

)= #lg)x(t) | g€ L}

teU tey
+sup{)_#i(@)x(t) = Y #(@)x(t) | ¢ € L}
tey tew
= SA(,UY)+ SA(x, Y, W)
und
D(x,U,W) = sup{SA(x,U,W), SA(x,W,U)}
< sup{SA(x,U,Y) + SA(x, Y, W), SA(x,W,Y) + SA(x,Y,U)}
< sup{SA(x,U.Y), SA(x,Y,U)} + sup{SA(x, W.Y), SA(x, Y, W)}
= D(x.UY)+D(x,Y,W).
Folglich ist (3.7) auch bewiesen. O

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Umsténden D(x, U, W) endlich ist. Ins-
besondere fragen wir nach der Entscheidbarkeit dieser Eigenschaft. Wir beginnen mit ein
paar einfachen Folgerungen aus D(y, U, W).

Satz 3.102 Wenn x eine realisierbare T-Invariante eines Petri-Netzes N = (S, T, F,V,my),
X eine Funktion von T in N ist und SA(x,U,W) # w fir zwei Mengen U und W wvon
Transitionen gilt, so ist Xg,W -x < 0.
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Beweis. Wenn z eine realisierbare T-Invariante ist, so gibt es im Erreichbarkeitsgraphen
von N einen Kreis derart, dass x der transponierte Parikhvektor der zum Kreis gehérenden
Schaltfolge ¢ ist. Damit haben wir mg[p > m[q > m fiir eine Schaltfolge p und eine
Markierung m. Da ¢ einen Kreis beschreibt, ist ¢™ fiir jedes n in L(N,m). Damit ist

wegen m(q)T = x

T

SA(x, U, W) = w(q") xuw = nm(q)xvw = n(m(q)xow)" = nxtwm(@)" = nxtwe.

Da fiir X@,wx > 0 der Wert SA(x, U, W) grofler als jede gegebene Zahl n ist, erhalten wir
SA(x,U,W) = w im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Damit haben wir x{; 2 < 0.
(]

Folgerung 3.103 Es seien N = (S,T,F,V,mg) ein Petri-Netz, x eine realisierbare
T-Invariante von N und x eine Funktion von T in N, und es gelte D(x,U,W) # w
fiir zwei Mengen U und W wvon Transitionen. Dann ist XE,W -x = 0.

Beweis. Nach Definition gilt xuw = —xw,y. Aus der Voraussetzung D(x, U, W) # w
folgen SA(x,U, W) # w und SA(x, W,U) # w. Damit erhalten wir aus Satz 3.102

T T
OZXW,U'x:_XU,W'xZO7

woraus die Behauptung sofort folgt. O

Satz 3.104 FEs seien N = (S,T,F,V,mg) ein beschrinktes Petri-Netz, U und W Teil-
mengen von T und x eine Funktion von T in N. Dann ist D(x, U, W) genau dann endlich,
wenn 7(r) - xuw = 0 fir alle Worter r € T* gilt, die einen elementaren Kreise im Er-
reichbarkeitsgraphen von N beschreiben.

Beweis. Es sei zuerst D(x,U, W) ein endlicher Wert. Da jeder Vektor m(r)T eine rea-
lisierbare T-Invariante ist, erhalten wir XE,WW(T>T = 0 aus Folgerung 3.103. Somit gilt
m(r)xvw = 0.
Es seien K die Anzahl der Markierungen in R(N,mg) und ry,7s,...r, die Parikh-
Vektoren der Schaltfolgen zu elementaren Kreisen in EG (N, mg). Wir zeigen zuerst, dass
(*)  zu jeder Markierung m € R(N,mg) und jedem Wort ¢ € L(N,m) eine Funktion 7,
von 7" in N (geschrieben als Zeilenvektor r,) und Koeffizienten aq, as, ..., oy so
existieren, dass
m(q) =1, + Zle a;r; und 0 <ry(t) < K fiir t € T gelten.

Es sei ¢ = tyty...t, € L(N,m). Dann gilt
mo [* > m =mg [ty > m] [ta > mb[ts > ... [t, > m),.

Es sei zuerst n < K gilt, so gilt #:(¢) < |¢| = n < K fiir jede Transition ¢t € T'. Wir
wihlen nun r, = 7(¢) und oy = oy = - -+ = a, = 0. Damit ergeben sich

k
0<#(q)=r,(t) < KfirteT und =(q)=r,=r,+ Zozm-,
i=1
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womit die Aussage bewiesen ist.

Es sei nun n > K. Dann gilt sogar n + 1 > K und folglich sind zwei der n + 1
Markierungen mg, m, ..., m;, identisch, sagen wir m; = m/ mit ¢ < j. Damit ergeben
sich

mo [* > m6 [tltg ot > m; [ti+1ti+2 .. .tj > m; [tj+1tj+2 oty > m;,
tita ... titjsatjqa . . . t, ist Schaltfolge fiir m = mg und ¢;11¢;42 . .. t; beschreibt einen Kreis
uin EG(N,mg). Als Kreis ist u aus elementaren Kreisen zusammengesetzt. Daher haben

k
W(ti+1ti+2 .. tj) = Z ;T
=1

Ist die Lénge des verbleibenden Wort 1ty ... ¢t 41t542 ..., € L(N,m) kleiner als K,
wahlen wir wie oben 7, = m(t1ts ... t;t;11tj42 ... t,) und erhalten

k
7T(q) = 7T(t1t2 PN titj_:,_ltj_;,_g ce tn) + 7T(ti+1ti+2 ce tj) =Tyq + Z ouT;
i=1

und wie oben 0 < r,(t) < K fiir t € T Ist die Lénge von t1ty...¢;tj 1140 . . L, groBer als
K, so konnen wir die gleiche Prozedur, die oben auf ¢ angewendet wurde, auf die Sequenz
tita. .. titj41tj1e . . . t, anwenden und iteriert so weiter verfahren, bis sich ein Restwort mit
einer Linge < K ergibt.

Es seien nun x, U, W so gegeben, dass 7(r) - xpyw = 0 fiir alle Worter r» € T gilt, die
einen elementaren Kreise im Erreichbarkeitsgraphen von N beschreiben. Dann gilt unter
Beriicksichtigung von (*) und Folgerung 3.103 (man beachte, dass die r! T-Invarianten
sind)

k
(@) Xuw = reXuw + Z QriXuw = TaXuw < qu(t)x(t) < Zx(t) K =K'

i=1 teU teU

Daher ist das Supremum bei der Definition von SA(x,U, W) durch K’ nach oben be-
schrankt. Analog weist man auch eine Schranke fiir SA(y, W, U) nach, womit D(x, U, W)
beschrankt ist. O

Folgerung 3.105 Fir ein beschrinktes Petri-Netz N = (S, T, F,V,my), Teilmengen U
und W wvon T wund eine Funktion x : T — N st es entscheidbar, ob der Abstand
D(x,U,W) endlich ist.

Beweis. Da der Erreichbarkeitsgraph eines beschrinkten Netzes endlich ist, konnen wir
den Erreichbarkeitsgraphen konstruieren und dann mittels Breitensuchen alle elementaren
Kreise darin finden. Fiir alle diese Kreise r konnen wir iiberpriifen, ob 7(r) - xuw = 0
gilt. Im positiven Fall ist D(y, U, W) endlich; anderenfalls ist D(x, U, W) = w. O
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3.7 Deadlocks und Fallen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Mengen von Stellen, fiir die eine Inklusionsbeziehung
zwischen Vor- und Nachbereich besteht. Die zwei moglichen Inklusionen fithren zu zwei
Konzepten.

Definition 3.106 Es sei N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz und D eine Teilmenge von
S.

i) Wir sagen, dass D ein Deadlock von N ist, wenn eD C De gilt.

i1) Wir sagen, dass D eine Falle von N ist, wenn De C oD gilt.

Wir lassen den Zusatz ,von N“ weg, wenn N durch den Zusammenhang eindeutig
festgelegt ist.

Anschaulich bedeutet dies im Fall des Deadlocks, dass eine Transition, die Marken in
D hinein gibt, auch Marken aus D entnimmt. Wenn man das Inklusionzeichen sogar so
deutet, dass mehr aus D entnommen wird, als hineingegeben wird, so werden aus einem
Deadlock stets Marken entnommen und daher tritt die Situation, dass die Transitionen
des Nachbereichs nicht mehr geschaltet werden konnen. Daher riihrt der Name Deadlock.
Wir stellen aber fest, dass es kein wirklicher Deadlock ist, da andere Transitionen noch
geschaltet werden kénnen. Daher wird anstelle von Deadlock auch der Begriff Tube ver-
wendet. Wir sprechen von Deadlocks, weil dieser Begriff gebrauchlicher scheint (z.B. in
der fiir die Vorlesung verwendeten Literatur).

Fiir eine Falle bedeutet es, dass das Entnehmen von Marken aus D von einem Hinein-
geben von Marken in D gekoppelt ist. Bei der Interpretation, dass mehr hinein gegeben
wird, als entnommen wird, so werden Marken in D wie in einer Falle gefangen.

Beispiel 3.107 Wir betrachten das Netz Ny4 aus der Abbildung 3.17.

)
\
2

t3 123

Abbildung 3.17: Netz N4

1

ta

Dann gelten fiir
D, = {81734, 85}> Dy = {32, 83, S4, 35} und D3 = {81, 34756}
die Beziehungen

.Dl = {t17t27t4} C {tl,tQ,t37t4} = _Dl.7
Dye = {t17t37t4} C {tl,tz,t:g,t[l} = oDy,
Dye = {tlthat37t4} =e[s.
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Somit ist Dy ein Deadlock, aber keine Falle; Dy ist eine Falle, aber keine Deadlock und
D5 ist sowohl Falle als auch Deadlock.

Wir bemerken, dass eine Menge D von Stellen genau dann sowohl Deadlock als auch
Falle ist, wenn eD = De ist, d.h. wenn Vorbereich und Nachbereich von D identisch sind.
Da o) = e = () gilt, ist die leere Menge sowohl Deadlock als auch Falle.

Satz 3.108 FEs seien N = (S,T, F,V,mq) ein Petri-Netz und y eine echte S-Invariante
von N. Dann ist die Menge D aller Stellen, fir die y(s) # 0 ist, sowohl Deadlock als auch
Falle von N.

Beweis. Angenommen, es gibt eine Transition ¢t € D e\ @ D, d.h. D ist keine Falle. Dann
gilt At(s) <0 fiir alle s € D und es gibt ein s; € D mit At(s;) < 0. Damit ergibt sich

At-y=> At(s)-y(s) <Y _At(s) < 0.

seD seD

Dies ist aber ein Widerspruch zur Eigenschaft einer S-Invarianten.
Analog zeigt man, dass es auch kein ¢ in eD \ De gibt. Somit gilt eD = De. a

Wir geben nun ein paar elementare Eigenschaften von Deadlocks und Fallen an.

Satz 3.109 Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein gewdhnliches Petri-Netz, m eine Markie-
rung von N und D C S eine Menge von Stellen.

i) Wenn D ein Deadlock ist und bei m keine Marke trigt, so ist D auch bei allen
Markierungen m’ € R(N,m) ohne Marken.

ii) Wenn D eine Falle ist und bei m mindestens eine Marke trdigt, so trigt D auch bei
allen Markierungen m’ € R(N,m) mindestens eine Marke.

Beweis. Wir geben den Beweis jeweils nur fiir den Fall, dass m [t > m/ fiir eine Transition
t gilt. Die Ubertragung auf den allgemeinen Fall m [tity...t, > m’ fiir eine Schaltfolge
tity ... t, kann dann einfach durch Induktion iiber die Lange der Folge erbracht werden.

i) Wir nehmen an, dass D eine Marke bei m’ tragt. Da D bei m keine Marke trégt,
wird durch ¢ eine Marke auf eine Stelle von D geschaltet. Damit gilt t € eD. Aus der
Deadlock-Definition folgt nun ¢ € De. Daher wird beim Schalten von ¢ einigen Plétzen
von D eine Marke entnommen. Dies ist aber unmoglich, da D bei m keine Marke tragt.
Folglich muss unsere obere Annahme falsch sein, womit nachgewiesen ist, dass D auch
bei m' keine Marke tragt.

ii) Wir nehmen jetzt an, dass D bei m’ keine Marke tragt. Dann muss ¢ die bei m auf
D vorhandenen Marken entfernen. Also gilt ¢ € De. Nach Definition der Falle ist dann
auch t € eD. Somit wird durch ¢ auf D auch mindestens eine Marke geschaltet. Folglich
hat D bei m’ mindestens eine Marke im Widerspruch zu unserer Annahme. O

Satz 3.110 Esseien N = (S, T, F,V,mq) ein gewohnliches Petri-Netz und D, D1, Dy C S
Mengen von Stellen.

i) Wenn Dy und Dy Deadlocks von N sind, so ist auch Dy U Dy ein Deadlock.

ii) Wenn Dy und Dy Fallen von N sind, so ist auch Dy U Dy eine Falle.

iii) Zu jeder Menge D von Stellen, gibt es genau einen (bez. der Inklusion) maximalen
Deadlock und genau eine mazimale Falle, die in D enthalten sind.
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Beweis. 1) Nach Definition des Deadlocks gelten
eD; CD;ie und eDy C Dye

und damit
.(Dl U DQ) = .Dl U .D2 g Dl [ ] UDQ' = (Dl U DQ) o .
Somit ist Dy U Dy ein Deadlock.
ii) kann vollig analog bewiesen werden.

iii) Angenommen, es gibt zwei verschiedene bez. der Inklusion maximale Deadlocks
Dy und Dy von D. Wegen D1 € D und Dy C D haben wir auch D; U Dy C D. Auflerdem
ist wegen Dy # Dy die Menge Dy U Dy eine echte Obermenge von D;. Nach Teil i) ist
D1 U D5 ein Deadlock. Dies widerspricht aber nun der Maximalitdt von D;. Folglich kann
es keine zwei verschiedenen maximalen Deadlocks in D geben.

Die Aussage fiir Fallen kann genauso bewiesen werden. O

Definition 3.111 Ein Deadlock D des Petri-Netzes N heifit minimal, wenn D nicht die
leere Menge ist und jeder nichtleere Deadlock von N keine echte Teilmenge von D ist.

Die Definition besagt, dass fiir einen minimalen Deadlock D kein nichtleerer Deadlock
D' mit D" C D existiert.
Wir geben nun einige einfache Eigenschaften minimaler Deadlocks.

Satz 3.112 In einem minimalen Deadlock gibt es keine Stelle mit leerem Nachbereich.

Beweis. Angenommen, fiir die Stelle s des minimalen Deadlocks D gilt se = (). Dann gibt

es eine Transition ¢ € es, da s sonst ein isolierter Knoten wire. Wegen ¢ € es C oD und

der Definition des Deadlocks haben wir ¢ € s’e fiir eine Stelle 8" € D. Offenbar ist s # '.
Wir betrachten nun die Menge D' = D \ {s}. Dann ergibt sich

oD’ CeD C De= Do,
wobei die letzte Gleichheit wegen se = () aus
De=(D'U{s})e=D"eUse=D'e

folgt. Damit ist D’ ein Deadlock. Aulerdem ist wegen s’ € D’ der Deadlock D’ nicht
leer, und nach Definition ist D’ eine echte Teilmenge von D. Dies widerspricht aber der
vorausgesetzten Minimimalitat von D. O

Satz 3.113 Jeder minimale Deadlock ist stark zusammenhingend (d.h. von jeder Stelle
s € D gibt es zu jeder Stelle s € D einen gerichteten Weg).

Beweis. Angenommen, es gibt einen minimalen Deadlock D, der nicht stark zusam-
menhéngend ist. Dann gibt es zwei Stellen s; und sy derart, dass es keinen gerichteten
Weg von s; nach sy gibt. Wir setzen

D' ={s| s € D und es gibt einen gerichteten Weg von s nach sg}.
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Dann gelten
sop€D und s ¢ D'

Damit ist D’ eine nichtleere echte Teilmenge von D.

Es sei nun t € eD’. Dann gibt es einen Weg von t — p — ... — 5o von t nach sg, wobei
p € D' gilt. Wegen t € ep C oD’ C oD und der Definition des Deadlocks (angewandt
auf D) erhalten wir ¢ € De. Folglich gibt es eine Stelle s’ in D mit s’ € et. Damit gibt es
einen Weg s’ — t — ... — 5. Nach Definition haben wir s’ € D’ und damit ¢t € D’e. Somit
ist D’ ein Deadlock. Daher ergibt sich ein Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalitét
von D. a

Satz 3.114 Wenn es keinen Deadlock in einem Petri-Netz N gibt, so ist N lebendig.

Beweis. Angenommen, das Petri-Netz N = (S, T, F,V,mg) ist nicht lebendig. Dann gibt
es eine Markierung m € R(N,mg) und eine Transition ¢ € T, die bei m tot ist. Es sei D
die Menge aller Stellen s € S mit den beiden folgenden Eigenschaften:
— es gibt einen gerichteten Weg von s nach ¢,
— s ist beschriankt bei allen m’ € R(N,m), (d.h. m/(s) < k fiir eine Konstante k).
Der Vorbereich von t ist nicht leer, da sonst ¢ nicht tot bei m wéire. Wenn et nur Stellen
enthilt, die bei den Markierungen aus R(N,mg) nicht beschrinkt sind, so ist ¢ erneut
nicht tot bei m. Somit enthélt e¢ mindestens ein Element aus D, womit D nicht leer ist.
Die Menge D ist sogar ein Deadlock. Um dies einzusehen, betrachten wir ¢’ € e D. Wenn
o’ leer ist oder keine bei den Markierungen aus R(N,m) beschriankte Stelle enthélt, so
kann ¢’ in N beliebig oft schalten. Dies liefert, dass es in D mindestens eine unbeschriankte
Stelle gibt, was im Widerspruch zur Definition von D steht. Somit enthélt ¢’ im Vorbereich
eine beschrankte Stelle s’. Folglich gibt es einen Weg s’ — t' — s — ... — ¢ (mit s” € D.
Dabher ist s’ ein Element von D und wir haben ¢ € De.
Da wir nach Voraussetzung keinen Deadlock in N haben, ist unsere Annahme falsch
und N lebendig. O

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. Dazu betrachten wir das Netz N5, das in
Abbildung 3.18 zusammen mit seinem Erreichbarkeitsgraphen gegeben ist. Da die drei
erreichbaren Markierungen zyklisch durchlaufen werden, wobei jede Transition einmal
geschaltet wird, ist Vi5 lebendig. Jedoch ist wegen

o{p2, p3} = {t1,ta} = {p1,pa}e

die Menge {ps, p3} sowohl Deadlock als auch Falle.
Wir geben nun eine Netzeigenschaft an, die sich fiir gewisse Netze als hinreichend und
notwendig fiir Lebendigkeit erweisen wird.

Definition 3.115 FEin Petri-Netz N = (S, T, F.V,mg) hat die Deadlock-Fallen-Eigenschaft,
wenn jeder (nichtleere) Deadlock von N eine (nichtleere) Falle enthdlt, die bei mqg min-
destens eine Marke trdigt.

Wir haben das Wort nichtleer in Definition 3.115 beide Male in Klammern gesetzt, da
die Nichtleere aus den anderen Eigenschaften folgt. Da die Falle mindestens eine Marke
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Abbildung 3.18: Netz Nj5 und sein Erreichbarkeitsgraph mit my = (2,1,0,0,0), my; =
(1,0,1,1,0), mg = (0,1,0,1, 1), wobei die Stellen von links nach rechts angeordnet sind

tragt, kann sie nicht leer sein. Da der Deadlock eine nichtleere Falle enthélt, ist er selbst
auch nicht leer.

Aus der Existenz von maximalen Fallen in jeder Menge von Stellen (siehe Satz 3.110
iii)) folgt sofort das folgende Kriterium fiir die Deadlock-Fallen-Eigenschaft, das gegeniiber
der Definition die zu betrachteten Deadlocks und Fallen einschrankt.

Satz 3.116 FEin Petri-Netz N = (S, T, F.V,mg) hat genau dann die Deadlock-Fallen-
Eigenschaft, wenn die maximale Falle eines jeden minimalen Deadlocks von N bei myg
mindestens eine Marke trdgt.

Beweis. Wenn N die Deadlock-Fallen-Eigenschaft hat, so gibt zu jedem Deadlock D eine
Falle D', die mindestens eine Marke triagt. Damit triagt auch die maximale Falle D” O D’
von D eine Marke. Dies gilt aber sicher auch fiir den Spezialfall minimaler Deadlocks.
Es gelte nun, dass die maximale Falle eines jeden minimale Deadlocks eine Marke
tragt. Ferner sei D ein nichtleerer Deadlock. Dann gibt es einen minimalen Deadlock D,
mit D; C D. Es sei D’ die maximale Falle von D;. Offenbar ist auch D’ C D. Da D’ nach
Voraussetzung eine Marke tragt, gibt es zu D eine in D enthaltene nichtleere Falle mit
einer Marke. Da D beliebig gew#hlt war, hat N die Deadlock-Fallen-Eigenschaft. a

Satz 3.117 Wenn ein Petri-Netz N = (S,T, F.V,mq) die Deadlock-Fallen-Eigenschaft
hat, so ist es # () fiir jede Stelle s € S.

Beweis. Angenommen, es gilt s = () fiir eine Stelle s € S. Dannn ist {s} ein Deadlock,
da e{s} = () C {s}e stets gilt. Aber {s} ist keine Falle, denn wegen des Zusammenhangs
von N ist se nicht leer und damit keine Teilmenge vom leeren Vorbereich es. Damit
enthéilt der Deadlock {s} keine nichtleere Falle und somit erst keine Falle mit Marke im
Widerspruch zur vorausgesetzten Deadlock-Fallen-Eigenschaft. a

Satz 3.118 Wenn das gewdhnliche Petri-Netz N die Deadlock-Fallen-Eigenschaft hat, so
gibt es in der Erreichbarkeitsmenge von N keine tote Markierung.
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Beweis. Angenommen, die Markierung m € R(N,my) ist tot. Wir setzen
D ={s|s e Sund m(s)=0}.

Die Menge D ist nicht leer, da sonst jede Stelle von S eine Marke bei m tragt, womit m
nicht tot wére.

Sei nun t € eD. Da t tot bei m ist, kann ¢ bei m nicht aktiviert sein. Folglich ist
etN D # ().Damit gilt auch ¢t € De, womit D als Deadlock nachgewiesen ist. Die Menge D
hat bei m keine Marke. Damit hat jede Falle in D auch keine Marke bei m. Nach Folgerung
3.109 ii) trdgt daher auch keine Falle in D eine Marke bei mg. Dies widerspricht aber der
Deadlock-Fallen-Eigenschaft. a

Wir betrachten nun einen gewohnlichen Synchronisationsgraphen N, d.h. ein Petri-
Netz, bei dem der Vorbereich und der Nachbereich einer jeder Stelle einelementig sind,
und einen nichtleerer Deadlock D darin. Da D # () ist, gibt es ein s; in D. Es sei ¢; die
(einzige) Transition aus es;. Da D ein Deadlock ist, gilt

tir€ces; CeDC De.

Folglich gibt es eine Stelle sy mit t; € sqpe. Falls 51 = s9 gilt, so haben wir einen Kreis in
D gefunden. Ist sy # s1, so gilt esy = {to} mit 5 # ;. Analog zu oben, gibt es eine Stelle
s3 € D mit ty € sge. Falls s3 = s; oder s3 = s, gilt, haben wir erneut einen Kreis in D
gefunden. Anderenfalls fahren wir analog fort. Nach endlich vielen Schritten ergibt sich
ein Kreis in D, da wir nur endlich viele Stellen haben.

Wir haben damit gezeigt, dass jeder nichtleere Deadlock einen Kreis enthélt. Die
minimalen Deadlocks miissen daher die elementaren Kreise von N sein.

Analog zeigt man, dass jede Falle einen Kreis enthélt.

Ist D nun ein minimaler Deadlock, so stimmt er daher mit seiner maximalen Falle
iiberein. Die maximalen Fallen minimaler Deadlocks sind also Kreise.

Nach Satz 3.42 ist ein gewohnlicher Synchronisationsgraph N genau dann lebendig,
wenn jeder Kreis von N eine Marke tragt. Folglich tragen die maximalen Fallen von
minimalen Deadlocks von N Marken. Damit ist gezeigt, dass ein lebendiger gewhnlicher
Synchronisationsgraph die Deadlock-Fallen-Eigenschaft hat.

Umgekehrt habe nun ein gewohnlicher Synchronisationsgraph die Deadlock-Fallen-
Eigenschaft. Dann tragt jeder elementare Kreise als maximale Fallen von einem minimalen
Deadlocks eine Marke. Dann tragen aber auch alle Kreise eine Marke, da jeder Kreis einen
elementaren enthélt. Damit ist /V lebendig.

Daher haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.119 Ein gewdhnlicher Synchronisationsgraph ist genau dann lebendig, wenn er
die Deadlock-Fallen-Figenschaft hat.

Diese Aussage lasst sich noch auf gewohnliche erweiterte Free-Choice-Netze verallge-
meinern.

Satz 3.120 Es sei N ein gewdhnliches erweitertes Free-Choice-Netz. Dann ist N genau
dann lebendig, wenn N die Deadlock-Fuallen-FEigenschaft hat. a
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Wir geben hier nicht den vollsténdigen Beweis. Wir beweisen die Aussage nur in einer
Richtung und nur fiir Free-Choice-Netze. Wir geben zuerst einige Begriffe und Behaup-
tungen, aus denen dann die gewiinschte Teilaussage von Satz 3.120 folgt.

Wir nennen eine Menge 7" C T aktivierbar bei m, wenn es fiir jedes t € T’ eine
Markierung m; € R(N, m) gibt, bei der ¢ aktiviert ist.

Behauptung 1. Es seien N = (S,T,F,V,mg) ein Free-Choice-Netz und T C T eine
Menge von Transitionen. Falls die Menge (oT")e bei mg aktivierbar ist, so ist auch T" bei
mo aktivierbar.

Beweis. Angenommen, 7" ist nicht aktivierbar. Dann gibt es ein ¢; € T, fiir das es
kein my, € R(N,myg) gibt, bei dem t; aktiviert ist. Es sei s € ot;. Wir betrachten eine
Transition

s € (s9)\ T C ((eT")o) \ T".

Ein solches t, existiert, denn bei 7" C (o71”)e gilt offenbar und bei Gleichheit wére T"
nach Voraussetzung aktivierbar und wir hatten einen Widerspruch zu unserer Annahme.
Wegen ty ¢ T' und t; € T" haben wir t; # t,. Damit ist die Menge se nicht einelementig.
Nach der Definition 2.10 v) eines Free-Choice-Netzes gelten daher ot; = oty = {s}, denn
wir haben (t1,s) € F und (t3,s) € F. Damit ist aber ¢; genau dann aktiviert, wenn ¢,
aktiviertt ist. Nach Voraussetzung gibt es fiir to € (o7")e eine Markierung my,, bei der ¢,
aktiviert ist. Damit ist auch ¢; bei my, aktiviert. Dies widerspricht der Wahl von ¢; als
bei mg nicht aktivierbarer Transition. O

Fiir eine Markierung m eines Petri-Netzes N, setzen wir
m={s|m(s)=0}.

Behauptung 2. Es seien N = (S, T, F,V,mg) ein Free-Choice-Netz und T" C T eine bei mg
nicht aktivierbare Menge von Transitionen. Dann gibt es eine Markierung m € R(N,my)
derart, dass e(e1" N m) nicht aktivierbar bei m ist.

Beweis. Es seien m; eine in N erreichbare Markierung und ¢ € e(e7” N7my) eine bei my
aktivierte Transition. Durch Schalten von t entstehe aus m; die Markierung ms, die eine
Marke auf der Stelle s € oT" Ny habe. Es gelte mqg[qg > my [t > my. Dann sind alle
Transitionen, die in ¢t vorkommen nicht aus 7", da 7" nicht aktivierbar ist. Damit sind
sie nach Behauptung 1 auch nicht aus (e7”)e. Daher entziehen die Transitionen aus gt
der Menge 7" keine Marken. Folglich wird der Teil von 7" ohne Marken immer kleiner.
Damit gilt

o' Nmy CeT' Nm; CeT' Nmy .

Es gilt bei unserer Konstruktion sogar 7" Ny C o1’ Ny, da s in 1’ N7y aber nicht
in 7" Nmy ist. Wiirde stets ein solches s existieren, d.h. stets echte Inklusion gelten, so
wiirde 7" Ny = () nach endlich vielen Schritten eintreten. Dann wiirde aber jede Stelle
von 71" markiert sein, was der Voraussetzung widerspricht, dass 7" nicht aktivierbar ist.
Somit muss es eine erreichbare Markierung m geben, bei der keine Stelle aus 1" N'm
zusitzlich markiert wird. Damit kann keine Transition aus e(e7” N 777) mehr schalten,
womit gezeigt ist, dass sie bei M nicht mehr aktivierbar sind. a

Behauptung 3. Es seien N = (S,T,F,V,mq) ein Petri-Netz und T' C T eine Menge
von Transitionen. Wenn e(eT' Nmg) C 1" gilt, so ist entweder T" aktivierbar bei mq oder
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o' Ny ist ein Deadlock.
Beweis. Es sei T" nicht aktivierbar bei mgy. Wir haben dann zu zeigen, dass eT" N7y ein
Deadlock ist.

Es seien (Q = oT" Ny und ¢ € o). Dann ist ¢ € 7" nach Voraussetzung und damit
nicht aktivierbar bei mg. Damit ist et N7y # (), weil sonst ¢ bei mg aktiviert wire. Es
sel s € ot Nmy. Dann gilt natiirlich s € my. Wegen t € T”, ist s in 7" enthalten. Damit
haben wir s € (). Damit ist t € se C (e, womit () als Deadlock nachgewiesen ist. O

Behauptung 4. Es seien N = (S, T, F,V,mq) ein Free-Choice-Netz und T' C T eine beimg
nicht aktivierbare Menge von Transitionen. Dann gibt es eine Markierung m € R(N,my)
und einen Deadlock von N, der bei m nicht markiert ist.
Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl der Transitionen in
T\T.

Als Induktionsanfang wir haben #(7\ 7") = 0. Dann gilt 7" = 7" und damit e(e7" N
mg) C T =T'. Damit folgt aus Behauptung 3, dass wir den Deadlock 7" Ny haben.

Sei nun #(7T \ T') = n + 1. Aus Behauptung 2 folgt, dass es eine Markierung m €
R(N,my) so gibt, dass e(e1” N7m) nicht aktivierbar bei m ist. Falls o(e7" Nm) C T" gilt,
so folgt aus Behauptung 3 (mit m anstelle von my), dass 7" N ein Deadlock ist.

Es sei daher o(e7” N ) nicht in 7" enthalten. Dann gibt es eine Transition ¢ in
e(¢7" Nmm) \ T'. Aus Behauptung 2 folgt nun, dass 7" U {t} bei mg nicht aktivierbar
ist. Weiterhin ist #(7"\ (7" U {t})) = n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es damit in
N einen Deadlock D und eine Markierung m’ € R(N,m), der bei D nicht markiert ist.
Offensichtlich ist aber auch m’ € R(NN,mg), womit die Behauptung bewiesen ist. a

Wir kommen nun zu der einen Richtung von Satz 3.120, die wir beweisen wollen.

Satz 3.120° Wenn ein gewohnliches Free-Choice-Netz N die Deadlock-Fallen-FEigenschaft
hat, dann ist N lebendig.

Beweis. Angenommen, N ist nicht lebendig. Dannn gibt es eine Markierung m € R(N, my)
und eine Menge 7" von Transitionen so, dass 7" nicht aktivierbar bei m ist. Entsprechend
Behauptung 4 gibt es dann eine Markierung m’ € R(N,m) mit einem unmarkierten
Deadlock D.

Auf der anderen Seite enthélt nach der Deadlock-Fallen-Eigenschaft jeder Deadlock
eine bei my markierte Falle. Nach Satz 3.109 ii) sind diese Fallen bei jeder erreichbaren
Markierung eine Marke. Daher enthilt die zu D gehorende Falle bei m’ eine Marke. Daher
ist auch D bei m’ markiert. Damit haben wir einen Widerspruch zu der oben abgeleiteten
Eigenschaft von D, bei m/ unmarkiert zu sein. O

Entsprechend Satz 3.120” kannn die Lebendigkeit eines gewthnlichen erweiterten Free-
Choice-Netzes dadurch iiberpriift werden, dass man testet, ob das Netz die Deadlock-
Fallen-Eigenschaft hat. Dies ist bei einem Netz N = (S, T, F,V,mg) mit n Stellen sicher
dadurch machbar, dass man jede Teilmenge von S iiberpriift, ob sie ein Deadlock ist, im
positiven Fall die maximale Falle darin bestimmt und testet, ob diese bei der Anfangsmar-
kierung m( eine Marke trégt. Die Deadlocks kénnen wir durch Breitensuche bestimmen,
wobei wir mit der leeren Menge beginnen und immer ein Element hinzufiigen. Die maxima-
le Falle lasst sich ebenfalls durch Breitensuche bestimmen, wobei wir mit dem Deadlock
beginnen und Elemente entfernen. Offensichtlich hat dieser Algorithmus exponentielle
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Komplexitit in n, da 2™ Teilmengen von S auf Deadlockeigenschaft und fiir jeden Dead-
lock maximal alle Teilmengen (d.h. hochstens 2" Teilmengen) auf die Falleneigenschaft zu
testen sind.

Andererseits kann exponentielle Komplexitét in n auch nicht vermieden werden, wie
das Netz Nig aus Abbildung 3.19 zeigt, das bei 2n Stellen genau 2™ minimale Deadlocks
hat. Dies folgt daraus, dass Nig ein Synchronisationsgraph ist, also die minimalen Dead-
locks gerade durch die elementaren Kreise gegeben sind. Jeder elementare Kreis enthélt
genau einen der Knoten s; und s}, 1 < i < n. Folglich gibt es genau 2" elementare Kreise.
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Abbildung 3.19: Netz N4
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