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Wir wissen vom Petri-Netz N5 aus Abbildung 3.1, dass die Erreichbarkeitsmenge
R(N5, mg) unendlich sein kann. Daher ist die algorithmische Konstruktion des Erreich-
barkeitsgraphen nicht ausreichend, um Beschrénktheit entscheiden zu kénnen. Wir wollen
nun ein Kriterium fiir Unbeschrénktheit herleiten. Falls dieses dann bei der Konstruktion
des Erreichbarkeitsgraphen zutrifft, so konnen wir die Konstruktion abbrechen, da Be-
schranktheit nicht vorliegt. Dadurch wird es uns dann gelingen, einen Algorithmus zur
Entscheidung der Beschrénktheit zu gewinnen.

Satz 3.24 FEs seien N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz und m und m’ Markierungen von
S mit mo[qg > m und m[¢ > m’ fir gewisse Schaltfolgen ¢ € T* und ¢ € T*. Wenn
m < m' gilt, so ist N nicht beschrdnkt.

Beweis. Es gilt m’ = m + A(q'). Wegen m < m/ erhalten wir 0 < A(¢’) fiir den Nullvek-
tor 0. Wegen m < m’ ist die Folge ¢’ nach Lemma 3.12 auch eine Schaltfolge fiir m’. Damit
erhalten wir m' [¢/ > m” = m/ + A(¢') und m < m/ < m”. Damit ist ¢ auch Schaltfolge
fiir m”. Wir setzen die Argumentation analog fort und erhalten

mlg'>m+A(d)[¢>m+2A() [¢>m+3A()[¢> ... [¢d>m+rA(q)

fiir jedes r > 0. Damit ist m + rA(q¢") € R(N,mg) fiir jedes » > 0. Da 0 < A(¢") gibt
es eine Komponente von A(q’), die > 1 ist. Dann hat diese Komponente in m + rA(q)
mindestens den Wert r. Da r beliebig grof§ gewéhlt werden kann, gibt es eine Stelle in S
(die dieser Komponente entspricht), der beliebig viele Marken zugefiihrt werden kénnen.
Damit kann das Netz nicht beschréinkt sein. O

Zum Beweis der Umkehrung benotigen wir die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 3.25 Jede unendliche Folge von Zahlen aus Ny enthdlt eine unendliche monoton
wachsende Folge.

Beweis. Es sei M die Menge der Zahlen, die in der unendlichen Folge vorkommen. Wir
unterscheiden zwei Fille.

Fall 1. M ist unendlich. Dann konstruieren wir die unendliche monoton wachsende
Folge zgxixs ... wie folgt. Wir wihlen als x, das erste Element der Folge. Es sei nun
x; schon bestimmt. Dann wahlen wir als z;,; das erste Element der Folge, das nach
211 kommt und grofler als x; ist. Ein derartiges Element muss es geben, denn wenn alle
auf z; folgende Elemente kleiner als z; wéren, so wéren alle Elemente der Folge kleiner
als das Maximum s der Elemente, die vor x; kommen. Damit wiirde aber M in der
Menge {0,1,2,...,s} enthalten und damit nicht unendlich sein, was im Widerspruch zu
der Voraussetzung dieses Falles steht. Offensichtlich ist die so konstruierte Folge (streng)
monoton wachsend.

Fall 2. M ist endlich. Dann gibt es ein Element « in M, dass unendlich oft in der Folge
vorkommt (wére dies nicht der Fall, so hétte die Folge nur endlich viele Elemente). Wir
wéhlen nun als Teilfolge die Folge aller Vorkommen von u, die offenbar monoton wachsend
ist. O

Lemma 3.26 Jede unendliche Folge von Markierungen eines Petri-Netzes N enthdlt eine
monotone wachsende Folge von Markierungen.
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Beweis. Wir geben einen induktiven Beweis iiber die Anzahl der Stellen im Petri-Netz.

Nach Lemma 3.25 gilt die Behauptung fiir Petri-Netze, die nur eine einzige Stelle
haben.

Es sei nun ein Petri-Netz mit den n > 2 Stellen {sy, s9,...,S,} gegeben. Ferner sei
mg, My, Ma, ... die gegebene Folge. Wir betrachten nun die Werte my(s1), m1(s1), ma(s1), . ...
Diese bilden offensichtlich eine unendliche Folge. Nach Lemma 3.25 gibt es darin eine mo-
noton wachsende Folge my,(s1),m, (1), miy(s1), ... Nun betrachten wir die Folge der
Markierungen mj_,m; ,m;,, ..., wobei m/; aus m; entsteht, indem man die Komponente
mj(s1) streicht. Da die m) nur n — 1 Komponenten haben, gibt es nach Induktions-
voraussetzung eine unendliche monoton wachsende Folge m/ ,m} ,m/ ,... in der Folge
my,, m; , my,, . ... Offensichtlich ist dann sogar die Folge my,, m;,, m;,, ... monoton wach-
send, da nach Konstruktion Monotonie sowohl in der ersten Komponente als auch in den
restlichen n — 1 Komponenten vorliegt. Damit ist die gewiinschte monoton wachsende

Folge als existent nachgewiesen. a

Satz 3.27 Es sei N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz. Wenn N nicht beschrinkt ist, so
gibt es Markierungen m und m' von S mit mg [g> m, m[¢' > m’ fir gewisse Schaltfolgen
q,¢ € T* und m <m'.

Beweis. Da N nicht beschrinkt ist, ist der zugehorige Erreichbarkeitsgraph EG(N) un-
endlich. Folglich gibt es in EG(N) einen unendlichen Weg. Ohne Beschrankung der All-
gemeinheit konnen wir annehmen, dass dieser Weg in my beginnt und dass die Knoten
paarweise verschieden sind. Die Knoten des Weges seien mg, my, ms,... Ferner gibt es
entsprechend der Definition des Erreichbarkeitsgraphen Transitionen ty,ts, %3, ... derart,
dass mg [t1ty ... t; > m; fiir alle ¢ > 1 gilt. Nach Lemma 3.26 existiert eine monoton wach-
sende Teilfolge von Markierungen in der Folge mq, my, mo, ..., d.h. es gibt m; und m; mit
0 <1<y, fir die

m; < my; und mo [tltg o> my [ti+1ti+2 . t]‘ > m;m < m’

gelten. O

Aus Satz 3.24 und Satz 3.27 erhalten wir unmittelbar das folgende Kriterium dafiir,
dass ein Netz nicht beschriankt ist.

Folgerung 3.28 Fiir ein Petri-Netz N = (S, T, F,V,mq) sind die beiden folgenden Aus-
sagen gleichwertig.

i) Das Netz N ist nicht beschrankt.

ii) Es gibt Markierungen m und m’ von S mit mglqg > m, m[¢ > m' fir gewisse
Schaltfolgen q,q'" € T* und m < m’. O

Die Beschranktheit eines Petri-Netzes kann nun wie folgt entschieden werden. Wir
konstruieren in einem der Breitensuche &hnlichem Verfahren den Erreichbarkeitsgraphen
schrittweise. Bei jedem neu konstruierten Knoten, d.h. jeder neuen Markierung, testen
wir noch, ob es auf dem Weg zu dieser Markierung eine kleinere gibt. Ist dies der Fall,
so ist das Petri-Netz nach Folgerung 3.28 nicht beschréankt. Werden keine neuen Knoten
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gewonnen, so ist die Erreichbarkeitsmenge endlich und damit das Petri-Netz beschréankt.
Etwas formaler ergibt sich der folgende Algorithmus.

Algorithmus zur Entscheidung, ob ein gegebenes Petri-Netz N beschrdnkt ist

v(m) ist die Menge der von m verschiedenen Markierungen, von denen aus m erreicht
werden kann,

R ist die Menge der bis zu diesem Schritt Algorithmus erhaltenen erreichbaren Markie-
rungen,

R’ gibt die Menge der Markierungen, die bei einem Schritt in die Tiefe neu erreicht wer-
den,

B ist die Menge der Kanten im Erreichbarkeitsgraphen,

Akt ist die Menge der Transitionen, die bei der gerade betrachteten Markierung aktiviert
sind,

2 R = {mo},

3 WHILE R # 0

4 R =0

5 FORmeR

6  Akt={t|t" <m);

7 FOR t € Akt

8 m’ =m + A(t) # m;

9 IF m’ € R THEN {B = BU{[m,t,m'}; v(m') =v(m')U{m} Uov(m)}
10 ELSE {R=RU{m'}; B=BU{[m,t,m']};

11 v(m') =v(m)U{m}; R =R U{m'}}

12 FORmeR
13 IF v(m) # @ THEN {v'(m) = 0;

14 FOR m/ € v(m) {v'(m) =v'(m)U{m’} Uv(m')}

15 v(m) = v'(m);

16 FOR m' € v(m)

17 IF m’ < m THEN {,N ist nicht beschrankt*; HALT}

18 , N ist beschriankt®; HALT

In der ersten Zeile werden die Anfangswerte fiir R und B gesetzt. Die Setzung in der
zweiten Zeile dient nur dem Zweck, dass die WHILE-Schleife durchlaufen werden kann.

In den Zeilen 5-11 werden ausgehend von den schon erreichten Markierungen (dies
sind die Elemente von R) die durch eine weitere Schaltung erreichbaren Markierungen
m’ mit ihren Vormengen v(m') ermittelt. Wird hierbei keine neue Markierung gefunden,
so wird die WHILE-Schleife verlassen und ausgegeben, dass N beschriankt ist, da alle
(endlich vielen) erreichbaren Markierungen bereits ermittelt wurden.

In den Zeilen 13-15 wird eine Aktualisierung der Mengen v(m) vorgenommen, da in
den Zeilen zuvor v(m”) fiir ein m” € v(m) neu berechnet worden sein kann. In den Zeilen
16-17 wird dann getestet ob v(m) eine kleinere Markierung als m enthélt. Ist dies der
Fall, so ist das Netz nach Folgerung 3.28 nicht beschréankt, und diese Information wird
ausgegeben.

Da nach Lemma 3.26 jede unendlich Folge von Markierungen eine monotone Teilfolge
enthilt, muss entweder R’ = () oder m’ < m einmal eintreten.
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Wir machen noch eine Bemerkung zur Komplexitét des angegebenen Algorithmus. Es
ist leicht zu sehen, dass der angegebene Algorithmus polynomial in der Anzahl der erreich-
baren Markierungen und der Anzahl der Transitionen ist, da in den einzelnen Schleifen
stets nur eine Teilmenge der Markierungen bzw. Transitionen durchlaufen wird. Es ist
aber leider festzustellen, dass die Anzahl der erreichbaren Markierungen sogar iiberexpo-
nentiell in der Grofle des Netzes ist. In der Arbeit [2] hat M. JANTZEN gezeigt, dass es
ein Petri-Netz N mit sieben Stellen, sechs Transitionen und Kanten mit einem Gewicht
< 2 derart gibt, dass bei k& Marken auf einer der Stellen die maximale Zahl von Marken
bei einer erreichbaren Markierung durch 2 - f(k) + 2 gegeben ist, wobei f eine Funktion
mit

f(0O)=2 und f(n+1)=f(n)-2/™
ist. Da die Gesamtzahl der Marken damit iiberexponentiell steigt, muss auch die An-
zahl der Markierungen iiberexponentiell steigen. Damit ist auch die Komplexitét unseres
Algorithmus iiberexponentiell, und dies gilt auch fiir jeden anderen Algorithmus zur Be-
stimmung der Erreichbarkeitsmenge bzw. des Erreichbarkeitsgraphen.

Wir diskutieren noch kurz die Beschranktheit zweier spezieller Netzgraphen.

Satz 3.29 i) Jede gewiéhnliche Zustandsmaschine N = (S, T, F,V,mg) ist beschrdinkt.
ii) Ein Kausalnetz N = (S, T, F,V,my) ist genau dann nicht beschrinkt, wenn es eine
Transition t € T mit ot = () und te # () gibt.

Beweis. i) Nach Definition 2.10 sind Vorbereich und Nachbereich einer jeden Transition
einer Zustandsmaschine einelementig, und die Kanten haben bei gewohnlichen Netzgra-
phen alle das Gewicht 1. Damit wird durch das Schalten einer Transition die Anzahl der
Marken im Netz nicht geéndert. Da bei der Anfangsmarkierung eine feste Zahl r von
Marken im Netz vorhanden ist, haben alle Markierungen hochstens r» Marken. Damit ist
jede Stelle r-beschrankt und folglich ist auch N beschréankt.

ii) Wenn es in N eine Transition ¢ gibt, deren Vorbereich leer und deren Nachbereich
nicht leer ist, so kann diese Transition beliebig oft hintereinander geschaltet werden und
erzeugt auf den Stellen ihres Nachbereichs beliebig viele Marken, womit das Netz nicht
beschrénkt sein kann.

Gibt es umgekehrt keine derartige Transition, so beginnen alle Pfade im Kausalnetz
in Stellen. Von diesen Stellen konnen folglich durch Schaltungen nur Marken entfernt
werden. Wir setzen

r =max{mg(s) | s € S} und " =max{v(t,s)|se S, teT}.

Da in einem Kausalnetz keine Kreise vorhanden sind, konnen auf eine Stelle héchstens
- (r'-|S|)!¥l Marken geschaltet werden (was durch Induktion iiber die Lénge zu den An-
fangsstellen leicht bewiesen werden kann). Damit ist die Anzahl der Marken auf einer Stelle
bei allen erreichbaren Markierungen beschrankt. Somit ist auch das Netz beschrankt. O

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob eine Markierung in einem Netz erreichbar ist.
Dies ist das

Erreichbarkeitsproblem
Gegeben: Petri-Netz N = (S, T, F,V, mg) und Markierung m von S
Frage: Ist m von my aus in N erreichbar, d.h. gilt m € R(N,mg) ?
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Als erstes wollen wir Vereinfachung dahingehend vornehmen, dass wir uns auf die
Erreichbarkeit einer sehr speziellen Markierung, der sogenannten 0-Markierung zuriick
ziehen konnen. Dabei ist die 0-Markierung dadurch gegeben, dass sie fiir jede Stelle den
Wert 0 liefert, d.h. im Netz sind keine Marken vorhanden.

Erreichbarkeitsproblem fiir die 0-Markierung
Gegeben: Petri-Netz N = (S, T, F,V,my)

Frage: Ist die 0-Markierung von my aus in N erreichbar?

Satz 3.30 Die beiden folgenden Aussagen sind gleichwertig.
i) Das Erreichbarkeitsproblem ist entscheidbar.
ii) Das Erreichbarkeitsproblem fiir die 0-Markierung ist entscheidbar.

Beweis. 1) — ii) ist trivial, da jeder Algorithmus, der das Erreichbarkeitsproblem (fiir be-
liebige Markierungen m) 16st, auch ein Algorithmus fiir das Ereichbarkeits der (speziellen)
0-Markierung ist.

ii) — i). Wir nehmen an, dass wir einen Algorithmus haben, der fiir ein beliebi-
ges Petri-Netz entscheidet, ob die 0-Markierung erreicht ist. Ferner seien ein Netz N =
(S, T, F,V,mp) und eine Markierung m von S gegeben. Wir konstruieren nun das Petri-
Netz

N =(Su{p'},TU{t'}, F, V' ,my)

mit

Fr=FU{(s,t") | s € SFU{(p",1) [t € T}U{(t,p") [ L € T}UL{(p", 1)},
V'(s,t) =V (s,t) und V'(t,s) = V(t,s) fir s € S,t € T,
V'(t,p*)=V'(pt)=1firt €T,
V'(s,t") =m(s) fir s € S und V'(p*,t*) =1,
mg(s) = mg(s) fiir s € S und mg(p*) = 1.
Falls eine Transition ¢ in N schalten kann, so kann sie auch in N’ schalten, wenn die
Stelle p* eine Marke tragt. Bei einem Schalten von ¢ in N’ wird die Zahl der Marken auf
p* nicht verdndert. Damit haben wir, dass mg[¢> my in N fiir ¢ € T* genau dann gilt,
wenn my [¢ > m} in N’ gilt, wobei m) durch m/(s) = m(s) fiir s € S und m)(p*) =1
definiert ist. Durch Schalten von Transitionen aus 7' wird daher die O-Markierung von N’
nicht erreicht, denn p* hat bei den dadurch erreichbaren Markierungen stets eine Marke.
Falls die Transition t* in N’ geschaltet wird, so entzieht sie p* eine Marke und weiteres
Schalten ist in N/ unmoglich. Wird ¢* geschaltet, so liegen auf jeder Stelle s € S mindestens
m(s) Marken. Damit wird die 0-Markierung in N’ genau dann (durch Schalten von ¢*)
erreicht, wenn vor dem Schalten in N gerade die Markierung m erreicht wurde. Damit
haben wir, dass m genau dann in N erreichbar ist, wenn die 0-Markierung in N’ erreicht
ist. Da letztere Aussage nach Annahme entscheidbar ist, kénnen wir entscheiden, ob m
in N erreichbar ist. 0

Das Erreichbarkeitsproblem war lange Zeit offen, bis seine Entscheidbarkeit fast gleich-
zeitig von H. MULLER, S. R. KOSARAJU und E. MAYR gezeigt wurde (siehe [3], [5], [4].
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Satz 3.31 Das Erreichbarkeitsproblem ist entscheidbar. O

Wir verzichten hier auf einen Beweis von Satz 3.31, weil alle bisher bekannten Beweise
sehr umfangreich und relativ kompliziert sind. Dariiber hinaus konnte gezeigt werden,
dass das Erreichbarkeitsproblem aus Sicht der Komplexitétstheorie nicht einfacher ist als
die Berechnung des Erreichbarkeitsmenge eines beschrinkten Petri-Netzes. Damit ist auch
das Erreichbarkeitsproblem von iiberexponentieller Komplexitét, d.h. die Algorithmen zu
seiner Losung sind aus praktischer Sicht nicht brauchbar.

Es seien N = (S,T,F,V,mg) ein Petri-Netz, m und m’ Markierungen von N und
¢ € T* eine Schaltfolge, so dass m [¢' > m/' gilt. Bei der algebraischen Beschreibung des
Schaltens hatten wir hergeleitet, dass dann m’ = m+n(¢’)I(N) gilt. Falls m erreichbar ist,
so gibt es eine Schaltfolge ¢ mit mg [¢> m. Es gilt also m = my+7(q)I(N). Damit ist fiir
die Erreichbarkeit von m notwendig, dass das Gleichungssystem I(N)Txz = (m—mg)? eine
Losung besitzt, deren Komponenten alle nicht-negativ und ganzzahlig sind, denn m(q)7
ist eine Losung. Wir machen aber darauf aufmerksam, dass die Existenz einer Losung mit
diesen Eigenschaften nicht sichert, dass m auch erreichbar ist. Dies liegt einfach daran,
dass wir mit der Losung x nur den Parikh-Vektor eines Wortes {iber T" haben. Dieser muss
aber einer Schaltfolge entsprechen, d.h., wenn wir annehmen, dass © = m(t1ty...1,)7 gilt,
so muss jedes der ¢; auch wirklich an der Position schaltbar, also aktiviert sein. Das
Durchtesten aller moglichen Anordnungen von Transitionen zu allen Losungen des obigen
Gleichungssystems liefert aber keinen Algorithmus fiir das Erreichbarkeitsproblem, da es
unendlich viele Losungen mit nicht-negativen ganzzahligen Komponenten geben kann.

Vielfach sind wir aber nicht nur daran interessiert, ob eine Markierung m von der
Anfangsmarkierung mg aus erreicht werden kann. Wir wollen im positiven Fall, d.h. m
ist erreichbar, sogar eine Schaltfolge ¢ erfahren, durch die mg in m iiberfiithrt wird. Dieses
Problem ist offenbar nicht leichter als das Erreichbarkeitsproblem selbst. Wenn wir wissen,
dass m von myq aus erreichbar ist, so lasst sich ein ¢ einfach dadurch finden, dass wir analog
der Breitensuche den Erreichbarkeitsgraphen konstruieren (siehe z.B. den Algorithnus auf
Seite 34), und wenn zum ersten Mal dabei die Markierung m gefunden wird, so ist im bis
dahin konstruierten Graphen sofort ein Wort ¢ € T mit mg [¢> m ablesbar. Das Wort ¢
hat sogar minimale Lénge unter allen Wortern ¢ € T mit mg [¢' > m. Damit haben wir
die folgende Aussage bewiesen.

Satz 3.32 Es gibt einen Algorithmus, der fir eine erreichbare Markierung m € R(N,mg)
des Netzes N = (S, T, F,V,mg) ein kiirzestes Wort ¢ mit mo[q> m bestimmd. O

Der oben angegebene Algorithmus lédsst sich noch leicht verbessern, indem wir das zu
N reverse Netz N~' = (S, T, F', V,m) betrachten, bei dem F’ und V' durch die folgenden
Bedingungen definiert sind:

(x,y) € F' gilt genau dann, wenn (y,x) € F gilt,
V'(z,y) =V (y,x) fir alle (z,y) € F’

(intuitiv bedeutet dies, dass die Richtung einer jeden Kante in F' umgekehrt wird, wobei
das Gewicht nicht verdndert wird). Es ist offensichtlich, dass m/[tity...t, > m” in N
genau dann gilt, wenn m” [t,t, 1 ...tat; > m' in N1 gilt.
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Wir konstruieren nun entsprechend der Breitensuche den Erreichbarkeitsgraphen von
N und den von N~!. Wenn wir dabei eine Markierung m’ finden, die in beiden Biumen
vorkommt, so gelten mq [¢> m’ und m [¢’> m’. Damit erhalten wir mq [¢> m'[(¢)F> m
(! bedeutet dabei das Wort, dass aus dem Wort 2 durch Umkehrung der Reihenfolge
der Buchstaben entsteht; d.h. A = X und (x129 .. .xn)R = TpTp_1...x1 fir Buchstaben
z;, 1 <4 < n). Folglich ist ¢(¢')® eine Schaltfolge, die mg in m {iberfiihrt. Wenn wir das
erste auftretende m’ mit obigen Eigenschaften verwenden, ist die Schaltfolge q(¢')® sogar
von minimaler Lénge.

Dieses Vorgehen ist deshalb etwas giinstiger, weil wir bei der Breitensuche weniger
Schichten in den beiden Baumen durchlaufen und die Breite der Schichten gewdchnlich
stark zunimmt.

3.3 Lebendigkeit

Wir wollen nun das Konzept der Lebendigkeit untersuchen, das intuitiv dadurch beschrie-
ben werden kann, dass jede Transition nach jedem gegebenen Zeitpunkt wieder einmal
geschaltet werden kann.

Definition 3.33 Es sei N = (S, T, F,V,mg) ein Petri-Netz.

i) Eine Markierung m von S heifft tot in N, wenn keine Transition t € T bei m
aktiviert ist.

ii) Fine Transition t € T heifit tot bei der Markierung m, wenn von m aus keine
Markierung erreicht werden kann, bei der t aktiviert ist.

iii) Eine Transition t € T wird lebendig bei der Markierung m genannt, wenn sie bei
keiner von m aus erreichbaren Markierung tot ist.

i) Fine Markierung m von S wird lebendig in N genannt, wenn alle Transitionen
aus T bei m lebendig sind.

v) Das Petri-Netz N heifit lebendig, wenn seine Anfangsmarkierung mg lebendig in N
15t.

vi) Wir nennen das Petri-Netz N verklemmungsfrei, falls in N keine tote Markierung
erreichbar ist.

Falls die Markierung, bei der die Eigenschaft, lebendig bzw. tot zu sein, die Anfangs-
markierung my ist, so lassen wir hdufig den Zusatz ,,bei my* einfach fort und sprechen
von lebendig bzw. tot schlechthin.

Wir geben einige Beispiele zu den vorstehend definierten Konzepten.

Beispiel 3.34 Zuerst betrachten wir wieder das Petri-Netz N5 aus Abbildung 3.1. Offen-
sichtlich ist keine Markierung aus R(Nj, mg) tot, denn wie dem Erreichbarkeitsgraphen
(sieche Abbildung 3.2) zu entnehmen ist, ist bei jeder Markierung mindestens eine Transi-
tion aktiviert. Auflerdem ist jede Transition bei jeder erreichbaren Markierung lebendig,
denn beim Durchlauf des nédchsten Zyklus titot3 bzw. titsts wird jede Transition erneut
aktiviert. Damit ist das Petri-Netz Nj5 ebenfalls lebendig.

Beispiel 3.35 Wir betrachten das Petri-Netz Ng, das zusammen mit seinem Erreichbar-
keitsgraphen in Abbildung 3.5 gegeben ist. Wir stellen fest, dass Ny verklemmungsfrei ist,
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Abbildung 3.5: Petri-Netz Ng

denn bei jeder erreichbaren Markierung lédsst sich mindestens eine Transition schalten.
Die Transitionen ¢; und ¢, sind lebendig, denn ausgehend von jeder Markierung ist die
Schaltfolge t1ty oder tot; schaltbar und liefert wieder die Markierung, von der wir ausge-
gangen sind. Damit ist gezeigt, dass sowohl ¢; als auch t5 von jeder Markierung aus wieder
aktiviert werden konnen. Die Transition ¢35 dagegen ist tot, denn nach einmaligen Schalten
von t3 wird die Markierung (1,0) oder die Markierung (0, 1) erreicht, bei denen ¢3 nicht
aktiviert ist. AuBerdem werden durch Schalten von ¢; bzw. t5 diese beiden Markierungen
jeweils nur in die andere iiberfiihrt, womit ¢3 nicht wieder aktiviert kann.

Wir verédndern nun Ng dadurch, dass wir die Anfangsmarkierung dndern. Das Petri-
Netz Ng habe die gleichen Mengen von Stellen, Transitionen und Kanten und die gleichen
Gewichte fir die Kanten wie Vg, aber die Anfangsmarkierung m(, = (2,0). Durch Schalten
von ty erreichen wir dann die Markierung (1, 1), bei der ¢3 aktiviert ist. Durch Schalten
von t3 erhalten wir die Markierung (0, 0), die offenbar tot ist. Damit ist N/} nicht verklem-
mungsfrei. Auflerdem ist in N{ keine der Transitionen lebendig.

Beispiel 3.36 Der im vorhergehenden Beispiel auftauchende Effekt, dass Lebendigkeit
bei einer Senkung der Markenzahl verlorengehen kann, ist nicht unbedingt verwunderlich,
denn je mehr Marken vorhanden sind, um so eher ist eine Transition aktivierbar. Dass
diese Intuition triigerisch ist, wird aus dem Petri-Netz N; aus Abbildung 3.6 ersichtlich.
Als erstes stellen wir fest, dass bei der Anfangsmarkierung mo = (1,0,1,1,0,0,0) nur ¢3
aktiviert ist. Durch Schalten von t3 erhalten wir (1,0,0,0,1,1,0). Nun ist nur ¢; akti-
viert, und deren Schaltung liefert (0,1,1,0,1,0,0). Wir fahren so fort und erhalten den
Erreichbarkeitsgraphen

(1,0,1,1,0,0,0—2%(1,0,0,0,1,1,0—2=(0,1,1,0,1,0,0)—=(0,1,0,1,0,0, 1
AL J

to

Damit ist das Netz N7 lebendig, denn die vier erreichbaren Markierungen werden zyklisch
durchlaufen, und in jedem Zyklus wird jede Transition des Netzes genau einmal geschaltet,
d.h. bei jedem Zyklusdurchlauf wird jede Transition genau einmal aktiviert.
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Abbildung 3.6: Petri-Netz N;

Wir verédndern wieder nur die Anfangsmarkierung, um N7 zu erhalten. Bei Ny sei die
Anfangsmarkierung my = (1,0,1,1,1,0,0), d.h. gegeniiber der Anfangsmarkierung von
Ng haben wir die Stelle s5 zusétzlich mit einer Marke versehen. Dann kann ¢, geschaltet
werden, wodurch wir die tote Markierung (1,0,0,2,0,0, 1) erhalten. Damit ist N7 nicht
verklemmungsfrei, und alle Transitionen von N7 sind nicht lebendig.

Aus Definition 3.33 folgen sofort die folgenden Aussagen.

Folgerung 3.37 Es sei N = (S,T, F,V,mq) ein Petri-Netz.

i) Wenn N lebendig ist, so ist N verklemmungsfrei.

ii) Die Transition t € T ist genau dann lebendig bei einer Markierung m in N, wenn
von jeder Markierung m’, die von m erreicht werden kann, eine Markierung m” erreicht
werden kann, bei der t aktiviert ist.

iii) Wenn t € T lebendig (bzw. tot) bei m in N ist, dann ist t auch bei allen von m in
N erreichbaren Markierungen lebendig (bzw. tot).

iv) Wenn das Petri-Netz N nicht verklemmungsfrei ist, dann besitzt N keine lebendige
Transition. a

Die Lebendigkeit von ¢ bei m kann auch wie folgt interpretiert werden. Fiir jede Schalt-
folge ¢ fiir m, durch deren Anwendung m’ erreicht wird, gibt es eine Schaltfolge ¢t fiir
m/, d.h. jede gegebene Schaltfolge kann so verliangert werden, dass ¢ in der Verlangerung
vorkommt.

Ebenfalls aus Definition 3.33 folgt sofort die folgende Aussage.

Folgerung 3.38 Wenn in einem Petri-Netz N die Transition t (bei m) tot ist, so istt
nicht lebendig (bei m). O

Die Umkehrung von Folgerung 3.38 gilt nicht. Um das einzusehen betrachten wir das
Petri-Netz N{, aus Beispiel 3.35. Durch Schalten von ¢3 kann aus my, eine tote 0-Markierung
erreicht werden. Folglich ist ¢5 nicht lebendig bei my. Sie ist aber auch nicht tot bei my,
denn es gibt von my, ausgehend erreichbare Markierungen, in denen ¢ geschaltet werden
kann, z.B. my selbst.
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Satz 3.39 Jedes lebendige und beschrinkte Petri-Netz ist stark zusammenhdngend.

Beweis. Esseien N = (S,T, F,V,mg) ein Petri-Netz und x und y zwei Knoten von SUT.
Wir haben zu zeigen, dass es einen gerichteten Weg von x nach y gibt. Aufgrund des
Zusammenhangs, den wir grundsétzlich annehmen, gibt es einen ungerichteten Weg von
x nach y. Dieser sei durch die Knoten x = x1, 9, z3, ..., 2,1, T, = y gegeben. Es gilt also
(i, xi11) € F oder (x;1q1,x;) € F. Wenn immer (x;, z;41) gilt, so ist der Weg gerichtet,
und wir sind fertig. Auch wenn fiir jede Kante (x;41,2;) € F mit (z;,2,41) ¢ F ein Weg
gerichteter Weg w; von z; nach z;,; existiert, erhalten wir durch Ersetzen von (x4, x;)
durch w; einen gerichteten Weg von x nach y.

Daher bleibt der Fall zu untersuchen, dass (z;11,x;) € F und (z;,x;11) ¢ F gelten
und kein gerichteter Weg von x; nach z;,; existiert. Es seien Vor(x;;1) die Menge aller
Knoten, von denen aus ein gerichteter Weg zu x;4; filhrt (wobei x;1; € Vor(z;11) gelte)
und Nach(z;) die Menge aller Knoten, zu denen ein gerichteter Weg von z; fithrt (wobei
x; € Nach(x;) gelte). Nach Voraussetzung gilt Vor(x; 1) N Nach(z;) = 0.

Wenn ;1 eine Transition ist, so ist x; eine Stelle. Da x;,; lebendig ist, kann z;,,
beliebig oft geschaltet werden. Dabei werden wegen Vor(x;.1) N Nach(x;) = 0 keine
Marken von x; abgezogen. Damit konnen auf z; beliebig viele Marken geschaltet werden.
Dies widerspricht der vorausgesetzten Beschréanktheit des Netzes.

Wenn x;,; eine Stelle ist, so ist x; eine Transition. Da z; lebendig ist, miissen auf
211 immer wieder so viel Marken geschickt werden kdénnen, wie z; erfordert. Wegen
Vor(z;1) N Nach(z;) = () werden fiir das Schalten der Marken auf z;,; die Marken der
Stellen aus x;e nicht bendtigt. Damit ist die Stelle x;; nicht beschréankt im Gegensatz
zur Voraussetzung.

Damit kann der zuletzt betrachtete Fall nicht eintreten, womit die Existenz eines
gerichteten Weges von x nach y in allen Féllen gezeigt ist. a

Die Umkehrung von Satz 3.39 gilt nicht, wie die beiden Netzgraphen aus Abbildung 3.7
zeigen. Es ist sofort zu sehen, dass in beiden Netzgraphen von jedem Knoten zu jedem Kno-

- —]
o N g O
N\

- —

Abbildung 3.7: Stark zusammenhéngende Netzgraphen, deren Petri-Netze nicht lebendig
bzw. nicht beschrénkt sind

ten ein gerichteter Weg fiithrt (man bemerke, dass das eine Netz in das andere iibergeht,
indem man Transitionen und Stellen vertauscht). Das linke Netz ist aber bei beliebiger
Anfangsmarkierung beschrénkt aber nicht lebendig. Das liegt daran, dass die Transition
t zwei Marken verbraucht, aber nur eine produziert. Folglich ist die maximale Anzahl von
Marken bei der Anfangsbelegung gegeben. Da die beiden anderen Transitionen aber nicht
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beliebig oft hintereinander schalten kénnen (hochstens so oft, wie Marken auf s liegen),
wird ¢ immer wieder geschaltet, bis eine tote Markierung erreicht wird.

Das rechte Netz dagegen ist bei beliebiger Anfangsmarkierung lebendig, aber nicht
beschrankt. Dies folgt daraus, dass bei Existenz einer Marke im Netz, diese auf die Stelle
s" gebracht werden kann und dann t' geschaltet wird. Die Transition ¢’ verbraucht aber
nur eine Marke und produziert zwei Marken. Folglich steigt die Anzahl der Marken im
Netz iiber jede Schranke und alle Transitionen sind lebendig.

Wenn wir Satz 3.29 i) beachten, so zeigt der folgende Satz, dass die Umkehrung von
Satz 3.39 aber fiir gewohnliche Zustandsmaschinen gilt.

Satz 3.40 FEine gewdhnliche Zustandsmaschine N = (S, T, F,V,mg) ist genau dann le-
bendig, wenn sie stark zusammenhdngend ist und mq nicht der Nullvektor ist (d.h. min-
destens eine Marke im Netz ist).

Beweis. Es sei zuerst die gewOhnliche Zustandsmaschine lebendig. Dann kann myq nicht
die 0-Markierung sein, da bei der 0-Markierung alle Transitionen tot sind. Nach Satz 3.29
ist die Zustandsmaschine beschrankt. Aus Satz 3.39 folgt nun, dass die Zustandsmaschine
stark zusammenhéngend ist.

Es sei nun N eine stark zusammenhéngende Zustandsmaschine, deren Anfangsmarkie-
rung nicht die 0-Markierung ist. Dann gibt es eine Stelle s € .S mit mgy(s) > 0. Es sei nun
s’ eine weitere Stelle. Wegen des starken Zusammenhangs gibt es einen gerichteten Weg
von s nach s' Durch Schalten aller Transitionen auf diesem Weg, wird eine Marke von s
nach s’ transportiert. Dies bedeutet, dass wir erreichen koénnen, dass eine Marke von ei-
nem beliebigen Platz zu einem anderen beliebigen Platz bewegt werden kann. Damit kann
jede Transition stets wieder aktiviert werden, indem man die Marke immer wieder auf den
Vorbereich der Transition bringt. Folglich sind jede Transition und damit N lebendig. O

Auch fiir gewohnliche Synchronisationsgraphen und Kausalnetze haben wir eine Cha-
rakterisierung der Lebendigkeit.

Satz 3.41 FEin Kausalnetz N = (S, T, F,V,mg) ist genau dann lebendig, wenn es keine
Stelle s € S mit s = () und se # () gibt.

Beweis. Wenn eine derartige Stelle s existiert, so kénnen die Transitionen aus se hochstens
mo(s)-mal schalten. Diese Transitionen sind also nicht lebendig, womit auch das Netz nicht
lebendig sein kann.

Es existiere nun keine deratige Stelle. Da es in einem Kausalnetz keine Kreise gibt,
sind alle Knoten mit leerem Vorbereich Transitionen. Diese kénnen nun stets schalten
und dadurch soviel Marken in das Netz geben, wie fiir das Schalten anderer Transitionen
erforderlich ist. Daher sind alle Transitionen lebendig. O

Satz 3.42 Ein gewdéhnlicher Synchronisationsgraph N = (S, T, F,V,my) ist genau dann
lebendig, wenn es in jedem (gerichteten) Kreis in N mindestens eine Stelle p mit mo(p) > 0
gibt (d.h. jeder Kreis enthdlt mindestens eine Marke).
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Beweis. Wir bemerken zuerst, dass sich die Anzahl der Marken in einem Kreis K des
Netzgraphen von N durch (mehrfaches) Schalten nicht &ndert. Dies ist wie folgt zu sehen.
Wenn ¢ € T nicht im Kreis K liegt, so gelten ot N K = t e NK = (). Folglich wird die
Anzahl der Marken im Kreis durch das Schalten von ¢ nicht verdndert. Wenn ¢ € T in
K liegt, so sind et N K und ¢t e NK einelementig. Da N ein gewohnliches Netz ist, wird
also genau eine Marke von genau einer Stelle des Vorbereichs von ¢ genommen und auf
genau eine Stelle im Nachbereich von t abgelegt. Daher dndert sich auch in diesem Fall
die Anzahl der Marken im Kreis K nicht.

Wir nehmen zuerst an, dass N lebendig ist. Angenommen, es gibt einen (gerichteten)
Kreis K, in dem bei der Anfangsmarkierung keine Marke liegt. Wegen der vorstehenden
Bemerkung sind dann bei keiner erreichbaren Markierung Marken im Kreis K. Dann kann
keine Transition in K schalten, d.h. die Transitionen von K sind tot. Dies widerspricht
unserer Voraussetzung.

Es sei nun ein gewohnlicher Synchronisationsgraph gegeben, in dem jeder Kreis bei
der Anfangsmarkierung mindestens eine Marke tragt. Es sei t eine beliebige Transition.
Fiir jede erreichbare Markierung m € R(N,mg) definieren wir die Menge P,, als die
Menge aller Stellen s, von denen ein gerichteter Weg von s nach ¢ existiert, auf dem keine
Marken liegen. Wir beweisen nun durch Induktion iiber die Méchtigkeit von P,,, dass es
eine Schaltfolge ¢ fiir m gibt, durch deren Schalten ¢ aktiviert wird.

Es sei #(P,,) = 0. Dann ist P,, die leere Menge, und daher liegt auf jeder Stelle aus
ot mindestens eine Marke. Somit ist ¢ aktiviert (es gilt ¢ = \).

Es sel #(F,,) > 0. Wir wéhlen nun die Stelle s so, dass dass der Weg von s nach ¢
maximale Lénge hat. Die Existenz einer solchen Stelle s ist wie folgt einzusehen: Da bei
myg auf jeden Kreis mindestens eine Marke liegt, ist dies nach der Bemerkung zu Beginn
dieses Beweises auch fiir m der Fall, und daher ist die Lénge der Wege ohne Marken
beschrénkt. Es sei {t'} = es. Wegen der Maximalitéit der Weglénge, muss m(s’) > 0 fiir
jede Stelle aus ot’ gelten. Damit ist ¢’ aktiviert. Durch Schalten von t' entstehe m/.

Es sei s € P,y. Dann gilt m/(s”) = 0. Wenn s” ¢ et’ gilt, so haben wir m(s") =
m’(s"”) = 0 (da nur von Stellen in ¢ Marken genommen werden) und jeder Weg von s”
nach ¢, der bei m’ keine Marken hat, hat auch bei m keine. Dies bedeutet s” € P(m).
Wenn s” € o', so gilt {t'} = s”e. Da t’ geschaltet wurde, ist jede Stelle im Nachbereich
von t' mit einer Marke belegt, womit gezeigt ist, dass es keine markenlosen Weg von s”
nach ¢ bei m’ gibt. Folglich gilt P,, C P,,. Da iiberdies s € P,, und s ¢ P, gelten, ist
sogar P,y C P,,. Damit gilt auch #(P,) < #(P,,). Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es nun eine Schaltfolge ¢ fiir m, durch die ¢ aktiviert wird. Damit ist ¢'q eine Schaltfolge
fiir m durch die ¢ aktiviert wird.

Damit haben wir gezeigt, dass ¢ bei jeder erreichbaren Markierung m lebendig ist,
womit N als lebendig nachgewiesen ist. O

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob die Lebendigkeit und Verklemmungsfreiheit
eines Netzes entscheidbar ist.

Satz 3.43 Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent.
i) Fir ein gegebenes Petri-Netz N = (S, T, F,V,mgy) und eine gegebene Markierung m
von N ist es entscheidbar, ob m von my aus erreichbar ist (d.h. ob m € R(N,my) gilt).
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i) Fir ein gegebenes Petri-Netz N = (S, T, F,V,mg) und eine Transition t € T ist es
entscheidbar, ob t lebendig ist. a

Wir verzichten auf einen Beweis dieses Satzes, da er sehr umfangreich ist. Aber wir
merken an, dass er so gefithrt wird, dass aus einem Algorithmus fiir eines der Probleme
einer fiir das andere Problem konstruiert wird. Damit sind beide Probleme aus komple-
xitétstheoretischer Sicht gleich schwer.

Aus Satz 3.31 folgt damit sofort die folgende Aussage.

Folgerung 3.44 Fiir ein gegebenes Petri-Netz ist es entscheidbar, ob es lebendig ist. O

Wegen der Bemerkung nach Satz 3.43 ist auch die Entscheidung der Lebendigkeit eines
Netzes nur in iiberexponentieller Zeit moglich.

Satz 3.45 Die beiden folgenden Aussagen sind gleichwertig.
i) Fir ein gegebenes Petri-Netz N = (S, T, F,V, mgy) und eine gegebene Markierung m
von N ist es entscheidbar, ob m von my aus erreichbar ist (d.h. ob m € R(N,my) gilt).
ii) Fiir ein gegebenes Netz ist es entscheidbar, ob es verklemmungsfrei ist.

Beweis. Wir beweisen nur den Teil ii) — i); der Beweis fiir i) — ii) erfolgt dhnlich zu
dem von i) — ii) aus Satz 3.43 und wird auch hier wegen seines Umfangs fortgelassen.

Wegen Satz 3.30 reicht es zu zeigen, dass aus der Existenz eines Algorithmus, der die
Verklemmungsfreiheit entscheidet, ein Algorithmus zur Entscheidung der Erreichbarkeit
der 0-Markierung folgt.

Es seien also ein Algorithmus zur Entscheidung der Verklemmungsfreiheit bei einem
beliebigen Netz und ein Netz N = (S, T, F,V,mq) gegeben. Wir konstruieren das Petri-
Netz

N =(SU{s},TU{ts | se S}U{t*}, F', V', my)
mit
F'=FU{(s,ts) | s € S}U{(ts,s) | s€ StU{(t,s") |t €T}
UL(s™ ) [t e THU{(s"17)}
V'(t,s) =V (t,s) und V'(s,t) = V(s,t) fir s € S,t € T,
V'(s,ts) = V'(ts,s) =V'(t,8") =V'(s*,t) =V'(s",t") =1 fiirs e S, t €T,
mg(s) = mg(s) fir s € S und my(s*) = 1.

Wegen der Existenz der Schleifen zwischen einer jeden Stelle s und der zugehérigen neuen
Transition ¢4 gibt es stets eine Transition ¢, die aktiviert ist, wenn auf einer Stelle s € S
eine Marke liegt. Ferner kann eine Transition ¢ € T in N’ nur schalten, wenn sie in
N schalten kann und mindestens eine Marke auf s* liegt. Wegen der Schleifen zwischen
den Transitionen aus 7" und s* bleibt die Marke aus der Anfangsmarkierung stets auf s*
liegen, solange nur Transitionen aus 7' geschaltet werden. Wird ¢* geschaltet, so kann keine
Transition aus 7" mehr geschaltet werden, da die Marke auf s* entfernt wurde. Somit hat
N’ genau dann eine tote Markierung, wenn in N die 0-Markierung erreichbar ist (dann
kann in N’ die tote Markierung durch Schalten von t* erreicht werden; ansonsten kann
mindestens eine Transition ¢, s € S schalten). Da wir die Verklemmungsfreiheit von N’
entscheiden konnen, ist die Existenz einer toten Markierung von N’ auch entscheidbar.
Folglich kénnen wir entscheiden, ob in N die 0-Markierung erreicht werden kann. a
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Folgerung 3.46 FEs ist fiir ein Petri-Netz entscheidbar, ob es verklemmungsfrei ist. O

Aufgrund unseres Beweises von Satz 3.45 ist die Entscheidbarkeit der Verklemmungs-
freiheit mindestens so kompliziert wie die des Erreichbarkeitsproblems, d.h. Verklem-
mungsfreiheit ist nur mit {iberexponentiellem Zeitaufwand entscheidbar.

Satz 3.47 Fiir ein gegebenes Petri-Netz N, eine Markierung m und eine Transition t st
es entscheidbar, ob t bet m tot ist.

Beweis. Fiir den Wert w (der Unendlichkeit reprisentiert) definieren wir folgende Regeln
wHtw=w+n=n+w=w-—n=wund n < w fir n € Nj.

Wir konstruieren den Erreichbarkeitsgraphen von N wie im Algorithmus auf Seite 34 mit
folgender Modifikation in Zeile 17:
, , . w falls s € Q
IF m’ <m THEN {Q = {s | m'(s) <m(s)}; m(s) = m(s) sonst }
Dies ist darin begriindet, dass wir wie im Beweis von Satz 3.24 zeigen konnen, dass es
zu jedem = € N eine erreichbare Markierung m” mit m”(s) > z fiir s € @ gibt. Der so
konstruierte ,, Erreichbarkeitsgraph“ ist wegen Lemma 3.26 endlich.

Nun gilt, dass ¢ aktiviert ist, wenn ¢t~ < m gilt. (Wenn m den Wert w an einer Stelle
s hat, lasst sich eine hinreichend grofie Anzahl von Marken auf s erreichen, womit die
Aktiviertheit auch bei Markierungen mit dem Wert w in gewissen Komponenten gilt.) Um
festzustellen, ob t bei m tot ist, haben wir nur die von m aus erreichbaren Markierungen
m’ durchzumustern, ob eine von ihnen ¢~ < m/’ erfiillt. O

3.4 Reduktionen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Transformationen von Netzen behandeln, bei denen
die Anzahl der Stellen und/oder Transitionen gesenkt wird. Dabei wird aber gesichert,
dass das Ausgangsnetz und das durch die Transformation erhaltene Netz im Wesentlichen
die gleichen Eigenschaften haben. Die Uberpriifung, ob eine Eigenschaft vorliegt oder
nicht, kann aber wegen der Verkleinerung der Knotenzahl unter Umstédnden einfacher sein.
Zum Beispiel erfordert die Bestimmung des Erreichbarkeitsgraphen fiir jede Transition ¢
und jede erreichbare Markierung einen Test, ob ¢ bei m aktiviert ist, und die Bestimmung
der durch Schalten von ¢ aus m entstehenden Markierung. Offensichtlich wird der Aufwand
geringer, wenn die Transitionszahl verringert wird.

Im Folgenden sei das Petri-Netz N immer als N = (S, T, F, V, mq) gegeben. Durch die
Transformation entsteht dann ein Petri-Netz, das immer durch N’ = (S, 7", F', V', my)
beschrieben wird. Die genaue Spezifikation von S’, 7", F’, V' und my, wird stets durch eine
Regel beschrieben, durch die gewisse Knoten (und alle Kanten von und zu diesen Kno-
ten) gestrichen werden und gewisse Knoten mit ihren Kanten neu hinzugefiigt werden.
Dabei wird angenommen, dass fiir die nicht gestrichenen Kanten das Gewicht und fiir die
nicht gestrichenen Stellen der Wert der Anfangsmarkierung ohne Anderung iibernommen
werden. Jede dieser Regeln wird dadurch beschrieben, dass zuerst Voraussetzungen an-
gegeben werden, die ein Netz erfiillen muss, damit die Regel angewendet werden kann,
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und dann die Anwendung der Regeln angegeben wird, d.h. es wird gesagt, welche Knoten
gestrichen und welche Knoten und Kanten neu eingefiihrt werden.
Die uns interessierenden Eigenschaften werden Beschranktheit und Lebendigkeit sein.

Regel 1:
Voraussetzung: Die Menge U der Transitionen t € T mit ot = () ist nicht leer.
Anwendung: Streiche alle Transitionen t € U und alle Stellen aus te mitt € U.

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Regel 1 ist in Abbildung 3.8 gegeben.

tl /Q tQ @ tz D
ts g ty ts g ty
N N’

Abbildung 3.8: Beispiel zur Transformation durch Regel 1

Wir bemerken zuerst einige Fakten, die aus der Voraussetzung zur Regel 1 folgen.

Lemma 3.48 Das Petri-Netz N’ entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der
Regel 1.

i) Alle durch Regel 1 gestrichenen Stellen sind unbeschrdinkt.

ii) Das Netz N ist nicht beschrdinkt.

iii) Alle durch Regel 1 gestrichenen Transitionen sind lebendig.

iv) Wenn N’ leer ist, dann ist N lebendig.

Beweis. 1) Eine Stelle wird bei Regel 1 genau dann gestrichen, wenn sie im Nachbereich
einer gestrichenen Transition ¢ liegt. Eine gestrichene Transition hat aber einen leeren
Vorbereich. Deshalb kann eine gestrichene Transition stets schalten, und damit beliebig
viele Marken auf die Stellen ihres Nachbereichs schalten.

ii) Da die bei Regel 1 gestrichenen Stellen in N unbeschriankt sind, ist N selbst auch
nicht beschrankt.

iii) wurde bei i) bereits bewiesen.

iv) Wenn N’ leer ist, so werden alle Transitionen von N bei Regel 1 gestrichen. Damit
sind alle Transitionen von N wegen iii) lebendig. O

Satz 3.49 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 1. Dann ist N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist.

Beweis. Es sei N lebendig. Ferner seien ¢ € 7" eine Transition in N’ und m’ € R(N', my)
eine in N’ erreichbare Markierung. Die Schaltfolge fiir my, durch die my in m’ iiberfiihrt
wird sei ¢’. Dann ist ¢’ ein Wort iiber T”. Allerdings wird fiir die Aktiviertheit von einer in ¢/
vorkommenden Transition ¢) nur gefordert, dass (t])~ < m] gilt, wobei m} die Markierung
ist, die durch das Schalten der Buchstaben vor dem Vorkommen von ¢} erreicht wird. Falls
ot auch in N eine Teilmenge von S’ ist, so kann ¢’ auch in N bei m) geschaltet werden.
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Enthélt dagegen et eine Stelle aus S\ S, so muss diese mit hinreichend vielen Marken
ausgestattet sein, damit ¢’ auch in N schalten kann. Die gestrichenen Stellen kénnen
aber mit beliebig vielen Marken bestiickt werden, indem man die Transitionen aus 7"\ 7"
schaltet (vgl. Beweis von Lemma 3.48 i)). Daher kénnen wir eine Schaltfolge ¢ € (T'\ T")*
fiir mg angeben, die dafiir sorgt, dass auf allen Stellen von S\ S” geniigend Marken liegen
und damit sichert, dass eine Transition aus ¢’ sowohl in N als auch N’ geschaltet werden
kann. Es sei mg [gq¢' > m. Offenbar stimmen m und m’ auf allen Stellen von S\ S" iiberein.
Da N nach Voraussetzung lebendig ist, gibt es eine Schaltfolge ¢; fiir m derart, dass
t" bei my aktiviert ist, wobei m[q; > my gilt. Wir konnen annehmen, dass ¢; = ¢2q3
mit ¢1 € (T'\T")* und g3 € (1")* gelten, da wir die Transitionen aus 7'\ 7" zu einem
beliebigen Zeitpunkt ausfithren kénnen und folglich ohne Beschrankung der Allgemeinheit
alle zu Beginn schalten kénnen. Dann ist g3 auch eine Schaltfolge fiir m’ und ¢’ aktiviert
bei m) mit m’[¢g3 > m). Damit ist gezeigt, dass ¢’ in N’ lebendig ist. Da t’ beliebig ist,
sind alle Transitionen aus 7" lebendig. Damit ist N’ lebendig.

Mittels analoger Uberlegungen beweist man auch, dass aus der Lebendigkeit von N’
die Lebendigkeit von N folgt. a

An einer zu Satz 3.49 analogen Aussage hinsichtlich der Beschréinktheit sind wir nicht
interessiert, da wir aufgrund von Lemma 3.48 ii) wissen, dass N nicht beschrankt ist.
Dadurch ist eine Reduktion zu N’ und die Untersuchung von N’ auf Beschrinktheit
nicht mehr erforderlich. Wir bemerken aber, dass N’ beschrinkt sein kann, obwohl N
unbeschrankt ist, wie das Beispiel in Abbildung 3.8 zeigt.

Die aus Regel 1 durch Vertauschen von Stellen und Transitionen entstehende Regel
ist

Regel 1a:
Voraussetzung: Die Menge U der Stellen s € S mit es = () ist nicht leer.
Anwendung: Streiche alle Stellen s € U und alle Transitionen aus se mit s € U.

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Regel 1a ist in Abbildung 3.9 gegeben.

Wie man leicht feststellt, gelten die zu Lemma 3.48 dhnlichen Aussagen.

Lemma 3.50 Das Petri-Netz N’ entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der
Regel 1a.

i) Alle durch Regel 1a gestrichenen Transitionen sind nicht lebendig.

ii) Das Netz N ist nicht lebendig.

iii) Alle durch Regel 1a gestrichenen Stellen sind beschrinkt.

iv) Wenn N’ leer ist, dann ist N beschrinkt. O

Damit brauchen wir Lebendigkeit nicht weiter zu betrachten, da sie bei N nicht ge-
geben ist. Allerdings kann durch die Transformation durch Regel 1a ein unbeschranktes
Netz in ein beschréinktes Netz iiberfithrt werden, wie aus Abbildung 3.9 zu ersehen ist.
Das Ausgangsnetz ist nicht beschrénkt, da bei Schalten von ¢; eine Marke auf s; gebracht
werden kann, die durch Schalten von ¢, und ¢4 zu zwei Marken auf s, fithrt. Eine davon
kann durch Schalten von t3 wieder auf s; gebracht werden, wodurch zwei weitere Marken
auf sy gebracht werden kénnen. Daher ist s, (und wie man sich leicht iiberlegt auch die
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Abbildung 3.9: Beispiel zur Transformation durch Regel 1a

anderen nach dem Streichen verbleibenden Stellen) nicht beschréinkt in N. Das durch An-
wendung der Regel entstehende Netz ist aber beschrinkt, da keine Transition schaltbar
ist.

Es ist offensichtlich, dass N’ in Abbildung 3.9 beschriankt ist, weil durch die Anwen-
dung der Regel alle Marken aus dem Netz entfernt wurden. Es ist daher zu sichern, dass
die Marken auf den gestrichenen Plédtzen in N nicht genutzt werden kénnen. Dies wird
durch Regel 2 gesichert.

Regel 2:
Voraussetzung: Die Menge U der Stellen s € S mit es = () ist nicht leer,
Anwendung: Streiche alle Stellen s € U, fir die mo(s) < V(s,t) fir alle Transitio-
nen t € se gilt, und fiir jede gestrichene Stelle s streiche alle Transi-
tionen aus se.

Aufgrund der Voraussetzung mg(s) < V(s,t) fiir jede gestrichene Stelle s € U und
jede Transition ¢t € es kann keine der Transitionen aus es in N schalten und die Marken-
zahl auf den gestrichenen Stellen s € U bleibt bei jedem Schalten einer Transition in N
unverandert. Daher stimmen die erreichbaren Markierungen von N und N’ auf den nicht
gestrichenen Stellen {iberein. Hieraus ergeben sich sofort die folgenden Aussagen.

Lemma 3.51 Das Petri-Netz N’ entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der
Regel 2.

i) Alle durch Regel 2 gestrichenen Transitionen sind nicht lebendig.

ii) Das Netz N ist nicht lebendig.

ii1) Alle durch Regel 2 gestrichenen Stellen sind beschrinkt.

iv) Wenn N’ leer ist, dann ist N beschrdinkt. O

Satz 3.52 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 2. Das Netz N ist genau dann beschrankt, wenn N’ beschrdnkt ist. a

Fiir die néchste Regeln brauchen den Begriff der Parallelitdt von Knoten.

Definition 3.53 i) Zwei Stellen s, und so heifien parallel im Netz N, wenn s;® = sqe
und es; = @y gelten und fiir alle Transitionen t € es; und alle Transitionen t' € sie die
Beziehungen V (t,s1) = V (t, s2) und V(s1,t') = V(sq,t') gelten.

ii) Zwei Transitionen t, und ty heiffen parallel im Netz N, wennt] = t; und t;t =ty
gelten.
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Parallele Knoten sind also in der gleichen Weise und mit gleichen Gewichten mit den
restlichen Knoten des Netzes verbunden. Beim Schalten einer Transition aus dem Vor-
bereich zweier paralleler Stellen, werden daher auf jede der parallelen Stellen die gleiche
Anzahl von Marken gelegt; beim Schalten einer Transition aus dem Nachbereich zweier
paralleler Stellen, werden jeder der parallelen Stellen die gleiche Anzahl von Marken ent-
zogen. Bei parallelen Transitionen ¢; und ¢, gilt, dass ¢; genau dann aktiviert ist, wenn
auch ty aktiviert ist; {iberdies wird durch das Schalten von ¢; und 5 aus einer Markierung
m die gleiche Markierung m’ erreicht, d.h. m [t; > m’ gilt genau dann, wenn m [ty > m’
gilt.

Regel 3:
Voraussetzung: Es gibt im Netz parallele Knoten x und y. Wenn x und y Stellen sind,
so sei (ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit) mo(x) < mo(y).
Anwendung: Streiche den Knoten y.

Ein Beispiel fiir die Anwendung der Regel 3 (fiir parallele Stellen) ist in Abbildung 3.10
gegeben, wobei die beiden in der Abbildung am weitesten links stehenden Stellen parallel

Q)
J—0O OG0
O,

N N’

Abbildung 3.10: Beispiel zur Transformation durch Regel 3

Aufgrund der oben gemachten Bemerkungen iiber das Verhalten paralleler Knoten
erhalten wir sofort die folgenden Aussagen.

Lemma 3.54 Das Petri-Netz N’ entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der
Regel 3. Sind x und y Stellen, so ist y genau dann beschrankt, wenn x beschrdankt ist. Sind
x und y Transitionen, so ist y genau dann lebendig, wenn x lebendig ist. a

Satz 3.55 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 3.

i) Das Netz N ist genau dann beschrankt, wenn N’ beschrinkt ist.

it) Das Netz N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist. a

Aus Abbildung 3.10 ist auch zu sehen, dass es notwendig ist, die Stelle mit der groferen
Anzahl von Marken zu streichen. Wiirde man nédmlich in N die Stelle in der ersten Zeile
streichen, so wire N’ unbeschriankt, wihrend N beschrinkt ist.
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Definition 3.56 Zwei Stellen s und sy heiffen dquivalent im Netz N = (S, T, F,V,my),
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

sio = {t1}, es1 # 0, sp0 = {ta}, es1 # 0, V(s1,t1) = V(sa, ta) =1,
t7 (s) =t5 (s) fir alle s € S\ {s1, 82}, t{(s) =t5(s) fiir alles € S.

Zwei Stellen sind dquivalent, wenn beide nichtleere Vorbereiche haben, ihre Nachbereiche
einelementig sind und die Transitionen ihrer Nachbereiche mit den restlichen Knoten in
gleicher Weise verbunden sind.

Es seien s; und sy zwei dquivalente Stellen. Ferner seien t; und 5 die Transitionen aus
den (einelementigen) Nachbereichen von s; bzw. s,. Das Schalten von ¢; bzw. 5 beeinflusst
nicht das Schalten der jeweils anderen Transition. Da ¢; und ¢ mit den restlichen Knoten
in gleicher Weise verbunden sind, kann das Schalten von ¢, durch das Schalten von t;
ersetzt werden, wenn die Marken von s, auf s; umgeleitet werden kénnen. Eine derartige
Umleitung kann dadurch gewonnen werden, dass man anstelle von Kanten zu sy Kanten
zu s zusétzlich einfiihrt. Dies fithrt zu der folgenden Regel.

Regel 4:
Voraussetzung: FEs gibt im Netz N zwei dquivalente Plditze s; und ss.
Anwendung:
1. Streiche die Knoten sy und ty (und die zugehorigen Kanten).
2. Setze m! (s1) = my(s1) + mo(s2).
3. Wenn (t,s9) € F und (t,s1) € F, dann sei (t,s1) € F' mit V'(t,s1) = V (1, s2).
Wenn (t, s2) € F und (t,s1) € F, dann sei (t,s1) € F' mit V'(t,s1) = V(t,51)+V (¢, s2).
Wenn (t,s2) € F und (t,s1) € F, dann sei (t,s1) € F' mit V'(t,s1) = V (¢, 51).
Wenn (t,s9) ¢ F und (t,s1) ¢ F, dann sei (t,s1) ¢ F'.

Intuitiv werden bei der Regel 4 die Kanten zu s, in (zusétzliche) Kanten zu s;
iiberfithrt, wobei die Gewichte — wenn nétig — addiert werden. Auch die Marken der
Anfangsmarkierung werden von s, nach s; verschoben. Ein Beispiel fiir die Anwendung
von Regel 4 ist in Abbildung 3.11 gegeben, wobei die beiden in N am weitesten links
stehenden Stellen dquivalent sind und die untere gestrichen wird.

@)

T

T

HK@ [o— 1O
o

N/

Abbildung 3.11: Beispiel zur Transformation durch Regel 4

Satz 3.57 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 4.
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i) Das Netz N ist genau dann beschrinkt, wenn N’ beschrinkt ist.
ii) Das Netz N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist. a

Beweis. i) Es ist einfach zu sehen, dass die Markierung m in N genau dann erreichbar
ist, wenn in N’ die Markierung m’ erreichbar ist, wobei

m/(s1) = m(s1) +m(sg) und m/(s) = m(s) fiir alle s € S\ {s1, s2} (3.1)

gelten. Dies folgt einfach daraus, indem wir in der Schaltfolge, die mg in m in N iiberfiihrt
N’ jedes ty durch t; in N’ ersetzen. Umgekehrt gibt es auch zu jeder erreichbaren Markie-
rung m’ in N’ eine erreichbare Markierung m in N derart, dass (3.1) erfiillt ist. Folglich
ist N genau dann beschrinkt, wenn N’ beschréinkt ist.

ii) Wir bemerken zuerst, dass wegen (3.1) von ¢5 verschiedene Transitionen genau dann
in IV lebendig sind, wenn sie in N’ lebendig sind.

Es sei N lebendig. Dann sind alle Transitionen in N lebendig. Damit sind auch alle
Transitionen in N’ lebendig, womit N’ als lebendig nachgewiesen ist.

Es sei nun N nicht lebendig. Falls eine von t; verschiedene Transition in /N nicht
lebendig ist, so ist diese auch in N’ nicht lebendig. Damit ist auch N’ nicht lebendig.
Falls t; in N nicht lebendig ist, so gibt es eine erreichbare Markierung m so, dass t bei
keiner von m erreichbaren Markierung mehr geschaltet werden kann. Dies bedeutet, dass
in N keine Marken mehr auf s, gebracht werden kénnen. Daher konnen die Transitionen
im Vorbereich von sy nicht mehr beliebig oft schalten. Folglich sind die Transitionen des
Vorbereiches von sy auch nicht lebendig in N’. Diese sind dann auch in N’ nicht lebendig.
Erneut ist daher auch N’ nicht lebendig. a

Die nachfolgenden Regeln sind derart, dass sie eine Stelle s und die Transitionen ihres
Vor- und Nachbereiches streichen. Um trotzdem zu sichern, dass Marken von den Stellen
aus den Vorbereichen der Transitionen aus es zu den Stellen in den Nachbereichen der
Transitionen aus se gelangen kénnen, werden zusétzlich neue Transitionen eingefiihrt.

Regel 5:
Voraussetzung: Es gibt eine Stelle s und eine Zahl v mit folgenden Eigenschaften:
os = {t1,to,....tx} £ 0, se={t),th,....t.} #0, seNes=70,
V(s,t;) = v und ot; = {s} fir 1 <i<mn, tie £\ fireinj, 1 <j<n,
wenn n =1 ist, so ist V(t;,s) fir 1 <i <k ein Vielfaches von v,
wenn n > 2 ist, so gelten mo(s) < v und V(t;,s) =v firl <i<k.
Anwendung: 1. Wenn mq(s) > v ist, schalte Nachtransitionen von s solange, bis auf
s weniger als v Marken liegen.
2. Streiche alle Knoten s, ti,to, ... ty, th,th, ... 1.
3. Fiir alle v und j mit 1 <1 <k und 1 < j <n fihre neue Transitio-
nen t;; mit t; = t; und t7; =t + [t} (s) /[0](t;)" ein.
Wir bemerken zuerst, dass wir k£ - n neue Transitionen einfithren, aber nur £ +n + 1
Knoten 16schen. Eine Vereinfachung — gemessen an der Gesamtzahl der Knoten — tritt
daher nur ein, wenn k = 1 oder n =1 oder £ =n = 2 gilt.

Satz 3.58 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 5.

i) Das Netz N ist genau dann beschrinkt, wenn N’ beschrinkt ist.

ii) Das Netz N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist.
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Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Spezialfall v = 1. Die leichten Modifikationen
fiir den allgemeinen Fall bleiben dem Leser iiberlassen.

Wenn mg(s) > 0 ist, so ist n = 1. Dann kann ] in N so oft geschaltet werden, bis auf
s keine Marken mehr auf s liegen. Hierdurch dndert sich Beschranktheit und Lebendigkeit
von N nicht.

Wir bemerken, dass ein Schalten von ¢;; in N’ einem Schalten von ¢; und anschlie-
Bendem V/(#;, s)-maligen Schalten von ¢’ in N entspricht. Folglich ist ¢; in N genau dann
lebendig in N, wenn ¢, ; in N’ lebendig ist.

Ferner, gibt es zu jeder Markierung m’ von N’ eine Markierung von m von N mit
m(s) = 0 und m(s’) = m/(s') fir jede Stelle s’ aus S\ {s}, indem wir jedes Schalten
von t;; durch #;t} ersetzen (bei n = 1 wird #;; durch ¢;(;)V("*) ersetzt). Es sei nun
eine Markierung m in N gegeben. Wenn m(s) = 0 gilt, so ist m’ mit m/(s") = m(s)
fir s € S\ {s} eine Markierung von N’. Falls m(s) > 0, so konnen wir die Marken
von s auf Stellen im Nachbereich der Transitionen aus es schalten (nach Voraussetzung
existiert mindestens eine solche Stelle). Die daraus erhaltene Markierung m’ ist auch eine
Markierung von N’ und enthélt in der Summe iiber alle Stellen genauso viel Marken wie
m. Damit folgt sofort, dass N genau dann beschrénkt ist, wenn N’ beschrénkt ist.

Es sei nun N lebendig. Angenommen, N’ ist nicht lebendig. Dann gibt es eine in N’
von my, aus durch eine Schaltfolge ¢’ erreichbare Markierung m/, bei der eine Transition
t" € T' tot ist. Wir ersetzen in ¢’ jedes Vorkommen von t;; durch #;t’ (bzw. t;(t))V (to)
bei n = 1). Die dadurch entstehende Folge ¢ ist eine Schaltfolge fiir mg. Es sei mq [¢> m.
Dann stimmen m und m’ auf den von s verschiedenen Stellen iiberein und es gilt m(s) = 0.
Falls ¢ € T gilt, so ist ¢’ auch bei m tot. Ist ¢ = ¢, ; fiir gewisse ¢ und 7, so ist ¢; tot in V.
In beiden Féllen haben wir einen Widerspruch zur vorausgesetzten Lebendigkeit von V.

Analog beweist man, dass die Lebendigkeit von N’ die von N impliziert. a

Die néchste Regel ist eine Modifikation von Regel 5 (es ist zugelassen, dass die Vor-
bereiche der Transitionen aus se nicht einelementig sind). Wir geben in diesem Fall nur
die Regel und ohne Beweis den zugehorigen Satz an.

Regel 6:
Voraussetzung: FEs gibt eine Stelle s, eine Transition t und eine natirliche Zahl v
mit folgenden Figenschaften:
os = {t}, se ={t),th,...t,} #0, esNse =1,
te = {s}, s'e ={t} fiir alle s’ € ot,
Vs, t)), 1 <i<mn, und V(t,s) sind Vielfache von v, my(s) < v.
Anwendung: 1. Streiche die Knoten s,t,t|,t,, ...t
2. Fiir alle 3 mit 1 < j <mn fiihre eine neue Transition t; mit
ty =t + (1)) und t] = ()" en.

Satz 3.59 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 6.

i) Das Netz N ist genau dann beschrankt, wenn N’ beschrinkt ist.

ii) Das Netz N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist. a
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Regel 7:
Voraussetzung:  Es gibt eine Stelle s derart, dass t™(s) = tT(s) < mg(s) fiir alle Tran-
sitionen t € T gilt.
Anwendung: Streiche die Stelle s und alle Transitionen, die dadurch isoliert werden.

Satz 3.60 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 7.

i) Das Netz N ist genau dann beschrinkt, wenn N’ beschrinkt ist.

ii) Das Netz N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist.

Beweis. Nach Voraussetzung wird die Anzahl der Marken auf s durch keine der Tran-
sitionen verandert. Fiir die von s verschiedenen Stellen s’ &ndert sich auBerdem A(t)(s)
nicht beim Ubergang von N zu N’. Weiterhin entstehen die Markierungen von N’ aus
denen von N einfach durch Streichen der Komponente, die zu s gehort. Hieraus folgen
die Aussagen sofort. O

Regel §:
Voraussetzung: Es gibt Transitionen t und t', dasst #t' und (t')~ >t~ =t gelten.
Anwendung: Streiche die Transition t.

Die Forderung der Existenz von t’ sichert, dass das Netz nach Anwendung der Regel
zusammenhéngend ist.

Satz 3.61 Das Petri-Netz N' entstehe aus dem Petri-Netz N durch Anwendung der Re-
gel 8.

i) Das Netz N ist genau dann beschrankt, wenn N’ beschrinkt ist.

ii) Das Netz N ist genau dann lebendig, wenn N’ lebendig ist.

Beweis. Die Aussagen folgen daraus, dass die bei Regel 8 gestrichene Transition ¢ mit
allen Stellen nicht verbunden ist oder durch eine Schlinge verbunden ist, deren eingehende
und ausgehende Kanten gleiche Vielfachheit besitzen. Daher dndert das Schalten von ¢
die Markierung nicht. Beschrinkheit und Lebendigkeit hidngen daher nur von den von ¢
verschiedenen Transitionen ab, die alle erhalten bleiben und in beiden Netzen die gleichen
Anderungen bewirken. a

3.5 Invarianten

In diesem Abschnitt betrachten wir einige lineare Gleichungssysteme, die sich in nétiirli-
cher Weise aus dem Petri-Netz ergeben. Die Losungen der Gleichungssysteme werden wir
als Invarianten bezeichnen. Dabei werden wir die Gleichungssysteme so wéhlen, dass die
Invarianten als gewichteten Transitionen bzw. Stellen angesehen werden kénnen.
In diesem Abschnitt wollen wir stets voraussetzen, dass fiir das Petri-Netz N =
(S, T, F,V,mg)
S ={s1,50,...8,} und T = {tq,t,...,tx}

mit n > 1 und k£ > 1 gelten.
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Wir haben schon im Abschnitt iiber die Grundbegriffe festgestellt, dass bei m [q> m/
die Gleichung
m' =m+ w(q)I(N)

gilt, wobei I(N) die Inzidenzmatrix von N und n(gq) der Parikhvektor von ¢ sind. Die-
se Schreibweise geht davon aus, dass alle betrachteten Vektoren Zeilenvektoren sind. In
der linearen Algebra werden aber iiblicherweise Spaltenvektoren bei Gleichungssystemen
verwendet. Daher schreiben wir die obige Gleichheit in der Form

(m)" =m" +I(N)'n(q)",

die durch einfaches Transponieren entsteht. Um die Schreibweise etwas zu vereinfachen
setzen wir

C(N) = I(N)*

und bezeichnen diese Matrix als Akzidenzmatrix. Damit ergibt sich (m/)T = m! +
C(N)r(g)T. Die Matrix C(N) ist entsprechend der Definition von I(N) eine (n, k)-Matrix
(mit n Zeilen und k Spalten) und ihre i-te Spalte ist der Spaltenvektor A(t;)T. Falls das
Petri-Netz N aus dem Zusammenhang eindeutig festliegt, schreiben wir einfach C' anstelle
von C(N) und I anstelle von I(N).

Definition 3.62 FEs sei ein Petri-Netz N gegeben.

i) Jede nicht-triviale ganzzahlige Losung x des homogenen linearen Gleichungssystems
Cz = 0 wird Transitionsinvariante (oder kurz T-Invariante) von N genannt.

ii) Eine T-Invariante ist eine echte T-Invariante, wenn x keine negative Komponente
hat (also wenn x > 0 gilt).

ii1) Fine T-Invariante heifit realisierbar, wenn es ein Wort ¢ € T* und eine in N er-
reichbare Markierung m € R(N,mg) derart gibt, dass v = w(q)? gilt und q eine Schaltfolge
fiir m ast.

iv) Wir nennen das Netz N von T-Invarianten iiberdeckt, wenn es eine T-Invariante
x qibt, deren Komponenten alle positiv sind.

Beispiel 3.63 Wir betrachten das Petri-Netz Ng, das in Abbildung 3.12 mit seiner Ak-
zidenzmatrix gegeben ist.

1.1 1 o
c=| 1-1 0 0
’Lo 2.1 0

Abbildung 3.12: Petri-Netz Ng
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Wie man leicht ausrechnet, sind die Vektoren

—1

—1

, T3 = und x4 =

O N = =
_ o O O
—_— N = =

T-Invarianten von Ng. Daiiberhinaus ist x; keine echte T-Invariante, wiahrend s, x3 und
x4 echt sind. Die Invarianten x, und z3 sind iiberdies auch realisierbar, denn die Worter
tat3t; bzw. ty sind Schaltfolgen fiir die Anfangsmarkierung bzw. die durch Schalten von
t, erreichbare Markierung und ihre Parikhvektoren sind xo bzw. x3.

Der Vektor x, ist nicht realisierbar. Wir nehmen an, x, wére realisierbar durch die
Schaltfolge q. Es ist leicht zu sehen, dass im Netz stets zwei Marken vorhanden sind. Die
Transition ¢, ist nur aktiviert, wenn auf ps mindestens zwei Marken liegen. Dann kann aber
keine der anderen Transitionen schalten und ein Schalten von ¢4 dndert die Markierung
nicht. Folglich muss ¢4 der letzte Buchstabe von ¢ sein. Da t5 vorkommen muss, ist danach
mindestens ein zweimaliges Schalten von ¢; erforderlich, um zwei Marken auf p, zu bringen.
Da ¢ aber t; nur einmal enthalten kann, erhalten wir einen Widerspruch.

Das Netz ist von T-Invarianten iiberdeckt, da die T-Invariante x4 nur positive Kom-
ponenten besitzt.

Falls x eine realisierbare T-Invariante ist, so gilt fiir eine zu y gehorige Schaltfolge ¢
wegen Cr(q)T = 0 die Beziehung m” + Cr(q)T = mT fiir eine erreichbare Markierung
m. Die Folge ¢ realisiert also einen Kreis im Erreichbarkeitsgraphen. Folglich kénnen die
echten T-Invarianten als mogliche Kreise aufgefasst werden.

Satz 3.64 Es seien x und x' zwei T-Invarianten eines Netzes N. Ferner sei d ein Teiler
des grifiten gemeinsame Teiler der Komponenten von x und o und o' zwei ganze Zahlen.
Dann sind (1/d)z und ax + o'z’ ebenfalls T-Invarianten von N.

Beweis. Es ist aus der linearen Algebra bekannt, dass (1/d)x und ax + o2’ Losungen
des Gleichungssystems mit der Koeefizientenmatrix C' sind. Durch die Voraussetzungen
ist iberdies abgesichert, dass die Komponenten von (1/d)z und az + o'z’ ganzzahlig sind.
Damit sind (1/d)x und ax + /2’ T-Invarianten. O

Offensichtlich kann (durch vollsténdige Induktion) bewiesen werden, dass jede Linear-
kombination von T-Invarianten mit ganzzahligen Komponenten wieder eine T-Invariante
ist. Im Folgenden verwenden wir den Begriff der Linearkombination so dass wir Linear-
kombinationen mit nicht-negativen Koeffizienten und Divisionen durch Teiler des groiten
gemeinsamen Teilers der Komponenten zulassen.

Satz 3.65 Wenn das Netz bei irgendeiner Markierung m lebendig und beschrinkt ist, so
1st N von T'-Invarianten tiberdeckt.

Beweis. Essei N lebendig bei m. Dann gibt es eine von m aus erreichbare Markierung m;,
bei der ¢; aktiviert ist. Es sei ¢; die Schaltfolge mit m [¢; > m;. Es sei m/ die Markierung,
die durch Anwendung von ¢; auf m, entsteht. Wegen der Lebendigkeit von N gibt es eine
von m/ erreichbare Markierung ma, bei der ¢y aktiviert ist. Es sei m] [ga > my. Dann ist
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q1t1gots eine Schaltfolge fiir m. Durch deren Anwendung entstehe m),. Wir konnen analog
fortfahren und erreichen eine Schaltfolge p1 = qit1qots . . . gty fiir m, in der jede Transition
mindestens einmal vorkommt. Durch Anwendung der Folge erreichen wir m + A(p;).
Auch fiir diese Markierung kénnen wir wie oben eine Schaltfolge p, konstruieren, in der
alle Transitionen vorkommen. Analog fahren wir fiir m + A(p1ps) fort. Auf diese Weise
erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl r eine Folge von Markierungen mit

m[p1>m+ Alpr) [p2>m + A(pip2) [p3> ... [pr>m+ Alpipz... pr) -

Wegen der Beschrianktheit von N ist R(N,m) endlich. Es seien s Elemente in R(N,m).
Wenn wir r > s wihlen, so gibt es zwei Zahlen i und j mit i < j und m+ A(p1p2...p;) =

m 4+ A(pips . .. p;). Daher gilt A(piy1piy2...p;) = 0. Folglich ist @ = 7(piy1pive .. p;)T
eine T-Invariante. Da p; jede Transition mindestens einmal enthélt, ist jede Komponente
von x positiv. Damit wird N von T-Invarianten iiberdeckt. a

Die Umkehrung von Satz 3.65 gilt nicht. Dazu betrachten wir zuerst das Netz Ng
aus Abbildung 3.12. Dieses Netz besitzt die T-Invariante (1,1,2,1)T und ist beschrinkt,
wie wir in Beispiel 3.63 festgestellt haben. Es ist aber nicht lebendig, weil wir von jeder
erreichbaren Markierung die Markierung (0, 2, 0) erreichen kénnen, in der ¢y, t5 und 3 tot

sind.
t O to

AuBerdem ist das Netz Ny
lebendig und nicht beschréinkt, denn wir konnen beliebig viele Marken auf die einzige

Stelle des Netzes schalten. Auflerdem ist Ny iiberdeckt von T-Invarianten, denn es besitzt

die Akzidenzmatrix C' = (1, —1) und damit die 7-Invariante ( 1 >

Wir kommen nun zum analogen Begriff fiir Stellen.

Definition 3.66 FEs sei ein Petri-Netz N gegeben.

i) Jede nicht-triviale ganzzahlige Losung y des homogenen linearen Gleichungssystems
Iy = 0 wird Stelleninvariante (oder kurz S-Invariante) von N genannt.

ii) Eine S-Invariante ist eine echte S-Invariante, wenn y keine negative Komponente
hat (also wenny > 0 gilt).

iii) Wir nennen das Netz N von S-Invarianten iiberdeckt, wenn es eine S-Invariante
y gibt, deren Komponenten alle positiv sind.

Wir bemerken, dass (y7C)T = CTy ist. Folglich kénnen wir unter Verwendung des
Zeilenvektors 7 die S-Invarianten auch mittels C' definieren.

Beispiel 3.67 (Fortsetzung von Beispiel 3.63) Wir betrachten wieder das Netz Ng aus
Beispiel 3.63. Die Inzidenzmatrix ist offensichtlich

-1 1 0
-1 -1 2
= 1 0 -1
0 0 O



Es ist nachzurechnen, dass die Losungen des Gleichungssystems Iy = 0 alle von der Form
(a,a,a)” mit einer ganzen Zahl a sind.
Damit ist N von S-Invarianten iiberdeckt.

Satz 3.68 Es seiy eine S-Invariante des Netzes N. Dann gilt fiir jede von mq erreichbare
Markierung m die Beziehung m-y = mqg-y (wobei die Multiplikation auch als Skalarprodukt
aufgefasst werden kann).

Beweis. Es sei ¢ € T* eine Schaltfolge mit mg [¢> m. Dann ist m = mg + 7(¢)/. Damit
erhalten wir

m -y = (mo+m(g))y)=mo-y+m(q)(Iy) =mo-y+m(q)-0=mg-y.
O

Aus Satz 3.68 ergibt sich sofort das folgende Kriterium fiir Nichterreichbarkeit einer
Markierung.

Folgerung 3.69 Wenn es eine S-Invariante y des Netzes N gibt, fiir die m -y # mg -y
gilt, so ist m ¢ R(N,my).

Die Umkehrung von Satz 3.68 gilt im Allgemeinen nicht, aber sie ist fiir lebendige
Netzes richtig.

Satz 3.70 Wenn in einem lebendigen Netz N fir jede Markierung m € R(N,my) die
Beziehung m -y = mq -y gilt, so ist y eine S-Invariante von N.

Beweis. Es sei t eine Transition von N. Weil N lebendig ist, gibt es eine Markierung
m € R(N,myg), bei der ¢ aktiviert ist. Daher ist auch m + A(t) erreichbar. Damit gilt
m-y = (m+ A(t)) -y = mg - y. Hieraus folgt sofort A(t) -y = 0. Da die A(t) die Zeilen
von [ sind, erhalten wir Iy = 0, womit y eine S-Invariante ist. a

Satz 3.71 i) Ist y eine echte S-Invariante von N und y(s) > 0 fir eine Stelle s, so ist
die Stelle s in jedem Netz (S, T, F,V,m) (d.h. bei jeder Anfangsmarkierung) beschrankt.

ii) Wenn N durch S-Invarianten iberdeckt wird, dann ist das Netz (S, T, F,V,m) fir
jede Markierung m beschrinkt.

Beweis. 1) Es sei s’ eine beliebige Stelle des Netzes. Wegen Satz 3.68 gilt m-y =m’ -y >
m’'(s")y(s") fiir jede von m erreichbare Markierung m’. Nach Voraussetzung ist y(s) > 0
fiir ein s € S. Damit erhalten wir m/(s) < m - y. Folglich liegen auf der Stelle s bei m’
hochstens m - y Marken. Damit ist s bei m’ beschrankt.

ii) folgt sofort aus i). O

Die Umkehrung von Satz 3.71 gilt im Allgemeinen nicht, denn ({s}, {t}, {(s,t)}, V, mo)
ist bei beliebiger Anfangsmarkierung mg beschrénkt (da ¢ nur so oft schalten kann bis auf
s weniger als V (s, t) Marken liegen), hat aber keine S-Invariante (da das Gleichungssystem
V(s,t) -y = 0 nur die triviale Losung besitzt).

Definition 3.72 Fin Petri-Netz N = (S, T, F,V,mg) heif§t strukturell beschrénkt, wenn
(S, T, F,V,m) fir jede Markierung m beschrankt ist.
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Bei einem strukturell beschréankten Netz ist also die Eigenschaft beschréankt zu sein,
nicht von der gewahlten Anfangsmarkierung abhéingig.
Wir zeigen nun, dass Satz 3.71 fiir lebendige Netze umkehrbar ist.

Satz 3.73 Es sei N ein Petri-Netz, das eine lebendige Markierung besitzt. Dann ist N
genau dann von S-Invarianten tiberdeckt, wenn N strukturell beschrdnkt ist.

Beweis. Wegen Satz 3.71 ii) haben wir nur zu zeigen, dass ein strukturell beschrinktes
Netz mit einer lebendigen Markierung von S-Invarianten iiberdeckt ist, d.h. wir miissen
nachweisen, dass es eine Losung des Gleichungssystems [y = 0, die nur positive Kom-
ponenten hat. Fiir y muss also y > 0 gelten, aber dies sichert noch nicht, dass alle
Komponenten von y auch positiv sind. Diese Forderung lasst sich als Gleichung wie folgt
formulieren: Fiir jedes i, 1 <17 < n, sei b; der Zeilenvektor mit n Komponenten, dessen i-te
Komponente 1 und dessen verbleibende Komponenten alle 0 sind. Dann muss b; -y > 0
fiir 1 < ¢ <n sein. Wir nehmen nun an, dass das Ungleichungssystem

Iy=0, y>0und by >0

fiir ein i keine Losung hat. Nach dem Satz von Farkas! hat dann das Ungleichungssystem
Cx > b; eine Losung o (man beachte dass durch Transponieren der Inzidenzmatrix die
Akzidenzmatrix entsteht). Die Losung z kann negative Komponenten enthalten. Wir
zeigen nun, dass sogar eine Losung existiert, die in allen Komponenten positiv ist. Dazu
sei k der maximale Absolutbetrag der Komponenten von zy. Nach Satz 3.65 ist N von
T-Invarianten iiberdeckt. Dies bedeutet, dass das Gleichungssystem C'z = 0 eine Losung
21 besitzt, deren Komponenten alle positiv sind. Da jede Komponente von z; mindestens
1 ist, folgt, dass alle Komponenten von xs = g + (k + 1)z positiv sind. Da noch

gilt, haben wir in x5 eine Losung von C'x > b; gefunden, deren Komponenten alle positiv
sind.
Wir wéhlen nun die Anfangsmarkierung

m* = Z:pg(i)t; :
i=1

Durch diese Wahl ist abgesichert, dass wir jede Transition t; so oft schalten kénnen, wie
75(i) angibt. Damit gibt es eine Schaltfolge ¢ mit 7(¢)T = 2. Durch Schalten von g

erhalten wir die Markierung
my =m*+ A(q) = m* + 7(q)I.

Wegen
()] = x2C7 = (Cxy)" > b >0

!'Der Satz von Farkas aus der Theoorie der Ungleichungssysteme bzw. der linearen ganzzahligen Op-
timierung lautet wie folgt: Ist C' eine ganzzahlige Matriz und b ein ganzzahliger Spaltenvektor. Dann ist
das Ungleichungssystem Cx > b genau dann ganzzahlig losbar, wenn das Ungleichungssystem CTy = 0,
y >0, bTy > 0 nicht ganzzahlig losbar ist. Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [7].
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gilt my > m*. Folglich kénnen wir ¢ auch auf m; anwenden und erhalten my mit mo >
my > m*. So fortfahrend konstruieren wir eine Markierung, die auf mindestens einer
Stelle mehr Marken als jede vorgegebene Schranke enthélt. Somit ist N bei der Anfangs-
markierung m™* nicht beschrankt. Dies widerspricht der vorausgesetzten strukturellen Be-
schrénktheit von V. O

Wir haben oben gesehen, dass T-Invarianten (und dies gilt fiir S-Invarianten in gleicher
Weise) abgeschlossen gegeniiber Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten und
Divisionen durch den grofiten gemeinsamen Teiler aller Komponenten abgeschlossen sind.
Um alle T- bzw. S-Invarianten zu beschreiben/zu erzeugen, wére es wiinschenswert ein
Pendant zur Basis aus der iiblichen linearen Algebra zu haben. Ein solches Konzept wird
nun definiert.

Definition 3.74 FEs sei x ein Vektor ohne negative Komponenten. Dann bezeichnen wir
mit supp(z) die Menge der Komponenten, fir die der Wert positiv ist. Die Menge supp(z)
heifst Trager von x.

Im Fall der echten S-Invarianten y entspricht jede Komponente einer Stelle. Dadurch
ist der Tréger einer echten S-Invarianten durch die Menge der Stellen s gegeben, fiir die
y(s) > 0 gilt.

Definition 3.75 Fine echte S-Invariante (bzw. T-Invariante) y heifft minimal, wenn es
keine echte S-Invariante (bzw. T-Invariante) y' mit supp(y') C supp(y) gibt.

Die Minimalitdt der Invariante bezieht sich also darauf, dass der Trager minimal
ausfallt.

Wir zeigen nun, dass die minimalen Invarianten als eine Art Basis fiir die Menge aller
Invarianten angesehen werden kénnen.

Satz 3.76 Jede echte S-Invariante eines Netzes N kann aus den minimalen S-Invarianten
linear kombiniert werden.

Beweis. Es sei y eine echte S-Invariante. Wenn y minimal ist, so kombinieren wir y aus y
mit dem Koeffizienten 1. Wenn y nicht minimal ist, so sei ¢’ eine minimale S-Invariante mit
supp(y') C supp(y). Wir wéhlen nun s’ (die Komponenten von S-Invarianten entsprechen
Stellen) derart, dass y(s')/y'(s’) minimal unter den Werten y(s)/y'(s) mit s € S (dabei
wird z/0 = w fiir alle z > 0 angenommen) ausféllt. Nun betrachten wir den Vektor

y' =9y —y(s)y'

Da y(s") und y(s') nicht-negative Zahlen sind, ist y” eine S-Invariante (sieche Satz 3.64).
Wenn y"(s") < 0 fiir ein s” € S ist, so gilt

y'(s") = y'(s)y(s") —y(s)y'(s") <0,

woraus y'(s")y(s") < y(s')y'(s”) resultiert. Damit haben wir y(s”)/y/(s") < y(s')/y'(s') im
Gegensatz zur Wahl von s". Folglich ist y” sogar eine echte S-Invariante. Falls s ¢ supp(y)
ist, so ist wegen supp(y’) C supp(y) auch s ¢ supp(y’). Damit haben wir y(s) = v/(s) = 0,
woraus auch y”(s) = 0 folgt. Somit gilt supp(y”) C supp(y).
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Auflerdem gilt
y'(s') = y'(shy(s) —y(s)y'(s") = 0.
Daher haben wir supp(y”) C supp(y).

Nach Konstruktion ist ¢/(s")y = y” + y(s')y’. Damit kénnen wir y aus der Linearkom-
bination y” + y(s')y’ mit positiven Koeffizienten mittels Division durch y'(s") gewonnen
werden. Da jede Komponente von y” + y(s')y’ den Faktor 3/(s) enthélt. Damit lasst sich
y als Linearkombination aus 3’ und y” gewinnen.

Sollte y” minimal sein, sind wir fertig, anderenfalls wiederholen wir die Konstruktion
fiir y”. Nach endlich vielen Schritten muss sich aber eine minimale S-Invariante ergeben,
da der Trager immer echt kleiner wird. O

Satz 3.77 Minimale S-Invarianten mit den gleichen Trédger sind linear abhdingig.

Beweis. Es seien y und y’ zwei minimale S-Invarianten mit gleichem Tréger. Wir wahlen
wieder wie im Beweis von Lemma 3.76 eine Stelle s’ derart, dass y(s')/y/(s’) ausféllt. Da
y(s")/y'(s') eine rationale Zahl gibt es positive natiirliche Zahlen r und s mit y(s")/y/(s") =
r/s und groBtem gemeinsamen Teiler 1. Wir konstruieren y” = sy—ry’. Wie im Beweis von
Lemma 3.76 konnen wir zeigen, dass y” eine Losung von Ty = 0 ist und supp(y”) C supp(y)
gilt. Da y eine minimale S-Invariante ist, kann y” keine S-Invariante sein. Daher muss y”
die triviale Losung von Iy = 0, d.h. y” = 0 sein. Damit gilt sy = ry’. Da r und s keinen
gemeinsamen Teiler haben, miissen alle Komponenten von ¢y’ durch s teilbar sein. Damit
ist s ein Teiler des grofiten gemeinsamen Teilers der Komponenten von 3'. Folglich ist
y = r(1y), womit die lineare Abhéngigkeit im hier verwendeten Sinn gegeben ist. O

Wir geben nun ein Verfahren zur Bestimmung der minimalen S-Invarianten an.

Dazu bilden wir zuerst die Akzidenzmatrix C'(V) (vom Typ (n, k)) und héngen daran
rechts n Spalten, die die Einheitsmatrix bilden. Diese Matrix vom Typ (n,n + k) sei Dy.

Es sei die Matrix D; schon konstruiert. Dann bilden wir die Matrix D;,; in der fol-
genden Weise: Zuerst bilden wir fiir je zwei Zeilen z; und zo aus D; mit 21(i) - z2(i) < 0
(d.h. die i-ten Elemente der beiden Zeilen haben unterschiedliches Vorzeichen und sind
von Null verschieden) die neue Zeile

2= |z1(i) ]z + |22(8)| 21,

dividieren 2z’ durch den grofiten gemeinsamen Teiler seiner Komponenten und hiangen den
so erhalten Zeilenvektor unten an die Matrix D; an. Offensichtlich gilt z(i) = 0. Wenn
dies fiir alle Paare von Zeilen geschehen ist, streichen wir in der Matrix alle Zeilen mit w
mit w(i) # 0 und erhalten D, ;.

Offensichtlich sind in D; alle Elemente der ersten Spalte 0, in der Matrix D, alle
Elemente der beiden ersten Spalten 0 usw. Dieses Verfahren dhnelt also dem bekannten
Eliminierungsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme (nur werden hier die Zeilen
mit w(i) # 0 noch gestrichen).

Wir brechen das Verfahren mit D, ab. Die Matrix D;, hat in den ersten £ Spalten nur
Nullen. Wir streichen diese Spalten und erhalten eine (n,n)-Matrix D.

Der folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben, gibt eine Charakterisierung der
minimalen S-Invarianten.
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Satz 3.78 Es sei N ein Petri-Netz und D die nach obigem Algorithmus aus C(N) gebil-
dete Matrix.

i) Jede Zeile von D ist eine S-Invariante von N.

ii) Jede minimale S-Invariante, deren Komponenten den grifiten gemeinsamen Tei-
ler 1 haben, ist als Zeile in D enthalten. O

Wir konstruieren nun als Beispiel die Matrix D fiir das Netz Ng aus Abbildung 3.12.
Wir gehen von

1 -1 10100
Do = 1 -1 00010
0 2 -1000 1

aus und erhalten der Reihe nach
0 2 -1 0 0 0 1
Dl—(0—2 10110)’

Dy=D3=Dy = (000011 1).

Nach den Satz 3.78 ist damit der Vektor (1,1,1)7 die einzige S- Invariante, deren grofiter
gemeinsamer Teiler der Komponenten 1 ist. Nach Satz 3.76 besteht die Menge der S- Inva-
rianten aus allen Vektoren (a, a, a)” mit einer ganzen Zahl a (wir bilden Linearkombinatio-
nen mit ganzzahligen Koeffizienten). Dies entspricht unserem Ergebnis aus Beispiel 3.67.

Wir merken aber an, dass die Anzahl der minimalen S-Invarianten mit paarweise ver-
schiedenem Triger (und grofitem gemeinsamen Teiler 1 der Komponenten) exponentiell
in der Anzahl der Stellen und Transitionen sein kann. Daher hat der oben angegebe-
ne Algorithmus zur Bestimmung der minimalen S-Invarianten mindestens exponentielle
Zeitkomplexitit.

3.6 Fairness und Synchronie

Wir betrachten das Petri-Netz aus Abbildung 1.5, das fiinf Philosophen beim Dinner be-
schreibt. Fiir 0 < ¢ < 4 sind die Stellen g;, p; £ und p; D genau dann markiert, wenn die
i-te Gabel auf dem Tisch liegt, der i-te Philosoph isst bzw. der i-te Philosoph denkt und
die Transitionen n; und h; beschreiben den Ubergang vom Denken zum Essen bzw. vom
Essen zum Denken fiir den i-ten Philosophen. Die in Abbildung 1.5 gegebene Anfangs-
markierung beschreibt also die Situation, bei der der zweite Philosoph isst, wiahrend alle
anderen Philosophen denken. Ausgehend von dieser Situation sind die folgenden unendli-
chen Folgen von Transitionen schaltbar:

wy = (nghanghg)(nohanaho)(nohenghg) - -+ = (nohanaho)®, (3.2)
Wy = (n0h2n3h0n1h3n4h1n2h4)(n0h2n3h0n1h3n4h1n2h4) = (n0h2n3h0n1h3n4h1n2h4)w,

(3.3)
ws = (hangnaho)(nohanshoni hanghinahy) (hangnahe)* (nohanshony hanghinahy)

(h2n0n2h0)3(n0h2n3h0n1h3n4h1n2h4)(h2n0n2h0)4(n0h2n3h0n1h3n4h1n2h4) e
(3.4)
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