Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Matrixgrammatiken — Definition |

Definition:
i) Eine Matrixgrammatik ist ein Quintupel G = (N, T, M, S, F), wobei

— N, T und S wie bei einer kontextfreien Grammatik spezifiziert sind,

— M = {mi,ma,...my,} eine endliche Menge von endlichen Folgen von
kontextfreien Regeln ist (d. h. fir 1 <1 < n gilt

mg = (Ai,l — w; 1, Aio — Wi, ..., Ajp — ‘wm)

mit gewissen 7; > 1, A;; € N, w; ; € (NUT)*, 1 <j <r;) und

— F’ eine Teilmenge der Regeln ist, die in den m;, 1 < i < n, vorkommen.
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Matrixgrammatiken — Definition |l

i) Es sei m = (A1 — wy, Ay — wo, ..., A, — w,) € M. Wir sagen, dass
durch m aus x € V™ das Wort y € V* abgeleitet wird (und schreiben dafiir
xr =, y), wenn es Worter x1,xo,...,x,11 S0 gibt, dass

— x =x1 und y = x,+1 gelten und

— fir 0 <¢ <r—1 entweder x; = 2/ A;x) und ;11 = x;w;z! gelten oder
A; in x; nicht vorkommt und ;11 = x; und A; — w; € F gelten.

iii) Die von G erzeugte Sprache L(G) besteht aus allen Wortern z € T,
fur die es eine Ableitung

S :>mi1 (] :>ml.2 W :>mz.3 e =

47

:wt:Z

mittZlundmijEMﬁjrlgjgtgibt.

Formale Sprachen und biologische Prozesse — DNA-Computing 34



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Matrixgrammatiken — Normalform

Definition: Eine Matrixgrammatik G = (N,T, M, S, F) ist in Normalform,
wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind:

[ N=N1UN2U{S,Z,#}, S,Z%NlUNQ, NlﬂN2:®

e jede Matrix von M hat eine der folgenden Formen
—(S—>XA) mit X € Ny, A € N»,
— (X =Y, A—-w)mit X;Y € Ny, Ae Ny, we (N UT)H*,
— (X =Y A—-#)mit X € N;,Y € NyU{Z}, A€ Ny,
— (Z = )N),

e es gibt nur eine Matrix der Form (S — X A) in M,

e [’ besteht aus allen Regeln der Form A — # mit A € Ns.

Formale Sprachen und biologische Prozesse — DNA-Computing 35



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Matrixgrammatiken — Resultate

L(MAT) bezeichne die Menge aller Sprachen, die von Matrixgrammatiken
erzeugt werden konnen.

Satz: L(MAT) = L(RE).

Satz: Fur jede rekursiv-aufzahlbare Sprache L gibt es eine Matrixgrammatik
G in Normalform so, dass L(G) = L gilt.
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Grammatiksysteme — Definition

Definition: i) Ein Grammatiksystem mit n Komponenten ist ein (n + 3)-
Tupel G = (N, T, P, Ps,...,P,,S), wobei

— N, T und S wie bei einer kontextfreien Grammatik spezifiziert sind, und
— Py, Ps, ..., P, endliche Mengen von kontextfreien Regeln sind.

i) Wir sagen, dass durch P;, 1 <1i <mn, aus = das Wort y abgeleitet wird
(geschrieben als x :>§3i y), wenn x =% y gilt (d. h. y kann aus x durch
eine Ableitung gewonnen werden, in der nur Regeln aus P; benutzt werden)
und keine Regel aus P; auf y anwendbar ist.

iii) Die vom Grammatiksystem G erzeugte Sprache L(G) besteht aus allen
Wortern z € T, die durch eine Ableitung der Form

t t t t _
S :Pil w1 :>P’é2 (V0 :>Pi3 :>Pi3 Wg =— 2

mit gewissen t > 1, 1 <i; <n, 1 <j <s, erzeugt werden konnen.
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Grammatiksysteme — Resultate

L, (CF) bezeichne die Menge aller Sprachen, die von Grammatiksystemen
mit n Komponenten erzeugt werden konnen.

Satz:
1) L(CF) = L1(CF) = Lo(CF).
i) For any n > 3, L,(CF) = L3(CF).
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Registermaschine — Definition |

i) Eine Registermaschine besteht aus den Registern B, Cy, ,C1,Cs, ..., C,, ..
und einem Programm.

B heiBt Befehlszahler, Cy heiBt Arbeitsregister oder Akkumulator, und jedes
der Register C',,, n > 1, heiBt Speicherregister.

Jedes Register enthalt als Wert eine Zahl aus Ny,.

ii) Unter einer Konfiguration der Registermaschine verstehen wir das
unendliche Tupel (b, co,c1,...,¢Cp,...), wobei

das Register B die Zahl b enthalt, und
fur n > 0 das Register C,, die Zahl ¢,, enthalt.

iii) Das Programm ist eine endliche Folge von Befehlen.
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Registermaschine — Definition Il

Liste der zugelassenen Befehle und der von ihnen bewirkte

Anderung der Konfiguration (b,c,,c1,...¢pn,...) in die Konfiguration
', e, cyeooyer,...) (wobei uw' = w fiir die nicht angegebenen

) n?

Komponenten gilt)

Ein- und Ausgabebefehle:

LOAD 7 , i €N V=b+1 c§=c¢

ILOAD 7 , 1 €N b=0b0+1 ¢,=c

CLOADi, i€Ny b=b+1l o, =i

STORE:, €N V=0b0+1 c,=cg

ISTORE:, 1€ N b =b+1 C’Ci:CQ

Sprungbefehle:

GOTO ¢ , 1 €N b =1

IF ¢g=0 GOTOi, ieN o =1{" falls co =0
b+ 1 sonst
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Registermaschine — Definition Il

Arithmetische Befehle:

ADD 7 , 1 €N bV=b+1 c¢j=co+ ¢
CADD 7 , 1 €N bV=b+1 c¢y=co+1
| | — e fiir e >
SUB 17 |, 1 €N b =b+1 06:{80 G TUrco = ¢
sonst

CSUBi, €N Y =b+1 66:{60—7/ flr cg > 1
0 sonst

MULT ¢, €N V=b+1 c¢yp=coxc;
CMULT i, €N W =bt1l ¢ =coxi

DIV 7 , i €N V=0b+1 c,=|co/ci]
CDIVi, €N bV=b+1 «¢y=|co/i]
Stopbefehl:

END
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Registermaschine — induzierte Funktion

Definition:

Sei M eine Registermaschine. Die von M induzierte Funktion fj; : N® — N
ist wie folgt definiert:

f(x1,22,...2,) = 1y gilt genau dann, wenn M ausgehend
von der Konfiguration (1,0,x1,z2,...,2,,0,0,...) die Konfiguration
(b, co,y, co,C3,...) flr gewisse b, cg, o, c3, ... erreicht und der b-te Befehl
des Programm END ist.
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Registermaschine — Resultate

Satz: Die Menge der von Registermaschinen induzierten Funktion ist die
Menge der partiell-rekursiven Funktionen.

Satz: Fiur jede partiell-rekursive Funktion f gibt es eine Registermaschine,
e die f induziert,

e die nur die Befehle
—at+ mitc, =c,+1und b =b+1,

—a—(k) mit ¢, =c, —1und ' =b+ 1 fir ¢, > 0,
¢l =cq,und b =k fir ¢, = O,

— END

enthalt,

e END nur als letzten Befehl des Programms benutzt und

e das Resultat in einem Register a enthalt, auf das kein Befehl a<k), k > 1,
angewendet wurde.
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Multimengen

Multimenge M over U — Abbildung von U in Ny U {oc}
M (z) — Multiplizitat von x

M endlich, wenn M (x) € Ny fir alle x € U gilt.
Die Machtigkeit von endlichem M ist #(M) =, M(x)

|dentifikation von endlichem M mit Wort wy; € U* mit #.(w,,) = M(x),
wps nur eindeutig bis auf Permutation der Buchstaben

Zu jedem w € U™ gibt es genau eine endliche Multimenge M mit w = wj,

#(M) = [war]
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Langenmengen von Sprachen

Fir eine Sprache L und eine Familie X von Grammatiken definieren wir
N(L) = {n|n=|w| for some w € L},
N(X) = {N(L)|L e LX)}

Satz : i) N(REG) = N(CF) C N(CS) C N(RE).
ii) Eine Menge M C Ny gehrt genau dann zu N(CF'), wenn es Zahlen
r, 8,411,492, ..-qr,P1,P2,-..,Ps € Ng so gibt, dass

p=l, 1<@p<...<q¢g <p1<p2<...<ps,

MZ{QI)QQ)7QT}UU{pZ+np‘n€NO}
1=1

gelten.
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Membransystem — Definition |

Definition:

i) Ein Membransystem mit m Membranen ist ein (2m + 3)- Tupel
I'=(V, p,wy, wa, ... Wy, R1, Ray ... Ry, 1),

wobei

— V ein Alphabet (der in den Membranen vorkommenden Objekte) ist,

— 1 ein Membranstruktur (von m Membranen) ist,

— wj fir 1 < j < m ein Wort/eine (endliche) Multimenge liber V ist
(initialer Inhalt der Membran j),

— R, fur 1 < j < m eine endliche Menge von Regeln ist (anwendbar auf
Worter in der Membran j),

— ¢ eine naturliche Zahl mit 1 <7 < m und die Membran 7 einfach ist

(Ausgabemembran).
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Membransystem — Definition I

ii) Eine Konfiguration von I' ist ein m-Tupel von Wortern /Multimengen.

Es seien C = (ui,ug,...,uy) und C' = (u),ub, ... u. ) zwei
Konfigurationen. Wir sagen, dass C genau dann in C’ transformiert
wird (geschrieben als C' = C”), wenn C’ aus C' durch maximal parallele

Anwendung von Regeln aus R; auf u;, 1 <1 < m, entsteht.

iii) Eine Konfiguration C = (uy,us2,...,u;,) heiBt genau dann
Stoppkonfiguration, wenn fiir 1 < ¢ < m keine Regel aus R; mehr anwendbar
Ist.

iv) Die vom Membransystem I' erzeugte Sprache L(I') ist die Menge aller
Zahlen n, fiir die eine Stoppkonfiguration C' = (u1, ug, . .., Uy,) Mit |u;| = n
existiert.

Formale Sprachen und biologische Prozesse — DNA-Computing 47



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Spezielle Membransysteme

Ein Buchstabe ¢ aus V heiBt Katalyst, wenn alle Regeln, in denen c
vorkommt von der Form ca — cw mit a € V und w € (V x Tar)*.

Eine Regel u — w mit u € VT und w € (V x Tar)* heiBt

— nachtkooperierend, wenn u € V' gilt,

— kooperierend, wenn |u| > 2 gilt,

— katalytisch, wenn © = ca und w = cw’ fir einen Katalysator ¢ und
gewisse a € V, w’ € V* gelten.

Ein Membransystem heiBt

— nichtkooperierend, wennn alle seine Regeln nichtkooperierend sind,

— katalytisch, wenn alle seine Regeln nichtkooperierend oder katalytisch
sind,

— kooperierend, wenn es eine kooperierende und nichtkatalytische Regel

enthalt.
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Membransysteme — Resultate |

L, (P,nco), L,(P,cat) und L,(P,coo) bezeichnen die Mengen von
Sprachen, die von nichtkooperierenden, katalytischen und kooperierenden
Membransystemen mit hochstens n Membranen erzeugt werden knnen.

Fir X € {nco, cat, coo} setzen wir: L.(P, X) =51 Lon(P, X)

Fakt: Fir X € {nco, cat, coo} gilt
L1(P,X)C Lo(P,X)C L3(P,X)C...CL(P,X)C...CL.P X).

Lemma: Fur X € {nco,cat,coo} und n > 2 gilt L1(P,X) C Lo(P, X) =
L.(P,X) = L.(P,X).

Satz: Firn > 1 gilt £1(P,nco) = L,,(P,nco) = L.(P,nco) = N(CF).

Satz: Fir n > 1 gilt £1(P, coo) = L,(P,coo) = L.(P,coo) = N(RE).
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Membransysteme — Resultate I

Definition: Es seien I' = (V, pu, wi,wa, ..., Wy, R1, Ro, ..., Ry,i) ein
Membransystem mit m Membranen und o € V' ein ausgezeichnetes Element.
Falls die Sprache des Membransystems

Fn — (V7 M w10n7w27 ooy Wmy R17 R27 R Rmall’)

fur jedes n genau ein Element a,, enthalt, so sagen wir, dass I' die Funktion
f: Ny — Ng mit f(n) = a,, berechnet.

Satz: Fur jede partiell-rekursive Funktion f : Ng — Ny gibt es ein
katalytisches Membransystem mit zwei Membranen, das f berechnet.

Satz: Fur n > 2 gilt
L1(P,cat) C Lo(P,cat) = L,(P,cat) = L.(P,cat) = N(RE).
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Membransysteme mit Symport/Antiport-Regeln |

Definition: i) Ein Membransystem mit Symport/Antiport-Regeln und
m Membranen ist ein Konstrukt

I' = (VvluaE?wlana-"7wm7R17R27'"Rm7i)7

wobei V', u, wi,wo,...wm,, Ri,Rs,...,R,, and ¢ wie bei einem
Membransystem spezifiziert sind, E eine Teilmenge von V ist und R;
fir 1 < j < m eine endliche Menge von Regeln der Form (x,in) oder
(x,out) oder (x,out;,y,in) mit z,y € V7T ist.

i) Eine Konfiguration eines Membransystems mit m Membranen und
Symport/Antiport-Regeln ist ein m-Tupel C' = (uy,us2,...,Uy) von
Wortern/Multimengen tiber V. Die Umgebung enthalt die Multimenge Z
mit Z(x) = oo fir x € E und Z(z) =0 firx ¢ F.

Formale Sprachen und biologische Prozesse — DNA-Computing 51



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Membransysteme mit Symport/Antiport-Regeln I

Es seien j, 1 < j < m, eine Membran, j' die eindeutige Membran, die j
enthalt, und C' = (u1,us, ..., u,) eine Konfiguration. Die Anwendung der
Regel (x,in) aus R; auf C' = (uy,ug,...,u,) besteht im Entnehmen der
Multimenge = aus u;s und Hinzufiigen zu u;; die Anwendung von (z, out)
besteht in der Entnahme von x aus ¢; und dem Einfugen von x in u;/; die
Anwendung von (x, out;y, in) besteht in der gleichzeitigen Anwendung von
(,out) und (y,in) wie beschrieben. Wenn j die duBere Membrane ist, so
ibernimmt die Umgebung die Rolle von 5.

Die Transformation einer Konfiguration C' in eine Konfiguration C’
(geschrieben als C' = C") erfolgt durch maximal parallele Anwendung der
Regeln aus (J;_, R; auf die Komponenten von C.

Eine Konfiguration C' heiBt Stoppkonfiguration, wenn keine Regeln aus
Uj—; R, auf C anwendbar ist.
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Membransysteme mit Symport/Antiport-Regeln |l

iii) die von einem Membransystem I" mit Symport/Antiport-Regeln erzeugte
Sprache L(I') ist die Menge aller natrlichenm Zahlen n, fiir die es eine
Stoppkonfiguration C' = (uy, us, ..., Uy,) mit |u;| = n gibt.

Satz: Fir jede Menge L € N(RFE) gibt es ein Membransystem I" mit
Symport/Antiport-Regeln derart, dass L(I') = L gilt.
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