Fakultat fur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

Dreiwertige Logik |

Definition des Ausdrucks der dreiwertigen Logik wie bei Aussagenlogik
Belegung: o — {0,1, x}

Wertberechnung:

— wl(p) = a(p) fiir jede Variable p

- wi(=A), wi((AA B)), wi((AV B)) und wi((AV B)) entsprechend
folgender Tabellen

Al A A0 x 1 vV |0 x 1 — |10 x 1

0 1 O(0 0 O 0/ 0 x 1 0 1 1 1

X X x | 0 %X X X | x x 1 x | x 1 1

1 0 110 x 1 1] 1 1 1 1 0 x 1
-~ wl((A < B)) =wi(((A— B) A (B — A)))
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Dreiwertige Logik I

— 1
X =3

wo,(—A) =1 - wg(A)
wo((A A B)) = min{wg,(4), wg(B)}

wa((AV B)) = max{wi(A), ws(B)}
Satz:

Fiur einen aussagenlogischen Ausdruck A der dreiwertigen Logik ist es
entscheidbar, ob A eine Tautologie oder erfullbar oder eine Kontradiktion
Ist.
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Fuzzy-Logik

Zugehorigkeitsfunktion: p, : G — [0, 1]
Definition des Ausdrucks der Fuzzy-Logik wie bei Aussagenlogik
Belegung: o ist Zugehorigkeitsfunktion

Wertberechnung:
— wl(p) = a(p) fiir eine Variable p,

—wl(=A) =1 —-wl(A),
—w(J; AN B) :min{wé(A),w(J;(B)},

( )

( ) = max{w/,(A), w}(B)},

(A — B)) =min{1,1+wl(B) —wl(A)},
( ) =1 —|wl(A) —wl(B)].
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Ausdruck der temporale Logik

Definition:
Die Menge tausd der temporalen aussagenlogischen Ausdricke wird induktiv
als Menge von Wortern uber einer Menge war von Variablen und den

Symbolen
{(7 )7 _|7 /\7 \/7 _>7 <_>7 F7 G? FOO? GOO? U7 B7 X}

wie folgt definiert:
1. Jede Variable p € var gehort zu tausd.

2. Sind w und v Worter aus tausd, so gehoren auch die Worter

w, wAv, wVU, w— U, W,
Fw, Gw, F®w, G*w, wUv, wBv, Xw

zu tausd.

3. Ein Wort gehort nur dann zu tausd, wenn dies aufgrund der Bedingun-
gen 1. und 2. der Fall ist.
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Zeitlinien der temporalen Logik

Definition:

Unter einer Zeitlinie verstehen wir ein Paar Z = (M, x), wobei

— M selbst ein Paar M = (S, L) ist,

— S eine Menge ist (deren Elemente wir Zustande nennen),

— L eine Funktion von S in 2Y%" ist, und

— x eine Funktion von der Menge Ng in S.

(x liefert Folge (x(0),z(1),x(2),...,x(n),...) von Werten aus 5)

L definiert fur jedes s € S eine Belegung durch
1 pe L(s)

P =

(p) {o p ¢ L(s)

(z liefert Folge (ag(0), @z (1), Qx(2), - - -) von Belegungen)

K :var — 2% mit s € K(p) genau dann, wenn p € L(s)
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Wertberechnung in der temporalen Logik |

Definition:

Der Wert w (u) eines temporalen aussagenlogischen Ausdrucks u € tausd
bez. einer Zeitlinie (M, x) wird induktiv liber den Aufbau der Ausdriicke
wie folgt definiert:

Fiir eine Variable p € var gilt w™(p) = 1 genau dann, wenn p € L(z(0))
gilt.
Sind wM (u) und wM (v) bereits definiert, so setzen wir:
— wM(—u) =1 gilt genau dann, wenn w (u) = 0 gilt,
wM(u Av) =1 gilt genau dann, wenn w (u) = wM (v) = 1 gelten,
wM(u Vv v) = 0 gilt genau dann, wenn w (u) = wM (v) = 0 gelten,
M(y — v) = 0 gilt genau dann, wenn w™(u) = 1 und wH(v) = 0
gelten,
—wM(u < v) =1 gilt genau dann, wenn wM (u) = wM (v) gilt,

Logik - Weitere Logiken 86



Fakultat fur Informatik Universitat Magdeburg Jirgen Dassow

8
SLETE +° % &iai

S

mi

88888

D

S

x
M
J

H

M
x
In
M
x

Wertberechnung in der temporalen Logik Il

(Fu) =1 gilt genau dann, wenn w (u) = 1 fiir ein j > 0 gilt,
(Gu) =1 gilt genau dann, wenn wi‘f(u) =1 fur alle j > 0 gilt,
(Foou) = 1 gilt genau dann, wenn es zu jedem 5 > 0 ein k > j
W' M(u) =1 gibt,

(G*°u) =1 gilt genau dann, wenn es ein j > 0 gibt, so dass
(u) =1 fur alle k£ > j gilt,

(
(

(

Uv) =1 gilt genau dann, wenn es ein j > 0 gibt, so dass
v)—lundw s(u) =1 fur 0 <k < j gelten,

uBv) =1 gilt genau dann, wenn es fiir jedes j > 1 mit w%(fu) =1

k < j mit w]\g( ) =1 gibt,

(

Xu) =1 gilt genau dann, wenn w™ (u) =1 gilt.
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Semantische Aquivalenz in der temporalen Logik

Definition:

i) Zwei Ausdriicke u € tausd und v € tausd heiBen semantisch aquivalent

in der temporalen Aussagenlogik, wenn w (u) = w (v) fiir alle Zeitlinien

(M, z) gilt.

ii) Ein Ausdruck u € tausd der temporalen Aussagenlogik heiBt erfiillbar,

wenn es eine Zeitlinie (M, z) mit w (u) = 1 gibt.

iii) Ein Ausdruck uw € tausd heit Tautologie in der temporalen

Aussagenlogik, wenn w? (u) = 1 fiir alle Zeitlinien (M, z) gilt.

Bezeichnung: u =; v
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Semantische Aquivalenzen der temporalen Logik |

Satz:
Fur beliebige u € tausd und v € tausd gelten die folgenden Aquivalenzen:

) Fu=; ((uV-u)Uuy,
i)  Gu=; ~F-u,

i)  F*u=; GFu,

iv) G®u=; ~F>*-u,

v)  uBv = ~((-u)Uv)).

Satz:
Zu jedem Ausdruck A der temporalen Aussagenlogik gibt es einen Ausdruck

B der temporalen Aussagenlogik, der A =; B erfullt und nur die Operatoren
-, A\, U und X enthalt.
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Semantische Aquivalenz in der temporalen Logik Il

Satz:
Fur beliebige u € tausd, v € tausd und w € tausd gelten die folgenden
Aquivalenzen:

i) HHu =; Hu fir H € {F,G, F>°,G>},

i)  XHu=, HXufir H € {F,G, F>*,G>~},

i) X(uUv) = (Xu)U(X0)),

iv) H(uVwv)=; (HuV Hv) fir H € {F, F*°},
v)  H(uAwv)=; (HuA Hv) fir H € {G,G*>},
vi) —Xu = X,

vii)  X(uow) = (Xuo Xw) fir o € {A,V,—, <},
viii)  ((u Av)Uw) = (uUw) A (vUw)),

ix)  (uU(vVw)) = (wlUov)V (ulUw)).
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Semantische Aquivalenz in der temporalen Logik 111

Satz:
Fur beliebige Ausdriucke u € tausd und v € tausd sind die folgenden
Ausdrucke Tautologien der temporalen Aussagenlogik:

i)  (u— Fu)und (Gu — u) und (Gu — Fu),

i)  (Xu— Fu) und (Gu — Xu) und (Gu — XGu),
i) ((wUv) — Fv),
iv) ((GuVvGv) — GuVwo))und (F(uAv)— (FuA Fv)),
v)  ((wUw) Vv (vUw)) — ((uVv)Uw)) und
(wU(v Aw)) — ((ulv) A (uUw))),
vi) (uAG(u— Xu)) — Gu).
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Entscheidbarkeit in der temporalen Logik

Satz:
Das Erfullbarkeitsproblem der temporalen Aussagenlogik

Gegeben: Ausdruck u € tausd der temporalen Aussagenlogik
Frage: Ist u erfullbar?

Ist entscheidbar.
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Ausdruck der modalen Logik

Definition:

Die Menge mausd der modalen aussagenlogischen Ausdrucke wird induktiv
als Menge von Wortern uber einer Menge von Variablen aus var und den
Symbolen (, ), =, A, V, —, <, ¢, O wie folgt definiert:

1. Jede Variable p € var gehort zu mausd.

2. Sind A und B Worter aus mausd, so gehoren auch die Worter

~A, (AANB), (AVB), (A— B), (A< B), oA, OA

ZU mausd.

3. Ein Wort gehort nur dann zu mausd, wenn dies aufgrund endlich
oftmaliger Anwendung von 1. und 2. der Fall ist.
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Belegung in der modalen Logik

Unter einem Rahmen R verstehen wir einen (gerichteten) Graphen
R = (S,R).

Die Elemente der Menge S nennen wir Situationen.

Durch R werden die Beziehungen zwischen den Situationen aus S
beschrieben. Falls (s,t) € R, so nennen wir die Situation ¢ von s aus
erreichbar.

Definition:

Es seien eine Menge var von Variablen und ein Rahmen R = (S, R)
gegeben. Eine Belegung « ist eine Funktion a : S X var — {0, 1}, die jeder
Situation und jeder Variablen einen Wahrheitswert aus {0, 1} zuordnet.
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Wert in der modalen Logik

Definition: Es seien ein Rahmen R = (S, R) und eine Belegung « gegeben.
Den Wert w’%(A) eines Ausdrucks A € mausd bez. eines Rahmens
R = (S, R), einer Belegung « und einer Situation s € S definieren wir
induktiv durch folgende Setzungen:

=wy*(B) =1,
(AV B)) = 0 genau dann wenn wR S(A) = w’*(B) =0,
*((A — B)) = 0 genau dann, wenn wRS(A) =1 und w®3(B) =0,
)) = 1 genau dann, wenn wRS(A) = §S(B),
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