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Pradikatenlogische Entscheidbarkeitsprobleme

Erfullbarkeitsproblem:
Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck A uber einer Signatur §
Frage: Ist A erfullbar ?

Giiltigkeitsproblem:
Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck A uber einer Signatur S
Frage: Ist A allgemeingiiltig ?

Unerfiillbarkeitsproblem:
Gegeben: pradikatenlogischer Ausdruck A tber einer Signatur S
Frage: Ist A unerfullbar ?
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Algorithmus und Entscheidbarkeit

Ein Algorithmus uberfuhrt in endlicher Zeit die Eingabedaten in eine Antwort
"ja" oder "nein” und besteht aus einer Folge von Anweisungen mit folgenden
Eigenschaften:

e es gibt eine eindeutig festgelegte Anweisung, die als erste auszufuhren
Ist,

e nach Abarbeitung einer Anweisung gibt es eine eindeutig festgelegte
Anweisung, die als nachste abzuarbeiten ist, oder die Abarbeitung des
Algorithmus ist beendet.

Ein Problem heiBBt entscheidbar, wenn es einen Algorithmus zu seiner Losung
gibt, d.h. einen Algorithmus, der auf die Frage die korrekte Antwort " ja"
oder "nein” gibt. Falls kein Algorithmus zur Losung existiert, heit das
Problem unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit in der Pradikatenlogik

Satz:

Das Gultigkeitsproblem der Pradikatenlogik ist unentscheidbar, d.h. es gibt
keinen Algorithmus, der fur einen beliebigen pradikatenlogischen Ausdruck
A feststellt, ob A eine Tautologie ist.

Satz:

Das Unerfullbarkeitsproblem der Pradikatenlogik ist unentscheidbar, d.h.
es gibt keinen Algorithmus, der fur einen beliebigen pradikatenlogischen
Ausdruck A feststellt, ob A unerfullbar ist.

Satz:

Das Erfullbarkeitsproblem der Pradikatenlogik ist unentscheidbar, d.h.
es gibt keinen Algorithmus, der fur einen beliebigen pradikatenlogischen
Ausdruck A feststellt, ob A erfullbar ist.
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Semi-Algorithmus

Wir nennen ein Verfahren zur Entscheidung einer Eigenschaft £ einen
Semi-Algorithmus, wenn es

— auf einer Eingabe X mit Eigenschaft E nach einer endlichen Anzahl
von Schritten antwortet, dass X die Eigenschaft £ hat und

— auf einer Eingabe, die die Eigenschaft £ nicht hat, keine Antwort gibt.
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Unifikator
Definition:
i) Eine Substitution s heiBt Unifikator der Menge £ = {L4, Lo, ... L.} von
Literalen, falls s(L1) = s(L2) = ... = s(L,) gelten.

ii) Eine Substitution s heiBt allgemeinster Unifikator von L, falls fiir jeden
Unifikator s’ von £ eine Substitution s mit s’ = s o s existiert.

Satz:
Jede unifizierbare Menge von Literalen besitzt einen allgemeinsten

Unifikator.
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Algorithmus fur den allgemeinsten Unifikator
Fingabe: nichtleere Menge £ = {L1, Lo, ..., L.} von Literalen
s = 1d;
while (s(L;) # s(L;) fur gewisse 1 <17 < j < k)

{ Durchsuche die Literale von s(L;) und s(L;) von links nach rechts,
bis erste Position a gefunden ist, an der sich mindestens
zwel Literale unterscheiden:;
if (keines der Zeichen ist eine Variable)

Stoppe mit “L ist nicht unifizierbar”;
else { x = Variable in a; t = Term, der in a beginnt;
if (z kommt in t vor)
Stoppe mit “L ist nicht unifizierbar”;
else s = so|x/t];

}
}

Gib s als allgemeinsten Unifikator aus
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Unifikationsalgorithmus — Beispiel

Literale: Ly = =P (f(2,9(a,y)),h(z))
Ly = _‘P(f(f(ua U)7w)7 h(f(a, b)))

Unterschied an der sechsten Position: Substitution s; = [z/f(u, v)]

s1(L1) = =P(f(f(u,v), 9(a,y)), h(f(u,v)))
s1(L2) = ~P(f(f(u,v),w), h(f(a,b)))

Unterschied an der elften Position: Substitution so = [w/g(a, y)]

s2(s1(L1)) = =P(f(f(u,v), 9(a,y)), h(f(u,v)))
s2(s1(L2)) = =P(f(f(u,v), g(a,y)), h(f(a,D)))
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Unifikationsalgorithmus — Beispiel — Fortsetzung

Literale: so(s1(L1)) = ~P(f(f(u,v),9(a,y)), h(f(u,v)))
s2(s1(L2)) = ~P(f(f(u,v),9(a,y)), h(f(a,b)))

Unterschied bei sechstletzten Buchstaben: Substitution s3 = [u/a]

s3(s2(s1(L1))) = ~P(f(f(a,v),g(a,y)), h(f(a,v)))
s3(s2(s1(L2))) = =P (f(f(a,v),g(a,y)), h(f(a,b)))

Unterschied bei viertletzten Buchstaben: Substitution s4 = [v/b]

sa(s3(s2(s1(L1)))) = ~P(f(f(a,b),9(a,y)), h(f(a,b)))
sa(s3(s2(s1(L2)))) = ~P(f(f(a,b),9(a,y)), h(f(a,b)))

allgemeinsten Unifikator von L; und Ls:
81082083084 = [2/f(u,v)]ow/g(a,y)]olu/a]o[v/b]
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Pradikatenlogische Resolution — Definition |

Definition:

Es seien K1, Ko und R Mengen von pradikatenlogischen Literalen. Dann
heiBt R pradikatenlogische Resolvente von K und Ko, falls folgende
Bedingungen erfullt sind:

e Es gibt Substitutionen s; und ss, die nur Variablenumbenennugen sind,
so dass s1(/C1) und so(KC2) keine gemeinsamen Variablen haben.

e Es gibt Literale Ly,..., L, € s1(K1), m > 1, und LY,..., L] € s5(K>),
n > 1, so dass die Menge £ = {—Ly,—Lo,...,—= Ly, L}, L, ..., L}
unifizierbar ist.

s sei der allgemeinste Unifikator von L.

o Es g”tR:S((Sl(K1>\{L17L27'"7Lm}>U(32(’C2)\{L/17 /277L;7,}))
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Pradikatenlogische Resolution — Definition ||

Definition:
Fur eine Menge F von Mengen von Literalen setzen wir

Res(F) = FU{R | R ist Resolvente gewisser K € F und K’ € F},
Res’(F) = F,
Res™(F) = Res(Res" *(F)) fiir n > 1 und

Res*(F) = U Res™(F)
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Pradikatenlogische Resolution — Resultate

Lemma: (Lifting-Lemma) Seien K; und K5 zwei pradikatenlogische
Klauseln und K7 und K zugehorige (beliebige) Grundinstanzen. Ferner sei
R’ eine (aussagenlogische) Resolvente von K| und K). Dann gibt es eine
pradikatenlogische Resolvente R von K7 und K5 so, dass R’ Grundinstanz

von R ist.
K4 Ko K4 Ko

K K} R

R R’
Satz: Ein pradikatenlogischer Ausdruck A = Viz1Vas...Vx, A" in

bereinigter Skolemform, bei dem A’ in konjunktiver Normalform vorliegt, ist
A genau dann unerfiillbar, wenn die leere Menge in Res*(A) liegt.
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Lineare Resolutionen |

Definition: Die Resolution einer Klausel R aus einer Klauselmenge K heif3t
linear, falls es Klauseln Ry, Rq, Ro, ..., R, so gibt, dass

Ry € K,
R, € T@S(Ri_l, Cz'_l)
mit C;_1 EKU{Rl,RQ,...,Ri_l}, 1< <n

gelten.

Satz: Sei A = Va,Vazs...Va, A’ ein pradikatenlogischer Ausdruck in
bereinigter Skolemform, bei dem A’ in konjunktiver Normalform vorliegt.
Dann ist A genau dann unerfullbar, wenn es eine lineare Resolution fiir die
leere Menge aus der Klauselmenge zu A’ gibt.
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Lineare Resolutionen |l

Definition: Eine Klauselmenge K heiBt minimal unerfullbar, wenn sie
unerfillbar ist und fiir jede Klausel K € K die Menge K\ { K'} erfiillbar ist.

Satz: Sei A = VaiVxy...Va, A’ ein pradikatenlogischer Ausdruck in
bereinigter Skolemform, bei dem A’ in konjunktiver Normalform vorliegt.
Ferner sei die zu A’ gehorende Klauselmenge minimal unerfillbar. Dann
gibt es fir jede Klausel K von A’ eine lineare Resolution fiir die leere Menge
aus der Klauselmenge zu A’, bei der Ry = K gilt.
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SDL-Resolutionen

Definition: i) Wir sagen, dass eine Klausel negativ ist, wenn alle Literale
negierte Basisausdrucke sind. Eine Klausel heillt definit, wenn genau ein
Literal ein nichtnegierter Basisausdruck ist.

ii) Eine lineare Resolution heiBt SLD—Resolution, falls Ry eine negative
Klausel ist und C;_1 fur 1 <7 < n eine definite Klausel ist.

Definition: Ein quantorenfreier pradikatenlogischer Ausdruck A’ in
konjunktiver Normalform heiBt Hornausdruck, falls jede Alternative
hochstens einen nichtnegierten Basisausdruck enthalt.

Satz: Sei A = VaiVxs...Vo, A’ ein pradikatenlogischer Ausdruck in
bereinigter Skolemform, bei dem A’ ein Hornausdruck ist. Dann ist A
genau dann unerfullbar, wenn es eine SLD-Resolution fur die leere Menge
aus der Klauselmenge zu A’ gibt.
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Logik-Programme

Definition:

Eine Tatsachenklausel ist eine einelementige positive Klausel, d.h. sie hat
die Form {P}.

Eine Prozedurklausel ist eine Klausel der Form {P,—Q1,-Q2,...,Qx}
mit £ > 1.
P hei+t Prozedurkopf, und @)1, Q)s, ..., Q bilden den Prozedurkorper.

Ein Logik-Programm ist eine endliche Menge von Tatsachen- und
Prozedurklauseln.

Eine Zielklausel ist eine Klausel der Form {=Q1, Q2 ..., =Qr} mit k > 1.
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Konfigurationen und ihre Ubergéinge

Definition: Es sei F' ein Logik-Programm.

i) Eine Konfiguration ist ein Paar (G, sub), wobei G eine Zielklausel und
sub eine Substitution ist.
ii) Wir sagen, dass die Konfiguration (G, sub) bez. F' in die Konfiguration
(G, sub’) Uberfihrt wird (und schreiben (G,sub) Frp (G, sub’)), falls
folgende Bedingungen erfullt sind:
— G = {_'Q17 _'Q27 S _'Qk}
— es gibt in F eine Klausel K = {P,—A;,-As,...,7A,}, n >0,
und ein i, 1 < i < n, so dass B (nach einigen Umbenennungen) mit Q;
unifizierbar ist,
— G/ — S({_'Ql, e o vy _'Q’L'—h _lAl, « o vy _lAn, _'Qi—i-la ce ey _le},

wobei s der allgemeinste Unifikator von B und @); ist,

— sub’ = sub o s.
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Berechnungen

Definition:

Es seien F' ein Logik-Programm und G = {—Q1, ..., —Q} eine Zielklausel.

i) Eine Berechnung von F' bei Eingabe von G ist eine Folge der Form

(G,id) Fr (G1, suby) F (Ga, subs) Fp ... Fp (G, suby) Fp ... .

ii) Falls eine Rechnung endlich ist und fiir das letzte Glied (G, sub) der Folge
G, = 0 gilt, so heiBt die Berechnung erfolgreich und sub(Q1AQ2A. .. ANQk)
ist das Ergebnis der Rechnung.

n ist die Lange der Berechnung.

Logik - Pradikatenlogik 75



Fakultat fir Informatik Universitat Magdeburg Jurgen Dassow

Korrektheit und Vollstandigkeit

Satz:

Seien F' ein Logik-Programm und G eine Zielklausel.
Falls es eine erfolgreiche Rechnung von F' bei Eingabe von G gibt, so ist
jede Grundinstanz des Rechenergebnisses eine Folgerung von F'.

Satz:

Seien F' ein Logik-Programm und G = {—Q)1, ..., ~Q} eine Zielklausel.
Falls jede Grundinstanz von (Q1 A...AQj)eine Folgerung von F ist, so gibt
es eine erfolgreiche Rechnung von F' bei Eingabe von GG mit dem Ergebnis

sub(Q1 N Qa2 A ...Qk), und fiir jede Grundinstanz sub’(Q1 A Q2 A ... Q%)
gibt es eine Substitution s mit

sub' (Qi ANQa A ...Qk) = s(sub(Q1 ANQ2a A ...Qk)).
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Vertauschungslemma |

Seien
C = {_'Cl, _IOQ, ceey _'Cr} und £ = {_lEl, ﬁEjg, ce e _IES}

mit » > 0 und s > 0 und eine Resolution

{—IAl,—lAQ,...—lAn} {B}UC
l /
SUbl({ﬁAl, e ooy _IAi_l, O, _'Ai—l—ly ce _IAn}) {D} UFE
l /

SubQ(Subl({ﬁAl, ceey —|A,L-_1’ C, —lAfH_l, ce . —|Aj_1, E77 —|Aj_|_1, ce —lAn}))

gegeben.
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Vertauschungslemma ||

Dann gibt es auch die Resolution

(A1, —Ag, ... —An) {(DYUE
l /
SUbl({ﬁAl,...,_lAj_l,E, _IAj+1,..._IAn}) {B}UC
l /

S’LLbQ(SUbl({_lAl, e oey ﬁ147;_1, C, _'Ai—{—la c. _‘Aj—la E, _lAj_|_1, ce

wobei sogar bis auf Variablenbenennungen

/
sub) o suby = suby o subs

gilt.

—An}))
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Kanonische Berechnungen

Definition:

Seien F' ein Logik-Programm und G eine Zielklausel.

Eine Rechnung von F' bei Eingabe von G heillt kanonisch, falls in jeder
Konfigurationstiberfiihrung (G’, sub’) Fr (G”, sub”) der Rechnung nach
dem ersten (d.h. dem am weitesten links stehenden) Literal von G’
resolviert wird.

Satz:

Seien F' ein Logik-Programm und G eine Zielklausel.

Falls es eine erfolgreiche Rechnung R von F' bei Eingabe von G gibt, so
gibt es auch eine erfolgreiche kanonische Rechnung R’ von F' bei Eingabe
von (7, so dass R und R’ die gleiche Lange haben und das gleiche Ergebnis
liefern.
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Volistandigkeit von Strategien

Definition: Eine Strategie heillt vollstandig, wenn es fiir jedes Logik-
Programm F' und jede Zielklausel G, fur die es eine erfolgreiche Berechnung
von F' bei Eingabe von G gibt, auch eine erfolgreiche Berechnung von F
bei Eingabe von G mittels der Strategie gibt.

Satz: Die Breitensuche ist eine vollstandige Strategie.

Satz: Die Tiefensuche ist keine vollstandige Strategie.
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